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Présentation du manuel

Ca livre 2 pour objectif |a préparation des épreuves écrites aux baccalauréats scientifiques de spécialite
mathématiques ainsi que la préparation a une entrée dans Fenseignement supénieur.

[l a deux volumes :

v Le premier volume porte sur lanalyse etles probabilités
¥ Etle second porte sur la géométrie, larithmétique et les nombres complexes.
Ce dermier volume cantient un complément sur ka géométrie vectoriellz et les applications affines.

Le second volume que voici, contient une synthisse du cours par chapire et 479 exercices de niveax
variés entisrement cormigés, regroupés par objectifs et couvrant tous les programmes de mathématiques des
classes de Terminales SM. Les exercices sans triangle, applications direcles du cours, demandeant 3 '&léve
d'exercer des capachés exigibles ; ceux indiqués par un triangle nécessitent une technique plus élaborée et enfin,
ceu indiquéss par deus triangles sont particuligrement difficiles et demandent a Iéleve un effort de recherche
imporiant,

|'esprit de o8 manuel est d'apporter aux &léves des Terminales SM, les fechniques usuelles de calouls,
l'acquisition de méthodes de raiscnnement en répondart 4 deux exigences :
- apporter une préparation efficace a l'examen du baccalauréat SM
- donner des exercices d'un niveau supérieur (mais accessible) pour se préparer a une entrée dans
I'ensaignement supérieur.

Ghaque chapire est découpé en savair-faire fondamentaux pour pemettre a léleve de s'entrainer sur
des situations précises et pour faciliter sa pérode de révision,

Je compte sur les professeurs et sur les leves pour ma faire part de leurs commentaires, de leurs
erifiques et de leurs suggestions | je les en remercie d'avance.

Remerciements & tous les inspecteurs pédagogiques, collegues el éléves qui par leurs remarques m'ont
accompagné durant I'éiaboration de cette colection.
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INTRDDUGTIDN -
£ D TRAVAIL EFFICACE

AVANT L'EXAMEN, UNE METHOD '
ue Pannée seolafre n est pas encore {rop avancgy, , .

i !1) vous lisez c€ ferte alors q

quelques conseils pour dtre plus performant.
tes une fiche de synthése.
5 Ala fin de chaque chapitre traité en COUTS, faites une

[ s, ils ne re
< los manuels mais auss! excellents soient-ls, ils ne remplacey .
fiche sera [occasion d'apprendre votre cours, d'en faire ressony ),

8i, par chance

Certes il exste des résumés foul préts da
volre propre travail : la realisabon de cette

' points importants et de e réactiver.
> Faltes des fiches de méfhodes.

i ' ' dresserez Iz liste de toules |
Par exempla : « comment éludier la sens de variabon d'une suite 7 », Vous y ! .
méﬂtdespdnnl vous disposez pour résoudre ce type de question. Ainsi face a une question de ce fype, v

saurez ce qu ‘il convient de metire en CBUVTE pour y raponare. . o _
De phus, notez toutes les “asluces” que volre professeur ne Manquers pas da vous Indiquer au cours de 'annds, it

By W BT o

# Failes une comection aclive.

A chague remise d'un devoir comgg, repérez vos emeurs ef analysez-les.

Commencez par en détarminer |3 nature |

emeur de calcul,

mangue de cannaissances,

affirmation non démontrée,

emeur de raisannement,

rédaction incomecte.

erew ddlourdere, .

Analysez-es sans complaisance. Trop o éléves considérent - inesorteE )
la traduction d'vne incompréhension plus profonde. PR ST G S |

- & & ® % %

Ensude, cherchez 4 les comprendre, seul d'abard, puis, si cela ng suffi pas 4 vous dclairer, essayez lé vl &

binbme, souven! fructueus. N'hésitez pas 4 demander aveg diplomatie : ; g

i - : ' . un co informatian a v
professeur si vous avez I'r_mpreaslm davoir oul camme dans e comige” H:'fgmem dtmn aveir les poiT
corespondants. |l y a cerzinement quelque chose qui vous a echappé | pour au

Enfin, comigez-es.

Une comection efficace compre
plusieurs méthodes) mais ausgmd';zn;::mrg;;u:?;mr 58 @ la question (Elablie g-.remuellenmr!_ I .
reproduise. 156 de Terreur commise.destings 4 éviter quele ™

PENDANT L'EXAMEN, UNE STRATEGIE GAGNANTE

Lire le probléma en entiar,

Procéder 4 deux
l'énoncé.
Conlrairement & une idée trop répandug
un investissement profitable.

Ainsi, vous pourmez ;

— — Page 12 5

r—.—u

Scanned by CamScanner

lectures successivas -
SV05 |3 premitrg globale, la seconda Pes & pas pour effectuer le uém‘vpl-"‘-"'""

pami les (=17 ¥ o
VES, 22 n'est pag gy temps perdy | Bien au cont@’™®




* mmpreqdre I'esprit du sujet pour voir quelles methades vont élre mises en jeu ;
»  percevolr la stiucture du probléme, les fiens logiques, les questions indépendantes elg :

Vaus faire une idée relative de la dificulté des questions : application di ion de
’ S - appecation directe du cours, que
réflexion, question déja renconirée au cours de fannée 7 5, quesli

voir i les questions placées plus bas dans un exercice ne foumissend - h

s 185 q pas la réponse & une questio
une indication sur une méthode 4 utiliser pour une question placeés en début de 'exercice. i
»  Ulilisez deux sortes de brouillons,

Non, un brouflen nest pas un instrument préhistonque et son emploi peut se révéler fort ulile,

La premiére feuille vous servira & stocker les hypothéses et réponses successives, Ansi vous n'aurez plus

besoin de rechercher dans vos multiples copies a réponse de la question 2)b) lorsque vous en aurez besoin |
Une seconde feuille servira pour les caleuls intermédiaires, les essais. ..

En revanche, il est indispensable de rédiger direstement au propre, Si votre travall au broullon est assez
approfondi, il n'y aura pas de problime.

¥ Soigner la rédaction.

Ne négligez pas les qualités matérielles du devolr.
Certes une copie bien présentée mais remplie dinepties ne vous permeftra pas datteindre la mayenne,
H'I?anmnrns. certaines copies a peine lisibles rsquent d'élre sous-dvaludes par un examinateur exaspénd el
mugrameux. Aors veillez & -
s [écnture ;
au soin (on peut barver, maks proprement...) ;

atrer votre deveir en sautant des lignes enfre les questions ;
faire des figures claires e asse? grandes.

Trois critéres d'une rédaction cormesta

Les réponses aux questions sont clarement formulees et mises en évidence (soulignées, encadrées) ;

\z fil conductaur de la démensiration et les &tapes intermédiaires apparaissent clairement ;
o foul ce qui est &ffirmé est justifie.

Néanmoins, gardes toujours & l'esprit que pour une quesiion donnée, 1l existe plusieurs rédactions comectes. Vous

laviez certainemen! déja constaté au lycée ou au collége i au cours de o2 années, wous avez su diférents
enssignants de mathématiques.

Vous le retrouvarez dans cet cuvrage : pour cerlains exercices, phusieurs corrections seront proposées.

Cela peut différer de vos propres habiludes. Cependant, c'est un repére intéressant pour vous indiquer quels
niveaux d'exigence vous pourmez rencontrer le jour de 'examen.

¥ Mettez & profif les derniéres minutes avant de rendre votre copie pour :
s [ehip ﬂ:hﬂlﬂr‘ﬂﬂl‘lt gt faire 1a chasse au Slourdenes |
« veérifier [a cohdrence des résulfats et cormiger ou sgnaber loute anomatie ;

dans fa mesure du possible s'auto-vérifies. Cette démarche sera mise en &vidence le plus souvent
possible dans cet ouvrage.

REPONSES A UN CERTAIN NOMBRE DE QUESTIONS

Voied, péla-méle, l2s rdponses & quelques quastions que vaus n'avez jamais osé poser en classe.
Tous les résultats du cours sont-ils dans le formulalee 7

Non | C'est pour cela quil est important de se familiariser avec le formulaine au cours de Fannée afin d'en
conmaitre e condenu al les limites,

[ ———— T LR K
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-lﬁijnﬁl, on pourra 1, ol
rﬂll‘l'rlulaiig.n Esmaﬂprendr& par coeur les formules qui n'y figurent pas et se familiariser aveg leg €nongés o

N'oublier fiérante de celle 4 laquelle on st habitué,
ki Pas Capendant qu'il ne s'agit que d'un aide-mémoire et que cela ne vous dispense pas Cappren,

PE“':-““ admettfﬂ un r#ﬁultat seulement mﬂm?
Ef:r:;,slmmn est différente de celle que nous avons déja évoquée - admettre un résultat donné par Jg
0 Mm:l'[::gu&xmmﬂ' Dans la situation précédents, le texte dirait texde,
€ pour tout réal x f i :
le signe da f'(x) 7 », %, 1'{x) est positif » alors que dans le cas actuel, la question restp Owerte 1 g,

Or, gréce 4 vetra calculatri
e\t blocas votn oo .

pensez que 1 °(x) est positif mais vous &tes incapable de |
S . Ire: poursuite du pr

Cbléme, alors, sans hésiter, admettez-le (en le disant dlairement) o Eﬂ:{i?uie
=L
Point deﬁ?xmﬂﬁﬁ“ :f- démonstration d'une équivalence ?
a démonstration d'éau ; oy
COny rengﬁ.?tg;:ﬁn palermant de:xra l'[rﬁgsd :gumﬁéan:es fait souvent des ravages dans les copies d dlives.
* € considére comme émi ' .
quelconques, at = b2 n'me equivalentes des proposition

S qui ne le sont pas. Alnsi, POUr 3 et b rigk
* Le fond matha

"N est pas équivalent & a = b puisque a2 = 2} li = =
mabque semble correct i G

' mais | ' ‘Un "done" gé
i I'esprit du Cofmacteyr : implie::atlm?ﬂquhralml:l: ?Fﬂ'ﬂl PRGOS S Y iy, e -
& propositions i :
ﬁua Qimplique P, PR P et Q sont équivalentes, on montrera Successivement que P implique 0, puis
N seul inconvénient 4 signaler - |
ot & s gnaler : une telle rédaction est souvent assez bngue ce qui conduit certains éldves d

‘;":E“nt::’“ 3“55: & l'emplol des symbales logiques = 2f .

Nl connu leur heure de gloire dans | i

iy B programmes antérieurs lorsquiune initiation 4 |2 logiqua
C[Iimmgl ér.: m'est plus le cas, |2 programme actuel précse ;

ales B5 pauvent utiliser les symboles t i e

symboles », ymboles = et < mais 1 convient d'éviter lout recours sysiématiqus 4 ces

En conséquence, dans cet ouvrage, il leur sera souvent préférs une rédaction A—

Le correcteur peut-il me retirer des points s j
Dans un certain nombre d'exercices, on lrouve des ' P - Méthade demandée ?
I'exercice suivant :
a) Montrer que le peint K est le milieu des segments [BO] et [AC],

b) Montrer que 25—
=i

¢) En déduire la nature du quadrilatére ABCD,
L'examinateur attend alors clairement que vous exploitiez les réponees deg . , o Todig

S / : Ligst fa [ales
pas, vous serez pénalise méme si volre démonsiration est par ailleurs mrmql:e_ SN B S U e D
En efiet, I'évaluation porte ici sur deux points : la dtermination de 1 nature de ABCD il & expiOlE
les résultals des questions an'téneure§ dans ce but. Si vous procédez autrement, mﬁr::gm ?::; gimonatail
plus simple & vos yeux, vous ne remplissez pas le contrat ; d'od une pénalisation,

figurat ay

Un cas un peu difiérent, du rncins_ e apEarm_:e ' I'énancé n'emEluia TS TS ———_ ﬂﬂi B
question mentionna “on pourra utlliser...” ou “en remarquant que” 18 aussi, il vous st frés forement GO

' i suggestion du texts. | ﬁ
g: xg:zift E;:-l;?:hitgg sy maximum les indications données par 'énoncé sur les méthodes & medtre &n guwe B

en loignant, Vous prenez les risque d'une pénalisation facilement évitable,
VOUS

Page 14 wﬂﬂ
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Dols-je rédiger plusieurs fols uno démonsiration Identique 7
Il arrive que dans cerlains problémes, on soll confronld plusleurs fois 4 des démanstrations identiques,
Commencez par vous assurez gu'on est réellement dans la méme situation.
Ny a4l pas un détall sublil qui vous a échappé 7

5i vralment “‘?' le cas, redigez de maniére précise la premigre démonstration puis abrégez les démanstrations
sulvanias on ulilisant une formule comme “on démontrerall de mame que.. !!

Faut-ll recopler le texte 7
NOM 1 Cenains &léves confondent 2 ton racopiage du texte el rédaction,

Vous peuves, sivous le souhaitez présenter les hypothéses d'un probléme avant de commencer la rédaction mais
un recopiage mot a rr]ﬂidu texte n'apporte rizn,
En revanche, l'examinaleur appréciera qua |a réponsa & chagque question dédbute par un tire. Il pourra sinsi sa

repérer lacilement dans la prograssion du probléme. Cette démarche sera utilisée dans certaines solutions de cat
OUVFA0E.

ET ENFIN, LES ERREURS A NE PAS COMMETTRE

Volci, enfin, le récapiiulatit de queloues ereurs qui peuvent vous coltez cher,

. IHH comprendre |& préambule d'un probléme.
Un certain nombre de problémes commencent par une phrase destinée  planter ls décor. Ainsi "on se propose
de placer les points A, B et C dans un repére & Faide d'un compas” ne doit pas vous incifer 3 vous jeter sur voire
propre compas pour constuire immédialement la fgure. La constrection effective des points A, B et C
n'interviendra que plusieurs questions plus bin apeés une dtude sur une rotation ...
Il ne s'agissait que d'annoncer be but recherché. |l fakait ensuile se laisser quider par Fénoncé,

= Anticiper la réponse 3 une question ;
On ne le répelara jamas assez ! Si on vous demande de prouver A [a question 5) qu'une fonction fest crotssante,
ce n'est pas normal de 'avoir prouve & la question 2). [ y avait slors cerainemen| une aulre maniére de procéder
qui vous évilerail de donner rop W& |3 reponse @ une question postérieurs, Vous risquez alors une double
pénalisalion : a ka question Z) pour ne pas avoir respecie la méthode attendue puis & la question 5) pour ne pas y
donner la répanse prévue !

Mormalement, il y a un conducteur logique dans un probléme el si votre résolution ne le respecte pas, cela vaut la
peiree d'y réfléchir.

» Laissez subsister des incohérences, '
Contradiction entre |e tableau de variation d'une fanction et sa courbe représentative, probabilité supéteur 3 1,
cosinus d'un anghe égal & 2443 ...

Les examinateurs au baccalaureat en rencontre chague annes. Or, dans 1a majorité des cas, les éléves soni
conscients quiil v a un probieme mais ne retrouvent pas leur emeur ol continuent...
Traquez les incohérences sans pitié. Relisez-vous, recherchez I'emeur et i vous ne la retrouvez pas dans le

temps imparfi, signaler que vous avez conscience du probléme. Il y aura certes encore une ereur mais pas une
absurditg, .

=  MNe maliraiter pas (trop) I'orthographe, en particulier les noms des mathématiciens.
Entendre parer de la refation de Shall est encore amusant chez un collégien de troisiéme mais plutét nidicule
chez un presque bachaefier,

Renoncez définitivement & empicyer des abréviations. Ni nbre, ni fct, ni Mg, ni Dg ... n'ont leur place dans une
copie dexamen

*  Eviler la gaspillage de points,

L;lm copie & tous ol I'déve a papilonné & la recherche des points facles devient vite lassante pour
I'axamnateur qui a bien du mal & évaluer la niveau réel du candidat.

e — P
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i suivent g
Mais soyez sang crainte, aprés avoir travallld d arroche-pled les exercices propords qui swiveni ¢ ley
méthodes qui s'y rattachent, Pavenir ne pent étre que radienx |

EON COURAGE |

Cette introduction est inspirse dy . GUIDE pour la préparation au BAC 4 de Bénédicte BOURGEQIS,
Mare LANGLET, Rernarg MEYSSIREL et Claire TCHOBROUTSKY. :
Dves éditions ellipges,

Maths types Terminale gp - Volume 1- Analyse & Probabilités
Maths types Terminale SE

Maths types Primiars sy = Volume 1- Analyse. Dénombrements &
Maths types Prémiars SM - Volume 2- Glométrie & Algibre
Maths types Prémiéra SE

Maths types Seconde §

Maths types Troisiame

e I e

Fa

Statistiques
linéaire

N, o

Page 16 ™
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) | ARITHMETIQUE

A. Divisibilits - Division euclidienne

A1 - Multiples et diviseurs dans T

a) Définition el nofation :

On appelle multiple d'un entier relkatil 3, o entier relgti b, el qu'il existe un enter relatii g, vérifiant I'égalid b = ga.
On il aussi, lorsque a est non mul, que a divise b, ou que a est un diviseur de b, ou que b est divisible par a.
L'ensemble des mulliples de a estnoté 2%,

Dol aZ = {an,qe £}

Eemarque ;

o (Z={0} & =g ® Soif a un entier relatif, (—a)& =aZ
k) E‘mpriﬁﬂ:

Soit @ un entier relati, =

Pi} L'ensembie aZ, muni de laddition des entiers relatifs est un groups abékan,

Conc, s0it x et y deux mulliples de Mentier 3

® X+ yestun multiple de a ® 0 estun mulfiple de 2 = -x estun multiple de a.
Fa) Teate combinaison linéaire 4 coefiicients enfiers da mulfiples de a st un multiple de a_

Cest-a-dire, 5 xy, 1o, .. ., % sont n multples de a, alors pour n entiers rekaifs Ky by, . . ., ke queicongues,
Ko + kanz + . . # Katn 251 2USSi un multiple de 3,

&l Propridlés de la division dans 7, -
P1) Soit a et b deux entiers relatfs non nuls et cun entier refatf
® adivisea
* Siadivise betbdivise a, lorsa=boya= b,
* 3iadwvise beth divise c, alors a divisec,
P2} Soit a un entier naturel non nul et b un antier naturel,
o Siadvisabh gorsb=0cugash
* Siadwise betb divise a, alors a = b. [b est nan i)
Pal 21, %z, . . ., % sont 0 entiers relabls, ks, k2, . . ., ks 500t aussin entiars relatis,
Si un enfier relatif non nul a divise x, X, ... BUn, B01S 3 divise kun + koo + 4+

A; - Division euclidienne dans z

a} Division euclidienne dans 1 -
S0t & un entier naturel et b un entjer naturel non mul.
Il exigte un unigue coupie (g, 1) d'entiers naturels tels Quea=hbq+raveclsr<h,

EE:EH_IE?;IIJJIT r:i:;a Hivislon euchidienna de a par b, af) a,b, qetrsom respectivement s dividends. |a divie sur 1
Remarque :
Dians 'éoriture a = by + roavec B <o,
. _{:—4 €5t le plus grand muy lriple de B inférienr me fralaa,
ot r = 0. alors a = bg : 4 ext alors e nrefifole de b,

b} Division euclidienna dans 7 - |
Soil @ un entier relatif et b uy enter redatif non ngd |

r
-‘% Page 17 e I
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—— Chapiire & : Arithmétigue

st exaciement unenler relablq et n entor naurel rfls que 3 =ba +, avee 0.<r <. :
Cette écrilure st la division euclidienne de a par b, o a, b, g et r sont respectiverment he civiosnc, n tigenn,
quotient el le reste.

Ay — Numération

Soil b un enter naturel striclement plus grand que 1. _
» Tout entier naturel non nul N peu s'écrire de fagon unique sous B forme N=rghe #fpibei . dnbem ol p,
.. 1 81 1y sont des entiers naburels strictement inféneurs E_ b, BVEC Ty #0.

s Laconnaissance des p + 1 enfiers f, fps. . . ., f1 €10 DElRMMINE N,

Onnte alors N=1r,_. 5 Qulestl'écrilure de N en base b.
« Tout entier natural siiciement inférieur & b est appelé un chiffre dans le systéme de numeration de base b.
» Neus ufilisons habitusllament 12 numération de base b = 10 ou systéme décimal.
Dans ce systéme, les chiffres sont: 0,1, 2,3, 4,5 6,7, 8t 9.
La numération binaire uiilisée nolamment en informatique est la numération en basa dewx.
Dans co systéme, on a deux chifires : 0 et 1,
Lorsque k& base est strictement supériewre & dix, on peut uliiser des leires pour representer les chifires plus grands
que 9,

Ay - Congruences dans £

a) Définition et notation ;

Sait n un entler natured sirctement supénieur 3 1.

L entier relatif @ est congru & Pantier relatif b modulo n, lorsque b - a est un muliple de n,
On note alors @ = bin] ou éncore a 2 b madin),
Remargue ;

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs et B un entier netsrel striciementd supérienr & f. Ona :

* a=gnf o §ia=binl, alors b=aln. ® Sia=bnfef b=cfu], alors a = cfnj.

® a=bin]avec 0 =b < n, si ef seulement 5i, b est le reste de la divivion euclidienne de @ par n.
& g =0 s of seclemend 5i n divise a.

b} Proprieté fondameniale :
Sait n un entier naturel strictement supérieur & 1.

L'entier relatif a est congru & lentier relaf b moduio n, i et seulement si 2 et b ont le méme reste dans la division
euciidienne par n.

c) Congruences ¢l opérations :

n est un entler naturel striclement supérieur 4 1,

Pi) Saita, b, & et b’ qualre entiers relatifs, p un entier naturel et x un entier relati
SiaZajn]eth =bTn], alorsona :
e a+hEa'+bn] e ab = a'h'jn] * 38 2 xa'fn]

P:} De fegon générale.

@1, 32, ..., o elant k entiers relatifs, by, b, ., be étant k entiers relatifs, %1 i
P, P2, - - -, Pe étant k entiers raturals. o
Si pour fouli appartenant 4 {1,2, .. K onagas bfn],

alors on & aussi X +x,a" +. +xah =y p P + ¥z

* & = g'fn).

<o Xk Btant entiers retatifs et

P I. hHH [I'Ii :
d) Critéres de divisibilité ;
Soit N=Tgh_q..hfa un enlier natuel dcit en basa 10,
» N est divisible par 2 ¢ el seulement si, rp st parr,
o N est divisible par 3 si el seulement si g ¢ rpy +, . 41y
» N est dnisible par 4 {reps. par 25) si et seutement 5§ 10r, 4 s
. E d r
» M est divisible par 5 si et seulement 51, rp est divigibie parIE r@:::.ﬂféh:e l—:l :‘|]r S
s N est divisible par 9 si et sewlement sl lp# 1y + . 410 + fo est diwsihlec ; ﬂﬂu A
& N esi divisible par 11 s el sevlement si rg—r, + =Fi... +[-1pr, st diﬁsz‘.;'g 11
- par 11.

e Page s

+ o est divisible par 3.
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Chapiire § ¢ A rifhmiiique —

B. Divisewry et muliiples communy
By - Diviseurs communs

a) Définition :
Soit el b deux entiers relalifs,
Toul entier d qui divise 2 12 fois a et b es! un diviseur commun de a et b.

b) Proprighés :
Spit a el b deux enters naturels non nuls, avezash.
« Siadivise b, slors Fensemble des diviseurs communs & a ef 4 b est l'ensembie des diviseurs de a.
e Slanedvisapash
Nalons r le reste de la division euclidienne de b par a.
Alors lensemble des dviseurs communs & a et A b est fensemble des diviseurs communs 4 a etr.

c) Recherche des diviseurs communs d'entiers naturels : 'algorithme d'Euclide.

Soil aelb deux entiers naturels non muls, aveca s b.

» 5ladivise b, alors Mensemble des divisaurs communs & a o1 b est 'ensemble des diviseurs de 3

» 5ia ne divise pas b, alors on réalise la division euclidienna de b par a. Soif 1 |2 reste.
L'ensambie des dhvisewrs communs & a et b est l'ensemble des divisewrs communs 88 €1 n.

On applique la méme mélhode a aetn. N
- B n divise a, alors I'ensemble des diviseurs communs & a et ry, donc & a @l b, est l'ensemithe des diviseurs 02 1.

Si n ne divise par a, alors on effeclue la diision evdlidienne de a par r+. Soit rz le reste.
L'ensemble des diviseurs communs & 2 &t ry, donc & a et b, est l'ensemble des diviseurs communs a ri ei r.

On réitére ce ratsonnement jusqu’au demier reste non nud fa.
L'ensemble das diviseurs comemuns & 8 ef b esl alors Mensemdie des diviseurs 08 .

Catle méthode a l2 nom d'algonthme dEucdide.

Remarque :
Koil o et b dewr entiers relaiifs.

I remsemble doy divirears commnius & o ¢f B es! Mongemble dev divizenrs eommuns 4 | "'1| 8l |"I:'| 5

d} Définition ; Plus grand diviseur commun

Soit a et b deux entiers refatifs non lous nuls,
Cn appelle plus grand diviseur commen de a el b, qud I'on note PECD{a, b), ke plus grand enfier naturel de lensemble

deg diviseurs communs 3 3 et b.

€) Rechearche du plus grand diviseur commun de deux entiers refatifs :
# Scil @ et b dewnt entiers naturels non nuls.

- 5i adivise b, alors PGCD(a , b) = a. _ -
- 5i a ne divise pas I, alors le PGCD(a , b) est le dernier resie non nu fn dans Fakcoriihme dEudide.

» Soit a et b deur entiers relafifs non nuls,  PGCD{a , b} = PGCDa] | H)

Remarques :
& Tont divivenr commn & o f b divise fe PGCDNa  B) of o5t rafiriear on fgal an FGEDa b))

& Saif a, bot k trofs enticrs relatifs non nuls,  PGCD{ka kb)= k| PGED(a , b).
a b RGO 6]

C——

& Soita et b deix enfers redatifs mon onls et d wn divisewr conmming daeth PGCL Th _,r| = ]J]
el i

B; - Nombres pramiers entre eux ou etrangers

a) Définition : .
Deux antiers relstis a ¢t b sont dils premiers enfre eux ou étrangers lorsque |e PGCD(a, b) = 1.

Remargue :

Sair a ef b dewx eniiers relotifs mon mels e f Fe pluy praed divisenr comnmirn de.q el b

—— e I 1

ol
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ux entiers relatifs u el v iels gy

(r ) e pidentité de Bézoul,
ir & L

P coniple

o A eeper MR o
il iRl O 0

1. "alworithme d°E wcde pert

Conséquentas: N
Py} Seit @, b & CA0G !
:}Si 3 &4 b dfune part, a el ¢ dautre pan sl premers

: s raturels. :
jors relatifs, mEn gaye anba v alors a el b sont premiers gntre us.

slors @ gt bn dune part, a7 & ke d'autre part, sont premiers entre eux

o Sia et son premiers enie ELA gl 3 X8y %....% 8 Soni preiers entre ew.

Py} Sia esl premier avet chiacn des eniers a, 8, . . - 8 3E 8

c) Théarime de Gauss |

Enoncé du théoréme de Gavss :

Seil 8, b &1 ¢ tois exiers refalifs, :

5i 4 divise be @t a & b sonl premisrs 2nbe eux, 3K 3 dvise o,

Conséguence ; _
Soil &, b &L cirois entiars relalifs,
5 @ ef bdiviserd ¢ et a et b sond premiers enbre eux, alors ab divisa ¢,

By~ Multiples communs

a) Définition =
oot 3 ol b daus enters relakifs,
» Toul anfber m multipe & [ fos de 3 e de boestun H'IUlﬂFlle commun de 2 &t b,

on le 1 ; ;
;mlm:ﬂ:mmpﬁ;ﬁimmm commen de s Bt que fonnole PRCM(a. b}, le plus petit entier naturel non nul,

b} Recherche du plus pelll mukipls commun de
» 5ol a et deux entiers naturels non nuls,
Sia divise b, aks PPCM{a, 5} =1,
En.ﬂtnhal. PPCMa . bpPGC b} =ab
* Soit @ el b deux entiers relatifs ¢

FPCM{a , b= PPCM{a] |b).

deux enfiers ralatifs -

Femargue :
w5 A B e e relarifs : i |
L ensemble dfies N e
® Tui p;-”r_lﬁr 5 7 LY T Als 4

i FT ol

w Nolte, btk ire

# Sadi @ of b deoy enilerg felanfy ep g

i h"l-lll'n'rl‘llﬂjill" .
Wb, g ”i.l._,.__-_ : FE:'_-.‘I;'-H.- )
. L

® Soir @ el B dens entien nwisely, uy = FRCAR I 51
A o POSE i = e of boe o S b or o g Tl | ¥ : J
i Ry

% Saifa el b deis enviers refmine, o ey
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Elhapitre & ¢ Arithdrigue

C. Lex nombrey premiery

Cy - Les nombres premiers
a) Définition :
Un entier relatif p est dit preméer lorsqul a exaclement quatre dvisewrs - 1, -1, pel-p.
b} Théoréme :
Il exista une infnité de nombres premiers,

c) Critére de primalité ;

Un entier naturel n supérieur ou égal & 2 est promiier i el seulement si aucun nombre premier positif mférieur ou dgal 3
Jn ne divise n,

Cz— Nombres premiers et divisibilité

P4} Soit p un nambre premier et a un nombre relatif.
Deux stuations peuvent se présenter :

s pdiveea ou alars

P4} Soit p et g deux nombres pramiers,
Deant situalions pauvent se prisantar !

= |gl =|q ou alors » pelqsonl premiers entre eux.
P1) Soit p un entier naturel preméer et a un enfier naturel non red.

Sia < p, alors a et p sont premiars entre aux,
Pa) Soit p un nombre premier, 2 etb deu entiers ralatifs.

Si pdivise ab, alors p divise a ou p divise b,

& et 3 sonl premiers entre eux

C: - Décompasition d'un nombre en produit de facteurs premiers d'un entier naturel

P4} Tout entier nalurel supéneur ou agal a 2 possade au moins un diviseur promier,

P2} Toul entier nature! a supénieur ou égal 3 2 est premier ou esl décompasable en un produit de factaurs premiers
positifs et cefte décomposition de a est unique & l'ardre prés des facteurs.

P3) Seit a un entier naturel supérieur ou égal 32

MNotons py™ps™py™ ... p™ la décomposition de a en produit de facteurs preméers positits.
g posshoe (o 4 Wos + ey +1). .. (e + 1) diviseurs.

Py} Soit a el b dews entiers naburels supiricurs ou égaux & 2,

Powr que b divise a, 1 faut ef if suffit que tous fes facteurs premiers de la décomposition de b figurent dans 1a
décomposition de a avec los exposants au plus égaus.

P:) Soal a el b deux enfiers naturets supérieurs ou égawm 4 2,

Netons p™py™ps™ . .. ™ la décomposition de a en prodult de facteurs premiers ef p P p, %02 A I
décompesition de b en produil de facteurs premaars.

Si &, designe le plus petit nombee entre o, ot 8, et p, désigne le plus grand nombre entre a, ot B, slors -
pacd(a . b)=p"pa"py™. .. py™ el ppomia, b)=py pytp L. N

D EEEEEEEE——— S o 1 R
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Chapitre 8 : A riflumetique

EXERCIGES POUR COMPRENDRE LE GOURS

A. Calculer dany dautres yystemey de mumeéraiion,

1 - Changer de systéme de numeration

Exercice 1 ——
Ecrire Fentier x danné dans le systéme décimal en base b dans chacun des cas sunanls .
a) x = 144127 et b=12 b) x = 177 e b=2.

Methode 1:

a) Ona: 144127 = Bx124 + 142129 + 4122 + 10=12 + 7, {Développement de x suivant les puissances de 12},
Diois, %= 144127 —GBAAT " ol B=11et A=10.
b) Le développement de x = 177 suivant les puissances da b =2 est:

177 =127 + (x20 4 1225 & 1224 + 0224 Ox2 + 0x2 4 1. D'oli, x=177=10110001 .
Méthode 2 ¢

Pour écrire un nombre x donnd en base 10, dans une base b aulre, on peut aussi procéder par des divisions .
a)148127 12

a0 |2

D 0 1z
@ 8 |1
a> & hz
B> 0
En lisant les restes de bas en haut, on a 'écritere de x = 144127 en base 12, etl'on note : 144127 = ﬁsq,ﬂ.?: 4
B) 177 |2
D BB |2
> 4 |2
D 2_
@ T2
I 5 2
D 7 |2
DT 2
D 0 Dl 177 =101 10001
Exercice 2

Ecrire en base di les entiers natwels suivants 201 : AE{:”“ :

o AT =253 43" + 238 403" +1x3" =208,

o BECT® _10x16° +8x16' +12x16% = 2700
Exercice 3
Eri ulifsant la numération décimale comme infermédiaine. dcne ;

a] 120212 enbase huil. b} 1200 en base deus,

a) 2021 =1 2 0P +223 $ 1342428,

B e L L= —

—_—
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e —

Do) 120272 =428 (systéme décimal)
Or 428=6x8" +5x8" + 4x8® = BB aloys 120213 = 4™

b) 00 =1x8 4+ 2xB 4OxE+0=175.  Dop T200°™ =175 (systéme décim)

Or, 175=122" 405 2® 1132 £ 052 5 1% 2 4122 4 152" 1 = OO . ors
1200 = 10T,

Exercice 4
Eerie le nombre 2207 dans e sysieme binaire -

1) En passant par le sysiéme décimal,
2) Directemenl.

Diéfinition : le systéme de base 8 ext appelé i sysicmne oclal,

AT = 4x8+ 296 + 0xB+ 7= 2183 D'od A207™ = 2183 (systime dicimal)

< gy
Or 2183 = 1x2" « 02 + 029 #0x28 + 1027 + (x28 4 (x25 + (24 + 0 + 1022+ 122+ 1= 100010000111 .

D 4207 = I00T0O0OTITT
2) Directemnent :

ey
.qm‘,'rt": =43 ¢ 2uB 4 DB+ T = 2020 # (PP xR e 24 1) =21« T+ B e 2+ 1= 100010000111 .
Dod 4207 = 10001000011 1=

Exerciced
S0il n un entier natural supddauc ou égal 4 un,
a] Quete est facriture de 27 - 1 dans le systdme de numéaration baaire 7

n
b Prouver que 'entier gui s'écrit avec n chiffres 11111 dans e syztéma de numearation oe bass b est dgal & aile

B Nolons que 20— 1 =(2— 12" #2018 424 1)= 2=t 2-2e 2241 = TH_1T {avesn ks le chiffre
1.

n -
B) TTTAT =bretetn-tebe-2e.  4b etz T,

Classer bes enbiers sulvants du plus petit au phus grand :

g oo e 1000100 |
T AlSED : FIOsE

O oo TTTE [ oo

b) BXCART AGGEID : Fi054B " |

|— — s gy _El:i;t_“__-_g:_- _____ e ———— r
Ler mombrer se clarsend comme en bare dfcimale

[
[
® Biles dewx nowmbres wont jai le méme nowmbre de chiffres, fe plus prond et celmd gud o e ples de chiffres. |

& 5i les mombres ond ke méme nombre de chiffres, on compare les chiffres de mbine rang & pardirde lo |i
I Baucie, (s qu'ow rencontre dewx chiffres difffrents, le plus grand nombre exf celud gria le plus prond de

i
| - s cliifres. .

P e . PR . o ———
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2 Effectuer I'sddition et la multiplication dans une base donnée

Exgrcice 7 —
Effectuer les opérations sunvantes :
al 1M (nased) b) 1 (based)

+ 11 (basa2) x 101 (based)

e Commiengons par donner les tables ¢ addition el de multplication en base deux.
Les chiffres en base deux sont: Oet

L'addition : la multiplication :
+ 101 x| 0|1
010 1 O
1 1110 1 ] 1
al 101 (based) b) M1 (base?)
+ 11 {based) 101 (basel)
1000 (base 2) 11
* i

100011 (basa 2)

Netons que, ces opérations §'effectuen] comme dans be sysiéma dédmal,

s Pour effectuer ces opérations, on peut dabord ramener 125 nombies on base dix, y effectuer les opéralions, pus
eCnre |25 resultals oblanus en base deux.
—dun

Onavragors: 101 =152 40x241=5; 11 m241=3 e 5+3=8,

Or B=1x2 4 0% +0x240=T0000 . Dod 101 411 =1000 .

On a3 aussi, T 2 4 ix241=7 ; W=‘:x.21+ﬂﬂ+1=5 el 7=3=35

O 35=1x!5+ﬂ:~c?“+D}{2=+D32:+1x2+!=w. ot iﬂ"‘"‘uﬁt‘“’" Eﬁmm‘l.

1) Vérfier que sx(x # 1){x + Z){x #3) + 1 = {x? # Jx+ 110 pour boul réel x.
7) En déduire que dans toule base supéneure 4 3, ona: 0=11x12x13 -I-lul:m]-:.

Solution 8 ;
1) Le lecleur vérifiera celie dgalile. :
2} Soit nun entier naturel strictement supérieur 4 3.

W =11 %12 %13+ 1=nin+ i+ 2)(r+3)+1
=(nf+3n+1?  d'aprés la question 1)
=(131)°

— = =1 =

Dod 10 =11 =12 =13 +1={ﬁ']?.p-uur:nul antier naburel siriclemant supdraur & 3,

3 - Retrouver le systéme de numération

Exercice 3

Sait a. b, n tnois enters supéreurs & 3.

= h
Determiner le plus petit entier naturel n el que: n= 300" =37 .

Soila et benbers sinclement supéneurs & 3

- —_ I |
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:Tu'ﬁ':iﬁh e M?=3b+3 .e&» af=h+1, b+ 1est doncun carrd parfail supérieur & 9 (cara > 3).
La phvs pefile valeur possible ca b + 1 01 18, done a?=16al b+ 1 =16,
Cest-d-direa =4 el b =15 D'ol la plus pefite valour de n et : n=3x15 = 48,

Exgrelee 10

Existe-til une base dans laquelleona: 18+14=31 7
< nui, calculer dans cete base : 81441 . Bixdi: 18x4.

« Seit @ una telle base, a aslun enfier sirictement supdriour 3 8,
B TE+T8 =31 e (a+8+fardj=3a+1 & a=11,

Dok 18 +14 =3,
» Effectuons les opérations ; [ = T
81 81 18 | Point méathode : _
+ 41 x 41 x 14 - On penf anisi ramener les opérations
112 o P | #n base décimale, les y effeciuer, puis
o A || faire une conversion du résulial
* 24 *+ 18 abrenn en base onze. 1
am FA T i Tl P S o L Al el DR 2 e
Noter gue : A remplece 10 gud en base 11 est un chiffre.
Exercice 11 BAC C - Maroc

1] Trouvertous les entiers maturels dent 12 cube divise 153360,
2] Endéduire dans M, la résolution de I'Sgquation: b2(b2+ (b # 1]} = 18360 dmconnue b.

3} Exigla-tl un nature! b tel que 36723 s'érrive 442!L'lilﬂh 7

1) Cna; 18360 = 2= 3= 5 =17 Les enflers dont le cube divise 18360 sontdonc : 1,2, J et b,
2) L'bgalite YL + (b + 1)) = 18360 entraine que o™ divise 13360
Donc d'aprés ka quesdion 1), b appartient a {1, 2, 3, 6}.
Or 71+ (1+18) =5, Powb=1
D[R 4+(2+1F)=104. Pour b=2
P(FE+3+1F) =675 Pourb=3
B (B2 4 [6+ 1)%) = 18360, Pourb=6
Dol b=6
mh Abs 4 Ak + 2b0+ 3 = 36723

J) 442003 =236723 =

= b5 + 2b* + b= 18360

= BB+ (b + 1)%) = 16360

= b=§ dapes laquesion )
Dol b =8,
Exercice 12

Soil x, y et z trois entiers raturels fels que : y=131" el Z=1p1", avecx> ],

1} Calesser le produit xyzenbasex. |
) Déterminer x, sachantque : x +y + 2 = 50, Calculer alors kyZ en Dase dix.

1) Ona wyz = i + 3 00 + 1) = 55 + 3+ 28 362 4%+ 0=T22310" . Diod xyz=132310 .
2] » On nate que % 25l un entier naturel strictement supérisur a 3,
g+y+z=50 = Hi+edn-48=0 & %=4 oo x=-6 Daob x=4.

» z=Rn0 = 1972,

. P I ey
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” siorvenclidienne dapy
8. Effectuer W ’

ion euclidienne dans Iens emble des entiers rafyjs,

1-Eﬂ'ecme”in‘ﬂ-'.|"5
Bremice 13 ,wmmm:ﬁimneudﬁmmdeaparb;ﬂ-b-q*“ﬁ”“m‘a““““m?‘w
Dans fécure a=0q * - =88 :
1q sachant que @ = 597, T =52
a) Cauerbelq e:a= 1517, q= 75

B Caiculerb el 1 sachant qu

=hg+ D= r<b.Onadonc b > B3. " :
g-asiit:q: ;qmﬁﬂ €3 hq=4ﬁﬂ.hestmmﬁ-isﬂld2-dﬁﬂ.supeneuraﬂﬂ. i

D'od bapparbent 5 {117, 156, 234, 458). !
Comea=22 or s s b, o solsions o doncls subvans (468, 1, (234, 2,156, 317

b) 1517 = T5b+r, clest-a-fire r=1317- T30
1517 1517

Or Osr<h e QS1517-T5h<h & F{hif =1 19<hb<21.

D'ed b=20 et r=17,

Exergice 14
Résoudre dans H.rérmumdzlhﬁﬂnyd'mmmuﬁsxaﬂ. .

Laﬁmmxﬁﬁamedeﬂﬂiwﬂﬂdmne'ﬂﬂ
! 24231 = 7135 + 665
u‘mhphmgaraemhupmmedexaslﬁmnmjlamhurn. 1,23 40us.

%00 10,4234, 11, 3518). (2,2808), (3, 2092, ¢4 . 1379) o1 (5., 656},

En faesant (E2) - (E1), on obsient; 2= 5 Cest-d-gira
q=13,

|
ElLe®

'mr;rre.':' la Sers
r e (3 drision eycidienn, | =
T . !d:d_er__‘——_._-___-—___
rwr&rEﬂ‘JE[&‘iu'J:hmlsd‘ma i Iﬂymmﬁﬁﬁm; =
g e ':ﬁ'r!rmﬁ' 2 ‘ b
o,

= < Dene gy - Sliclich ’
&ma?urqftir?t:': a , fq-_qi:lll"'."]'*n f u'!'-i'F'ﬂf.t-y;
E = T . g Sf,;lt!_ jor

Y. Done s

Fa‘_r i ’
PONSEQUENL 31 2 le SySthne gy, .. [f1-

LYol rs - ry 281 divsibie ParE—y g I
i

_ f I B
Alors fr=1=0, Cretdafre e =I"“"‘!lf. ¥
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Chnpimre X ; Arinliziddigne
EI'II'IN'E M=r,alrsong [g :I".'{t
2 - -yl - g2} = 0 vse x>y,
E1 d'I:II'IE Fﬂr N‘.IItE. [I'- —q! = 1. Fhﬂhmﬁﬂl. Ol M=l &l q-l - = ‘L

2 - Déterminer e reste dans la division euclidienne d'un entier refatif
Exercics 17

Déterminar = reste de |3 division P —
b} par 5 de 35(48730 + 42(523)0 - 224

a) par&de B

‘:‘erﬂE'. 5531_5] : EEE"-"E': E:EE[EL'.-E"'E”E']- : i'l-ﬂ:t-;ﬂa-ial: ‘_!
1974 = 4934+ 7 o BISTE = (30337 & a=hin] Aguivgnid a=n +HE£.
O & = 1]5], done (8% = 1{5] danc (5% 82 = §35], dong B15M 5 4[5).J| Ceite remarque est importante : ¢
Danc 12 reste dans la division Euﬂidienne_ptarﬁda E'-'T"'Iit{ [5] permet de passer d "'E,“'Fﬁ’ﬁ" ': -
B) On a35=0[5), donc 35+(487)% = g5 i ”;m':mff oy
Una 2l =31y, 523 = 4 523 = 5] s23E ) .-I 0 pp;nm:mpﬂ-;ﬂm:
100 = 4225, danc 5231 = ((s73)ue = 115 208 1171 ox encore 20 =601,
Deplusona 42 = %5] Dol 42x(503m = 2], IS[4ETF™ ¢ 41 (523)™ - 224 = -2[5]
Elcomme 224 = 45] on peut conc conchire que I Ou1 AR

SSCAET)™ + 42 (523)m _ 224 = 3p5) IS(ABTP™ + 42 (323)" = 224 = 3[5].
Ce qui parmet de conclure que la reste de la dEvision eudidienna o restle reste de la divisk

par Sde 35 (A87)20 + 42 (523)%8 - 234 pst 3. euclidienne par o de a, lorsque

: ‘a=rin],avec ! Sr<nm.

1) En remarcuant que ;: 99 = 27+37, mentrer que pour kol antier naturel n, on & 10% = 1[37].
2] En déduire |a reste da ba division eucitienne par 37 de - 109+ 102+ 10,

1) 1000 =27x37 + 1. Dioli 1000 = 137, cesta-die 10°= 1[37)
El comme, pour tout antise naturel n, ona - 10 = {10 alors 100 = 137}
2) Ona:10% = 40%%, dong 10%= 1[37)
10%= 1040, donc 100z 10[37)
0P8 = 10%Ex 0%, alors puisque 10° = 26{37]. On peul derre 108 = Z[31].
El par suife 10° + 10% + 10@ = 037
Le resie de la division euclidienne de 10" + 107 + 10 par 37 est 0,
Ceat-tidire 10+ 1070 + 10 est divishle par 37

Exarcice 19
1] Déterminer pour tout enfier naturel n, e reste de L divislon euclidienna da 2 par 3.

2| Déterminer, pour fout enlier naheed n, |2 reste de la divsion eucidienna da (275423 per 3,

3} Determiner, Vensemble des enfers naturels n bes que (2754237 + (3721211 soit dvisile rar 3.

1) One:2= 203 =t 2 = 1[3

Dol si n wst pair, on a0 = 2k, k entier nasrel, ot 27= (220 gone 2= 1Ml
SinestImpalr,ona tn = 2+ 1, kenfier naturel, 8 = (222 donc 24 = 2[3).
Dod 2 =1[3] s npar e 2¢ = 23] o n Impar,
) On a 275423 = 23], d'os (ZTS423)0 £ 23] pour tout enter naturel n,
Donc (2754230 &1 2% ont le mime reste dans b daision suclidienne par 3,
Far conséquent, si n est impair, glors (275423 = 23],
41 nestpair, aors (27542300 2 1[3].
2} Ona 37211 = 103, dod (3T2121) £ 3] pour tout entier naturel
Ains:, si m estimpair, alors (275423) + (3T2921) = O[3
Si n est pair, o (27423 + (T2 = 23),
D'odl 275423 + (372121} es? divisible par 3 & at seulement i, n est Imgair.

E—hmﬂ_ﬁn
e rre— . T —— ‘
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Rxercice20

Four 1out enter naturel n, on kil comespondre le reste Un de ek Eugfmul,m: T.Iﬂf df: p;::Th <3
Moamer guil ente un enber naturel non nul o lel que F'on 3t : Us = Uns 4

olutlon 20 T

1 nt«.nw raturel et U e resle de la dwision euclidenne de 4° F'T_? i -:J' dlu- U:ﬂ e

Orona 4S4[7) &e20) ot 2 1[7] e soit n entier naturel, 44 = 4 d.ﬁ E ¥ 7]

Dol 4 et & ont le méme reste dans la division euchdienne par 7, c'ask-a-dire Uy =1,

Les vaeurs possibles de (& sonl 1, 281 4,

Or 471 = 4xd?, danc =2 5 2e4%[7). Donc 4*2a 2ULT].

Aingi, i Lk = 1, alars on g Uy =2
$U.=2 alomonallg=4,

Slh=4 sloson aluz=1,

On & alors U = Un.

Onaaussi, &1 = 4rag_ gopg 401 = 4=8(7], Danc 4™ = 4U7).

Aing, =i Un= 1, alos on g U =4
SIUL =2, alors 00 @ Uy = 1
SiUh=4, alwson g Uy =2

0.8 210rs Upay = s

Dore pour fout entier naturel nona:l,=

D'oi l'enber naturel a = 3 act ted que pour |

pour oy I'Ia-‘urﬂ .

U a .Un-EﬁUrl - | Unt'.FUn.
l:lutenﬁm'namreln.ma:l.lﬁl..l,.. ety #U,.. 5 O<ke,
1= Prouver que deux entiers ont le méme reste dans |3 division

' euclidienne pary
donné i

1) Démontrer que, pouyr tout entier naturel p, 38 ot #** ont e mame rests dans I3 divisian eucid
2] Montrer que, pour tout erilier raherel n, as enfiars i

21031 € 3% ont le méme raste g e
Determiner n pour que ca resta <oitdqal 4 5 % 1a division pi
S0lution 21

1) Cna 3=3, F=T, P=E[), 3= 47, 3= 57), F=1im.
EX pour fout entiar nabral P.OMa:drbc .

—P‘&",ﬂmﬂ Wiatﬁ] —_
D'od 3 &1 3 et 2 mame reste dans la

dvision euclidenne par 7 [|__ _F
2) Ona 2108 =307, doi 2403 =31

Pour montrer gup g
D'l (2103) et 3" oot le meme reste dans fa division eucidienne par7. || # bomt leméme regeg
Valeur de n pour que (2103 = 5(7) - t}::ﬁ:ﬁ?;‘:ﬁ‘i -
Ona 3 = 1[7], done Pour lout enfier natural P, ]_:..-..—-— et
I Ferzam g = A7), WA=, Iz o 350+ = 57
Dnt:m deduit que le reste de la division suclidienne de (2103} par 7 ast s s &t seulemant gi g = B
natred,

P )

4~ Vérifier qu'un entier relatif est divisible par un entier donng

Démontrer que pour 1out en
3] ¥ - ¥ divisihla par 11

Sernabureln.an g -

B} Jx31 + 23 divisinle par 17
Solution 22
[11}. Donc {52 = 1

1]. Par conséquent, ona - 55 — 30 = 0{11].
divisible par 11 =

. I Pour mn :
i 512"“[1 ]'1, dong Jx5et o 153'(2“[1?] ir':mn ﬂlf._..
Orona 15= -2[17], done 1520 = SXPT] Cest-A-dira 152 = Ze[1 7] 1 faut et 5

hﬁﬁﬂnn_ﬁ___ Page 28 li—
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ﬂﬁ

e B = 15P1T] et 152 = 2I17] alors ona 5= 217)
Crosh gire 52 + 2301 = O{17]. Finalement, B3t + 231 gt divisible par 17

Eﬂlﬂﬂrﬂmww: a) Pour bout entier naturel n, 320 + 22¢ 43041 gt divisible par 11,
b) Pour bout enfier naturel n, n#(n® - 1} est divisible par 60,

Solution 23 : 4:|s 5[] ; 4 = §{i1] donc & = 3{11]. - 7

Ona:4 = &11]

;!;..-.; pour tout antier natured n,ona: 43 = 311,

Danc 43 = 43 11]. Clest-a-dire, 431 = e 3 11],

On a donc 2xdn 1 2 B32[1],

Oron 2 8= -3{11], alors on peut éerire Bx3% =30 1], On en déduit 2= 1 = -+ 1[11],

D'odi pour tout entier natured n, on @ Jin*1 4 Fwdindd 2 (1], Clast-g-dire 321 + Deddr*! pst divisible par 11.

bj Ona: B0=4x3x5 &1 pind- 1} =n¥{n—T)in+ 1){n? +1).

« O, sin est pair, slors n? est divisile par 4, par conseéquent, ri{rr~ 1) est donc divisiée par 4.

Sin est impair, alors n— 1 et n + 1 sont pairs et adors {n— 1){n + 1) es! divisible par 4.

Par conséquent, niin*~ 1) est divisible par 4. D'od pour tout entier nalurel n, on a n¥(n* - 1) est divisible par 4.
e Depsn-1,netn +1 sont rols enbers consécutifs. Dol Fun d'entre eux est mulfipk de 3.

Par constquent, w{n = 1j{n + 1){n? + 1) = n¥(r'— 1) est divisible par 3.

rénd - 1) &tant divisible par 4 &l par 3 est divisible par 12. |l suffit de verfier que it - 1) est divisible par 5.
Or bes restes possibles dans la division euchidienne de npar 5 soni 0, 1, 2, 3etd.

Sin = 0{5]. alors r(n'- 1) = 051

Si n = 1[5], slors w* 2 1[5], donc né- 1= 0f5] ; et par conséquent, on & n¥n'- 1} = O[3,

S n =2[5], on a n? = 1[5], donc nd — 1= 0[5]; par conséquent, an a p{r? - 1) = 0[]

Sin=3(5), cnand= 13}, donc n¥n*- 1) = {3,

Sin=4[5], on a n = 1[5], donc n(n'-1) 2 (3]

Do pour tout enfier naturel n, o a nin®- 1) est divisible par 5.

O peut donc conchire que pour tout entier naturel n, an a~ r{rt—1) est divisible par 60
Matons que nous pouvans corclure gué i’ = ) étans divigible par 3, 4 ef § et divisible par Jxdn3, car 3,4 et 5
rout dewy & dewx premiers entre ey, (Conséguence die théoréme de (Fauss),
Exercice 24

Trouver [ensemiie des enters naturels n els que fentier n? = 3n? — 2 soit muliple da T

Tsonl:0, 1,234 5elb I

Las restes possibles de n dans fa Giison par
Si n = O[], alors n? = 0[7], n? = 07] et donc n® - 3n2 -2 & §F7]

Si n = 1[7], alors n? = 4[7], n? = 1[7] et dong r? - 3n? -2 = 3[7]. l
5i n 8 2{7], alors n? = 4T}, n? = 1[7] et donc w -3 -2 = 1[7].

Si n = 3[7], alors n* = 2[7], n? = 6[7] et donc n* - 30~ 22 5[7].

Si n 24{7], alars n2 = 2[7), 0 = 1[7] et done i = In = 2 2 {7}

Si n 2 5[7), alors n# = 4[7], 0= 6[7] &1 dong 0= 3n?- 2 2 (7]

Si n 5 B[7], alors n = 1[7], n* 5 &7 at donc pé= 3n? - 2= 1[7}

En conclusion, i — 3n? — 2 @st divisble par 7 5 et seulement sin = 7k +4 avec kapparignantd i |

5 - Etudier ef utiliser les critéres de divisibilité par 2, 3, 4, 5, 9 ef 11

Exorcice 25

Sot a=a @ .48, unenternaturel &t en base décimale, Démontrer que ;

1) aa2 2) a=10a: + ad4] Y aZantag+, 43,43 [3]
=1t taa 3],

4 a®a[5] G afmtaat. ot tal o “EZ":[ aift)
En diduire |es critéras de dvisbité deapar2 3,4, 5 et 11, Izﬂ .

—_—
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« Ona: E=Ei|.'~i'|ﬂi.
=

]
1) Pour towt enker naturel non rul |, on a - 10'= 0f2), d'od a10'z 012] et donc Zaﬂnlgﬂfj]l

]

Comme 8=42a; +iq 240 el =E+Za,, w10'=1,[2]. alorsona : a = a2
=1 |=t

n
2) Pour foul enfier naturel i difidrent da Dot 1, ona: 106 = 0[], d'ob &10/= 0[4] et danc Eﬂ:ﬂ o= D[4f,
=2

Comme a =g+ 108, +En, w10 et a; +10g, +Ea,:-:1d'= Ay +1ﬂa.[d] Jalorsonatasas 10agy)
b=3 2

f n
3) Pour tout entier naturel i, on & 102 1[3), d'od a10' Zaf3]etdone 3 “axi0'= 3 "g[3).
. =0 el
Par conséquenl, on@:aSant am + ... 4@ + agfd]

n
4) Pour tout entier naturel non nul [, on a 10 = 0[S], alors a0’ = O[] et dons,  "a;10! =0[5].
=1

n i
Comme HEEU+EH.| x10' et ap +ZE;H1D'Eﬂg[5].ﬂcr5una ;8 = aafd].

i=1 =1

n n
5) Pour toul entier naturel i, on a 10 = 1[3], alors ad0' = afg] etdonc > ax10'= > "alg].
=l =
DonG & = 8t @n-1 + ... + 81 + ¥,
6) Pour tout entier naturel i, on @ 10 = -1[11], donc 107 = {-1F [11), alors a10 ={-1)ai11}

Donc on a iam‘ = E“j:-ﬂ'a,-[ﬂ] Cestadie a= i:{— ET T
=0 = =

s Des résultats précédents, on dédult les critéres de divisibilite gue suivent ©
Par 2 : a est divisible par 2 5i el seulement si ap est divisible par 2.

Par 4 - a = 0}4] = &l seulement s, a0 + 1021 est divisible par 4.

Par 3: a=0{3) =i et saulement 5i_ 3 + 801+ ...t + a0 estdivisible par 3.
Par 5 : a = 0}5] si ot seulement si, as est divisible par 5.

Par0:a= 0] si el seulement i, &, + -1 + ... + 81 + a0 sl divisible par 9.

f
Par 11 : 2= 0[11] sl et seulement si, S (—1]'a, est divisible par 11,
=

Exarcics 26 2 g

Soi un nombre entier naburel N qui s'éonit N= Tofe1---ff ™ dans ke systéme décimal,

t)a) Démantrar par récurrence sur l'enfier naturel k qu'l exista un enfier naturel q fal que : 102 = 19 + 1.

En déhira que pour fout entier natured k, il existe un entier naturel q'fel que : 10%T =181,

) En déduire que bes entiers naturels N et =y + 2=+, ..+ {-1)erp ontle méme reste dans & i
£) Enqn:ej un critere de divisibilité par 11.

i a.ppf_rulr'nm:
) Indicyser, sans uliser & caleulairice, i las enfiers suivants sont divisibies par 11
11??'4 868 921 787 2563 350 00R st 157 669 325 145 222 258,

) Trouner, 5ans poser Fogérabion, le rasta de la division suclidienne de 273 541 par 11.

¢ Déterminer x pour que F08™ st divisible par 11.
d) Comment faut-4 cheis Pentier raturel n, pour que 107 + 1 soit divisible par 11 7

|
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Chapitee 8 : Arithmndifgue

;#ﬁﬁm_

1ja) = Considérons la propriété Py« 1l eiste un enlier nalurel . lel que 10% =119 +1»

Pour k=0, 1089 =1= 11x0 +1, donc Py est vraia.

Supposans Pn vraie: pour un entier naturel n {c'est-o-dire quiil existe un .

rnn?tcm alors que Pre: @st auss| vrale (cesh-a-dire qu'il exisle un e:ﬁ;l::?wlﬁrzlq i Tﬁ?.-:;ﬂf Pl
D'aprés (hypothése de recurrenca, on @ 1080 = 11g + 1, donc e g
spi= 100111 + 1) = 1100g+ 100=1100q + 89+ 1 = 11[100g + 9} + 1= 119" +1 e

Notons que, q étant un entisr naturel, g' = 100q + 9 est aussi un anlia}rnmurul?qﬂ'm:';:?uesqt a,lgﬁr;: !
Finalement, pour toul entiat natural n, i exista un entier naturel g, tel que 108 = 11q +1 '

» Soit k un entier naturel, d'aprés ce qui précide, | existe un entier naturel g, lal qde 107 = 11 + 1
Dong 107 = 10{11g + 1) = 110g + 10=110g+ 11 =1=11{10g 1) -1=119' -1, avecq'= 10g+ 1. '
MNofons que g étant un antier naturel, il en est de méme pour 10q + 1, donc de g,

Finalament, pour fout entier niaturel ¥, il existe un entier naturel g tel que : 1091 = 11g'- 1.

b} 0'aprs la question a), pour tout enfer naturel k, 102 = 1[11], Cest-a-dire 10™ = [-1711].
Bt 107 = -A[11], c'est-a-dire 10241 & (-1)%1[11],

En d'autrzs lermes, pour tout enfber natural o, on & : 100 = {-17[11).

Donc Pour tout entier naturel n, ona 10 = {-1)n0a[11].

P : 3
Done 3 510" Y (-1 1], Cestndie N=3 =1 (1.
o | ) f=0

Donc bes entiers natureds N etro—n + ry— 14 . ..+ (1) ont le méme reste dans la division par 11,

: . —ix
¢ Draprés la question 1b), N=fh fly €fo-fip-N¥.. + [+1)9rp.

Alors un entier naturel N = R et dwisible par 11 ¢ et seulement si, l'entier fo = Ft * 12 ~fy*+...* [1pped
divisible par 11. _

2)a) B-0 +¢I—D+5-3+3-E+5-2+T-Bi?-1-r::"—E rEl—E.fﬂ:—ME-?':11mlﬁtunmuliplede11.
donc s nombra T6488A92172563350008 est divisible par 11 _

B-5+2-2+2-1 +5—4+1-5+1—3+EI—E+E.-2+5-- |='.zlqu-"-'e51pa5dw|mapar11.dwmiemmhre
EoBEO325145222258 n'est pas divisitle par 11. ) - »
hll[]'ﬂprh&1ﬂqu951'lﬁn1:lh].lﬁnﬂmhfﬁﬁ 73541 el 1-4+5-3+7=Lont e méme raete dans a division euclidienne

ar 11, "
Er1_4+5_3*-I._2=4qumpm,mgtegdanﬁhm.;nmmnmparﬂ,dmclanumbm!?ﬂﬁdiamwresle

4 dans la division euclidienne par 11.

c) Teinld | est divisile par 11 siet seylement § §—1+x=1 4;—3=E:+4estdiv'rsible par 11.
Or x et un chiffre en base dix. dorg x esl un entier naturel inférieur ou égal a 8,
O la geul entier naturel x tel quea E:t_-rhnltdwisitﬂe par 11 &st 9. Dencx =9,

d) Nous savens que 107 = (-1){11], donc 10% { = (<) + 1[11]. Done -

5 neslpmir.ahmm‘ﬂ = 211}

sinestim ir.aJnrs‘Il}"Hzﬂ[Hl. _ o
Finalemaﬁ’ﬁﬂ" + 1 et divisible par +1 &l ef seulament 5i 0 s impair.

& _ Déterminer le chiffre des unités d’un entier naturel

3) Dans lg systéme décimal, Seterminer le ehifire des unités de 2 el 1", sulvant les valeurs de Pentier naturel n,
b application - Trouver b chilfre des unitis da 354825374

a) Pour 27:

Ona: 2ts (10} 2' =2)10], Z=4{10} 2w 8{10] 2 = 6{10] et 2* = 2{10],

Remanquons gue, b resie 2 revient, donz les restes formerant une suite périodique de période 4.
Done Sin=0,ona, 27=1[10] Le chiffre des unilés ast dong 1.

si n = 4k (k entier naturel non Aul), on , 20 = 6[10], donc le chifffe des unités de 20 est6

e —————  PagE 11 e ———
/_—__ J
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estd
En=&+1.m1?lﬁ1§i-$:ﬁzﬁﬁu
g sdg+ionalm o
g:mqm.?zﬂlﬂldﬂ“‘“””"ﬁ
™ =
m'i‘-lﬂﬂlﬁ?ﬁﬂlF'Hml'mmmﬂlﬁg:gwau@mrm1
l}::s:ﬁmmtawwﬂ].ma hTEiﬁfrﬁaﬂ? .
Sin= 4k + 4, ona 7= T]10] donc ie GET ! . o
Sin=aks2ma, Pl ok MIREUERTL o O,
e W (i e LS
b)Ona: 35:8 = §10] donc 3548 = 2410} donc (3548 =21 ey,
Or 7= 4G+ 3, dene 27 = B]10], donc (3546 = {10}
On 3 2537 = T[10]. donc (2537 = P10 -
Or 31 = 47 + 3, done 7 = 310} (3548 B{10) et (25377 =3] 1.
i (3545 8 (25371 = Beg10], cestadre (A543 BT = 4 10]
Dot le chEre des witds d (3544 (25371 et 4.
Exercice 28 :
Trouver le chifire des umads de 7%

|
—

Ona:9= 14 doi pourlouln 2ppartenant s N, onaura & 2 1] Dol enparfafier sna: g3z
Orona:7=7[10), 72=8{10], P=310) et 7= 110} Dol sin = 1[5 alors 7* =710}
Puisque §5° = 14], alors 79 =7[10]. Le chffre des uniis ce 7% est donc 7.

C. Déterminer lePGCD et le PPCM dlentiery relati~
1- Déterminer le pged et le ppem
Exarcice 29

Duiermmires -
a) pged|588 , -165672)

b} pgedin ~ 1, n+ 1), ol n el un enfer supérieurou dcal 3 2

-

a) On ragpela que pged{S83 . -165672) = pood(588 , 1656772).

Methode 1 :

En uiilsant Malgorithme J Euclids. —
165672 = 5BB<281 + 484 Poirt méthode :
588 = &dd=irild Noita, b, q ef r quatre mombres relzsifs =om w=
24 = 144=3+12 Sia=bg + r,alors pgedfa , bl = pged b .1
144 = 1202+, A

D'oi pged{ 165672 , 588) = 12 (car 12 e<! le dermiar

El pocd(586 , -165672) = 12
llé'dmdt!;

Les facleurs communs 3 165672 el 588 son) 2

Dol pood (588 | -165672) = 2x3= 12

reste non nul dans les divisions eucicisnnes successhs

T1B3ET? = P Puqqang sl 588 =7%3xT2
3 avec pour plus petts exposants respectfs 2 ¢ -

b)Ona: 0 +1=(n-1)s1+ 2, doiipoeein + 1, n— )= pggrn - . :

-Ei ﬂE‘s‘lhﬂlir.ﬂ:l'! |'I—1- mmlmgd-mn_i = ,I]. ' _mlﬂﬂﬁma v
”ﬂﬂmn;”";;"-:an-taq ' - Tout mombre impeir - i

Si n est pair, alors n- 1 estimpar etdonc n—1 g3 _ premiers enit ¢
Diodpgedin + 1, n—1)=pged{n-1,2)= son! presmiers entre aux. = —

1.
i

A
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Exercice 30

Déterminer: &) ppemn (568 | -165572).

bl ppem{n =1, n+ 1), oli n est un antier supdriaur ou égal & 2,

On rappedle qu'on a déterming A 'exercice précadent, le 584 , -165672) at | =
a) Méthode 1: S Jetle pgein -1, né 1),
paed(568 , -165672) = 12. D'od,

ppemi{388 , —185672) = pocm(588 , 165572)

_ 5BAx1858T2
= Dgedlsd fegarg |4 Pacd(a, blxgpen(a, b} = ab

e 588 x 165572
12
= 8117928

D'oil ppom (588, -1R5672) = B 117 928
Mithode 2 ;

165672 = 251350 ot 580 = 22 w3uTe,

Les facleurs premiers qul apparaissent dans les decompositions de 165672 et 588 sont: 2, 3, 7, 13, 50 avec pour plus
grands exposants respectifs 3, 3, 2, 1, 1. D'ol ppem (588, -185672) = 2= 3x58x72 = B 117 828

{n—1in+1)
b =1, PRI L |
= st

Si n est impair, pgedin—1,n+ 1) =2, d'ol pmn:{n-1'n+1}=£3-_!'

Sin est pair, pged(n—1,n+1)=1, diob ppemin=1,n+1)= - 1}n+ 1)

Exercice 31 >
Soit aetb deux entiers relatife. On poss A=4a <30 ot B =5a+4b Montrer qua pocdia , b) = pacd(A , B),

On posa : &= pged(a, b) at A=pged(k, B);
o S=pged(a, b), donc & divise a el & divisa b. Aingi, 8 divise 43 + 3b et & divize 5a + 4b.

Cest-a-dire § divise A et B, On en déduit que 55 A ; Fdnt e, uesl
o Comme |1 =R ivggng | 2= IA- i un entler naturel non mal d divise deux entlery |
B=5a+4b’ b=-SA+48° L readfiaeb alorsd <peeda,b).

Ona:A=pged (A, B), donc & divise A el A dvise B, Ainsi, A diviss 44 — 38 &4 A divige -5A + 4B,
C'est-d-dire, A divise 2 et A diviss b On en déduf qua A £ 5.
On a monked que & = Aetd =5, on peut alors conclure que & = b. Clast-3-dire pged(A, B) = pged(a , b).

[

Soit nentier natural, onpose tA=n+1 el B=ni+3n+ 6.

1)) Monirer que pged(A , B} = pgediA , 4).
b) Déderminer suivend les valeurs de n, pgediA | B).

2) Pour quelies valeurs da n, % est un enfer relatif 7

1) Cnan?+3n+6 = (n+1)n+Z) +4. Cest-d-dire B =(n+2) A +4, Donc pgedA , B) = pgodiA , 4).
b) Comme pged(A , B) = pged(A , 4), alors d =pged (A , B) sl ot seulemant si, d = pged (A, 41, Ainsi,
810 est palr, alors A = n+ 1 estimpair et donc pged (A, 4) =1,
sl n est impalr, lors n = 14] ou n= 34
- Sin=1[4], alors A= 2[4] et pgedih, 4)= 2
5i 0 = 3f4], alors A £ 0[4] ot pgodiA , 4) = 4.

En conclusion ;

Sin=0[4) ou ns 20d), alors pged(A , B) = 1.

. PRIE ] — e,

4
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Chapriee B+ ArithmEnigue

Sin = 1}4]. alors poed(A B} =2
S n = 34], alors paed(A B} =4

B opartenta Z sinife —— agpartents 2 . Cestérdien +1 i 4. O,
A n41 15
n+1ume-15:elsmemunls|n+1apparﬁnnt=‘|'l 4,-2,-1, 1.2, 4). Cest-a-cife n appariert 4 (.5 Si2a

gl seulement si, n
Finalement, comme n e¢l un entier nahirel, lors -E appartientd £ € appariient s g ; ,

2 _ Daterminer deux nombres connaissant leur pged ou leur ppem

Exercice 33
Déterminer les couples (3, b) de Mx I tets que |

a+b=2360 T
pged{ab) =18

Sotion33 | o EEaaa

a b

ch!'l ‘= pl fl=—.

e ot

Notons gue, a* ¢f b sonl des emtiers naturels, cor 15 &Sans le pgeda , 8),18 divise a erb.

.| a4+b=1380 i a4n'=20
pocd(a,b) =18 pgod{a’ b’} =1

« a etb' soot enfier naturel premiers entre eux, dont la somme est 20,
< (@ b appament & (i1, 191, (3, 17), (7. 13), (9, 113, (11, 9), (13, 7. (17,3, (1% 1)
< 8, bheppartient & (18, 342), (54 , 306), (126 , 234), (162 , 198). (198 167)

{34, 126}, (308, 54) . (M2, 18)}.
o les eouples {3, bj cherchés sonk: (18, 342), (54 | 306), (126, 234), (162 , 198), (198 , 162), (234, 126),
{305 , 54), (342 , 18).

Exgrcice 34
Soit a elb enliers naturels non nuls, on pose d = poedia , b) etm = pptm{a b).

m=d?
Détﬂi'l‘l'lll'bE:{EEttIFH:IHf{iUE! m+d=155.
b<a

Bolution Suaanio o

1 a‘ r_- i L
On pose a =3 & b'= 5 oendalespged 3 b)) = 1el md=ab (cesta-dire m = ab'd),

m='d1 albl“_—ﬂ alhIEd
On obferd dlors : (M+d=156 o [”‘_‘]’:":155 o |d+7d=156 .
b"ﬂ_:ﬂ b EH bliar |: 1]'
o poada’ ) =1
Gecbant dans M 'Boeeation: (d+19d=1 ; : =
Enr i g { ) EE'QH'EM"'"“‘E”‘&“*+d—155:n,mul:llen1d= 12.
: ab =12 o B " : |
ki ¢ B apperiont s 112, 1), 4, 9 e {a, b} apparienta {14412
poctia’k’) =1

———

—— Pagely yﬂﬁ"
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Danc les couples (a, b cherches sont ; (144, 12) at (48 , ),
.

1} Donner ious les dvisewrs pogitifs de 30,
2) Trower les couples [, vl de M x M lelsque IM—20=10, caM = epomix , y) et & = pged {x , y).

1) Les diviseurs posdiifs de 30 sont : 1,2, 3, 5, 6, 10, 15, 30.

X ¥
50l a=—— gl b==—,
J Fu A

Ona MA=xy, dou M=abd On oblient donc que ;
U I Pgodfabl=1 | pocdiap)=1
: dabA —2A =30 (3ab—-2)A =30
Puisque (3ab - 21A = 30 alors A divise 30, On en déduit gue © A apcartient 401
SiA=1,ona33ab=132 im;ﬁhle,mrln&ﬂaepﬁg > e
Si & =2, ona Jab = 17 impossible, car 3 ne divise pas 17
Slh=3 onab=4.
Si&=86, onalab=7 mpossible, car 3 ne divise pas 7.
Sid =10, on a 3ab = 5 impossible, car 3 ne divise pas 5.
Si A = 15, on @ Jab = 4 impossible, car 3 ne divise pas 4.
Sid=30,ona ab=1.
Dobbd=3Joud=30
Sid=3alorsona:ab=4 el pgodia, b)=1.
Or les couples (a , bj wérifiant ces conditions sont {1, jetid, 1)
El les couples [x , y) comespondants 4 ces couples (a, b) sont: {3, 12) et (12, 3),
SIA=30, slrsenaab=1;dol a=b=1 etaos x=y=130
Finalement, les couples (x, y) vérifiant 3M - 24 = 20 sonf - (3 12) et {12, 3) at (30, 30).

D. Reconnailre et utiliser ley nombres premiery entre eun

1= Utiliser 'identité de Bézout
Exercice 36
1] En appliguani e théoréme de Bézoul, démondirer que :

a) pour iout n endier naturel, n atn + 1 sont premiers enfre eux.
b) 5i a et b sont entiers naturals premiers enfra aux, alors a eta + b sont pramiers entre eux,

1) Que peut-on en déduire paur les fractions | L T R L
n+1  n+1

Solution 36
1)a} Tafn +1) = 13n = 1, alors d'aprés [a réciproque de |'identité da Bézout, n et n + 1 sont premiers entre eux,
b} Supposons que a et b sont premiers éntre eux, alors dapris e théeréme de Bézout, il exisie deux entiers relalifs u
etv.telsqueau+bv=1.Doncona:au-av+avtby=1 doncaju-v)+(a+bw=1.
u—v el v sont das enfiers relatifs, donc d'aprés la réciprogue de Bézout, a et a + b sont premiers enire eux.
Z) netn+1 sont premiers entre eux, d'aprés la question 1)a), el donc d'aprés la question 1)b),

netn +{n+ 1) =2n + 1 sont premiers entre eux. Donc les fraclions ; L1 el ; : 1 sont imeductibles.
n+ n+

Exercice 37 >b
St x un nombre reel.,
1} Mantrer que » appartient & @ s el seulement si x* et x'? appartiennent & @ . (Utlliser Nidentilé de Beézoul)

2| Esl-il nécessairement vral'que x apparlientd Q six* et o le sont 7

—————— I L
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Chapitre 8 @ Arithiiétigue

1) Sait x un nombre réel,

5ix appartient 4 Q , alors x7 81 X' appartiennenta Q. —

Reéciproquement. soit x appartenari @ R |, supposons gue 7 el x' apparliennent & & .

Puisgue pged (7, 12) = 1, 2lors d'aprés ldeniilé de Bézoul, il existe deux antiers relalifs u efvielsque fu+12y=
On peut prendre u = -5 efv =3}, i

I{L'.'In : aln:-rg x= X012 s (e apparient & Q (car (x7p el (utp appartiennent & Q }

Dol x apparfient @ (Q si etseutement sl X' et x!? agpartiennent & Q.

2)0na (v2)! =4 et {+21% =8 appartiennent & Q , mais J? nappartient pasa Q.

2 - Utiliser le théoréme de Gauss

Exercice 38 . -
En utiisani Iz théoréma de Gauss, dékerminer deux entiers naturels a ef b teis que .
a el b sont premiers enfre eux et 33a-450 =0,

333 - 45b = 0 &quivaul & 11a = 15b, Donc & divise 150 et b divise f1a. :

Qr 2 et b sont premiers enlre eux, alors d'agrés le théoreme de Gauss, a cise 15eth dili;lﬁt-!:ﬂ.r!ﬂmﬂ %
D méme, 11 divies 150, 15 divise 11a f 11 et 15 sen! premiers enire eux, Danc d'aprs 18 :
givisa b el 15 divise a_ Finalement. 8 = 15etb = 11

Exercice 39 -
En utilisant = theomme de Causs, détarminer deux entiers naturels a ¢! b tals que |a fraction B soit

Ay a421 8
n‘eduﬂnhlﬂ&iqueh_15 =

Soit a ol b deux entiers naturels, E est irrdductible, dong & et b sont premigrs entre eux

a+21
b415
Comme 7 et 5 soni premiars enfre eux, d'aprés le théoréme de Gauss, 5 dvisebet 7 divise adonc S<bet7<a.
Mais aussi, a divise Th, b divise 5a el a et b sont premiers entre ew, conc d'apres |z théoréme de Gauss, a divise 7 #10
divise 5, doncb < Seta < 7. El donc finalement, a=Tetb =5
Exercice 40
En utifisant le theoréme de Gauss, démontrer que si b et ¢ divisent a, el b et ¢ sont premiers arfre eux, slors be diviee 3
(&, b, cétant des antiers).

=E équivaut & ab = 21b = ab + 15a, clesk-a-dire Tb = 5a, Alors, T divise 5a et 5 divise Th.

On suppose que b et ¢ premiers enbre eux, divisert a
b divise a, alors T existe un entier rafurel k el que a = kb,

Da plus, ¢ divise a, donc ¢ divise kb. Or b ef c sont pramisrs artre eux, alors d'aprés Gauss, ¢ divisa k.
Clest-d-dire qu'il existe un enfier h el que k = he. On 2 alors a = hibe). Donc be divise a.

3 - Résoudre et utiliser I'équation ax + by = ¢, d'inconnues les entiers relatifs x et y, 4
coefficients entfers

Exercice 41

Résoudra dane ExZ :  a)x-1dy=3 b) 23x + 56y = 3,

B ——— Page il e -
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Solution 41
a) 7 divise 14, d'oli pged (T, 14) =7,
Or 7 ne divise pas 3, alors Féquadon 7z — 14y = 3 n'a pas de salution
b) pged {23, S6) = 1, alors Méqualion 23x # 56y = 3 admel des solutipns,
Cherchons una soluticn particulére, en utlisant 'slgoriihme d'Euclida -
Ona: 56=232+10
Fi=2ai0+3
10=3=3 +1
Drade 1= 10=13x1
= 10={23=2x10)x3
= Tx10-33x%]
Tx(56 - 223) — 23%3
= Tubf - 1723,
On adonc 23=(-17) + 56%7 = 1 Par suite on a: 23=(-51) + 56=21 = 3, Une solulion parfcuBére est alors (-51, 21).
Ainsd, (x , ) est solution de Méquation 23x + 56y = 3 dguivaul 3 23x + 56y = 3.
Clesl-d-dire 23x + 56y = 23=(-51) + 5621, En d'sutres termes, 23(x + 51) + 56ly - 21) =0.
Finalement, on & ; Z3(x = 51) = 56(21 - y)
Dercette demiére egalité, on peut dire que 23 divise 56(21 - v) et 56 divise 23(x + 51),
Or 23 et 56 sont premiers entre eus, d'od d'aprés le théoréme de Gauss, on peut dire que ;
23 divise 21 -y et 56 divise x + 51, Dol |

2Hx+51)=56(21 -y) = %ﬁ:—%—?=h,nﬂkmun enter retatif.

= %=0506k=-51al y =21-23k kélantun entier ralabd.
Vérification : Soil k, enfier relatf, 23(56k — 51) + 56621 - 23K) = 3,
Dol lensembie solution st ;S = {[S6k - 51, 21-23k); kappartenantd Z ).

Exgreice 42

On 52 propose de deéterminer les relatis n tels que | [

n=15]
ne 57| (3}

dn+1= 0[5]

dn+1=10[7]

2) En déduire qua si n est solulion de (S) alors on a 35k - 4n =1, od k epparienanta Z (1),
3) Résoudre {1}, puis (S).

1) Mondrer que n esl solubion de (3], siel sewfement 5i;

1) Soit nune solubon de (S). Ona:n=1[5] e+ AnE4[E] < 4n+ 15005
nE57] < =67 < dn+1207)

. [n=14] dn+1=10[5

Dw{ns 57 = Ln +1=0[7]

2) 5in est solution de (3), alors 4n +1 est divisible par el par 7.

Or pged (5, 7) = 1, donc dn + 1 est divisible par 35.

D'ai) pour tout endier redatif n, @ exists un entier ralalf k el gue 4n+1 = 33k

Dol enfinon a : 35k - 4n =1, k appartenanta Z .

d) Résolution de (1) :

Le lecteur résowdra cefie égustion el devea trouver k=4a-1 el n=350-0, ol oapparfentd .
Résolution de (5) :

Si n est snlution de (S), slors n =350 -9, avec a appartient a £ .

Vérification :

Ona 350~ 9% 1[5) el 35a - § = 5[7]. D'oli lansembla des solutions du systéma (S)

S§=[35a-9, aapparenania Z ).

Exercice 43
1) Montrer que pour tout enfier relatif n, 14n + 3 ef 5n +1 sont premiers antre eux.

-
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Chapitre 8 ; Arithmétique
313”““%'[‘“11'5‘!lﬂﬁ*iiFiﬂﬂm!mmmmmﬁm_ =
lIli—*'IEfilliEl.i.'rE.*lrmnrr:E{rI leTmﬂmm ?ﬁm E'rmmfﬂ' qmui?mmetat Tﬁ lentiers relafits tels qua 87U +31v=1, puis détermingy

stlution particouisre (%, v.) de (E). _

' squiafion : B7x + 31y =0, xety apparkensntad Z.
alfumﬁ.r';&;ﬂimﬁﬂd:ﬁaﬁmMWMH e (£ =%a, y = ys) 5t sobubon de (E') ».
b) Résoudra Méquation (E),
©) En déduire Tensemble des solutons de (E).

1) Soitn entier relaki quelconque, ona: 5{14n + 3) - 14(5n + 1 =1, -

Donic dageiss 1a réciprmque de Nidents de BEzoul, on a: 14 + 3 e 5n + 1 sont premiars enire eux,
E‘. Pourn =600 Hnt3 =87 et 50+l = 31,
0l apris ta question 1), 87 et 31 son! premiers antr sux. ;
. ﬁmmﬂim&mmmmﬂamrmm Bézout, il exishe au moins un ml.lple{u,-.fl.
denters tels 87y + 3ty= 1.
Détermination d'un eouple (i, v} :
O pest prendire (u, v} = (5, 14} d'apeks ' question 1))
* Une sohrtinn particulibre {%a, yo) de (E):
{10 .- 28)
32} Ona dabord : §7=10 + e(-2m=2

.+ ) sohution da (5 s Jy=12

=

= 875+ 3ty = 4710 + 31 x(-28)
& BT(x-10)+ 3y+ 28) =0

. = l;r.—'l[:I,yl-EIi]m‘lmﬁuﬁde{E'}.

Dok e couple (x , ) est solvion de (E), 5 et sedlament s [x—10, ¥+ 28) est soiution de (£,

BET+ 3y =0 o Bfx =<3y Do &7 divise -3ty el 31 divise BT«
IrHTHEMEMHMEwEm,aEqﬂﬁsEﬂéﬂmudeﬁmﬂﬁEWtH divise x. D'ai)
ifk=-3y = %—:-—ﬁfh,a'.'ﬁ:tﬂmmdﬂi = x=3k el y=~ﬂ?&.mhappartenaﬂaz.
On vérifie que 87(31K) + 31137K) =0 pour ot entier rela] .
umrmmmmn:.ymmmqemm: 5=

3k, &) & na &y
n]n‘qxamm:mmaut:{m].rmwmue L & ¥pice ids

LE]:!.ISE[[ZHE—H]I.-ETh+Eai.iﬂam1}.

Sait 2 et b dea enfers natyres -

On =2 proposs de nisoudes dans E.hm&m:l:f:iﬂ].n'mmx

1) Démortrer qua fiftes kes sotutions da Ca systeme sonl congnues &
(On pourra uifiser lidanis de Bézoud).

2) Déterminer toutas les solubant o2 ce systime.

x'-'.?h[ﬁf S b.ke’rk'éhmdeammmaljrg,
'Eh-naahrs:Elk+a=1Ik‘+h.i:equire~iem#rémuﬂrel'ﬁq.mﬂmm,_11[-.h__a dinee
Or paed(9, 1) = 1, ot o apris Tienite ga Bézoul, il exigts ﬂ:mfﬂ'ﬁa‘:lﬂﬂﬁhuﬁhbﬂls q:ﬁfﬁ:-: 1
&‘F‘E‘u‘l méme FI'I'E'I'Id.IEr.Izﬁ H '|I'=4-ﬂ.ll'lil 5!5—11!4-:1,!3111%5 Eﬂﬁ-lb—a'_‘”]q[b_ﬂ};h_a' 5
{3(0 =) , 4{b - a)) est une solution pariculise de Péquaton (E.).
B-1%k'=b-a

3 L i il & Véumtan -
On a donc 05 1) M~ b <hma L& qui naus conduil 3 Méquation -
Nk-Sb-a)-11K-4p-a)=0 & Ne=Sb-ajl= 11Kk - 4b-a)). (£
D'od 3 dhise 11(k' =a{b—&)) et 11 divise 9k - 5b - al).

Page 3t R e —ii®
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Chapitre & : Arithndtigne

Or 9 et 11 sont premiers entre eux, Alors d'aprés e théoréme de Gauss, 3 divise k'- 4(b - a) el 11 divise k - 5{b - a).
Do (B <« S 5:':-51 [ £ itgh-a]- =h, héiant un enlier ralalil.

k=1th+5b-a)
{h'=9h+4{h-—a}'
Vérifions que les valeurs de k el k' trouvées salisfon! 'equation (Eq)
En effe, {11h + S{b-a})-11{Sh+ 4(b-a)j=b-a
Alors x=50h +45(b-aj+a= 0%h « 45 b - 442 Dfol x = 45b — 44a(99],
Par conséquent loutes bes solutions du systéme soni congrues 4 45b - 44a modulo 9.
2) I suffit de vérifier si tows las entiers de |a forme 99k + 45b - 44a, k apparienant & Z | sont sofulions du systéme.
On 2 99 = 03], 45 = 0{9] el 44 = -1]3); donc 89k + 450 - d44a = a[g].
De méme, on a 99 = 0f11], 45 = 1[11] et 44 = 0[11] ; donc 29k + 450 - 4da = b{11]
Dol % et solution du systéme ci-dessus sh et seulement s x = 39% + 45b - d4a,
L'ensembiz salution de ce Systéme est done - 5 = {95 + 45b - 44a, k appartenanta £ ).

h étanl un endier relatif,

E. Recorwaitre et utiliser ley nombrespremievy
1 - Reconnaitre un nombre premier
Exercice 45

Reconmaitre si 937 et 1933 sont des nombres premiers.

e Les nombres premiers inférieurs & /037 sont2,3,5,7, 11, 13, 17,19, 23, 29,

Mais aucun de ces nombres ne divise 937, donc 837 est un nombre premier.

o Les nombres premiers inférieurs 3 1933 sont 2, 3.5,7, 11,13, 17, 19, 23, 28,31, 37, 41 et 43,
Mais aucun de ces nombres premiers ne divise 1933, alors 1933 est premier.

xercice 46
1) Soit n entier naturel, n = 3. Démontrer que si n esl premier, alers n + 1 n'est pas pramier.
2) Déterminer deux enliers naturels consécutif, 1ous les daux premiers.

Combien y'a-14 de réponses possibles 7

1) Sot n un nombre premisr supérisur ou égal 4 3, nestimpair. Doncn + 1estpairetn +124.

Donc n + 1 n'est pas premier ) ) .
2) Soit n enlier naturs! premier, s n + 1 est premier, alors d'aprés |a question 1), ona n <3,
Doncn=2etn+ 1 =3 2 et 3 sont premiers. Danc |es seuls entiers consecufils premiers sont 2 et 3.

Exercice 47 : :
Sail i entier naturel premisr, n = 3. Démontrer gue n?+ 1 etn? - 1 ne sont pas premiers.

..... it e T 5]

n élant premier et supériewr ol Agal 4 3, alors n est impair. T .-

; : : H |
Diane n? est mpair at par conséquent, n® - 1 et n? # 1 sonl pairs, Itl Le seut entier naturel pair t premier est 2.
Oronan=>3, alorsn? 2 9donen?- 128 eln? + 1210, Pmass s ; Bl
Finalerment 12 — 1 81 n? + 1 sont deux entiers naturels pairs aufres que 2, dane ils ne sont pas pramiars.

Exercice 48

Prouver que pour toul k appartenant & {2, 3, 4, 8}, 31 + k n'est pas un nombra pramier.

o= = o i

. PR I e ——

)
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Chapitre & ; Arithneétigue

Solution 48

1= 2x3x4:c5 ot k appartiant & (2, 3, 4, 5}, denc —i'. appartient & N,

5l .,
Or 51+ k=k[?+ 'J 8Lk 22, alors 51 + k n'est pas premier,

2 - Décomposer un nombre en facteurs premlers

Déterminer les diviseyrs - a} de 45 sans uliiser la décomposition de 45 en facteurs pramiers. _L"'-
b) de 420 en utilisant la décomposition de 420 en fectsurs premiars.

:!'51 . f 5“;"1‘?35 diviseurs de 45,

M est pas divisie par 2 ; 3 df ; i

5 divise 45 ef It qut :nt azsll gldwlsa 45 et la quotient est 15 qui divise 45,

Les diviseurs de 45 sont donc 1, 3, 5,9, 15 et 45,

b} La decompesition de 420 en facteurs pramiers st - 430 = 28y 3T,

1estun diviseur de 420. Les diviseurs premiers de 420 sant 2, 3, 5 et 7.

Les produits de deux facteurs premiers diviseurs de 420 sont : 22, 2x3, 25, 2x7, 3x5, 37, 5.

Les pra:du!m de trols facteurs premiers diviseurs de 420 sant - 23, x5, BT, DD, DBl DuBxT, AT,
Les produits da quatre facteurs premiers diviseurs de 420 sont : 23S, 2%3xT, JixT, 2udnsuT

Et enfin le produit de cing factews premiers diviseur de 420 es! : 233xExT,

?:u n;ﬁgn: ?E les diviseurs de 420 quisont: 1,2, 3,5, 7, 4,6, 10, 14, 15, 21, 35, 12, 20, 28, 30, 42, 70, 105, 60, &

>

Determiner ke plus pelit entier natural ayvant 15 divizewrs

Puisque 15 est produit de (14 + 1) =15et{(0+ 1) =1oude {4+ 1)=5et (2 + 1)= 3.

L'entier naturel cherché a 15 diviseurs s'il s'dcrit sous la foeme p*od k= 14 et pla plus petit entier naturel premier
possible soit 2 ou sous |a farme pAg* ol k=4 eth = 2, p et q distincts et les plus petits entisrs pramiars passibles don:
p=2etq=3. Le plus petit enfier ayant 15 divizseurs est done le petit nombre entre 21 el 24437 soi 144,

3 — Nombres premiers ef divisibilité

Exercice 51

Démantrer que 5 n est un entler naturel presmier, akors (n - 1)! n'est pas divisible par n.

{n—1:|!='|xEx--.xﬂn—E}x[ﬂ-i]. _ |
Puisque n étant pramier, i n divise la produit 1x2x . .. xin = 2Jx{n - 1), alors n divise au mains un des facteurs do
produit, Or tous les facteurs de ce produst sent non nule et inférieurs & n qui est premiar, alers ils sont pramiees BvecT

Dane n ne divise aucun facieur du produit et par conséquent ne divise pas ce prodult

Donc (n - 1)! n'est pas divisible par n.
Remarque : if A &5l premier,

T

it m um momebre premier entier naturel, on a les propriftés swivanfes:
-pf:r:ﬂ b deux entiers relatifs, si p divise ab; alors p divise a or p divise b,
- §i g ext uin entier naturel non nul inférieurd p, alori p el g SOt PREMErS EREre EWE.

e
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Chapitre 8 : Arit AT

J Démorsrer qus Sip— 1 et masSiple 02 2 €1non mutple G 4, alors p + 1 est multigle de 4, el sip — 1 estmull
£, 3iors o+ 1 a5t musipis e 2 & non mutple de 4, mitip p - 1 est muligle de

tiDémoterae idvesp-1Toubienp+1.
SEncdddmgeddvssp-1.

a2} » Supposons que D~ 1 st muSnie de 2 et non multiple de 4.

Arziesm et nitreimoar kislgep-1=2

Cnadoncps =2 =2=20k+ 1). Pusque k es! impair, alors k + 1 est pair,

Aors | existe un enfier naturel h ied que k + 1 = 2. Et finglement, p + 1 = 4h, Donc p + 1 ast multiple de 4,
® Sipposons - 1 muftgle de 4, alors 1 exisis un enter naturel k8l quep- 1= 4k

Onzdocpei=ksZ=2F+ 1] Z+1 étant impair, p + 1 est multiple de 2 el non mulfiple de 4.

&) Puisque p o= premir &1 SuDdniewr ou égal a 5, allors 3 ne divise pas p.

Do s resies posshies dans I3 dvision suclidienns de p par 3 sont 1 et 2,

Orsp=iFldosp-1=03]etp+1=203) Morsp-1 est multiple da 3 mais pasp + 1.

SspedEl dosp-1=1Ecdp+1 =0{3). Morsp + 1 est multiple de 3, mais pasp - 1.

Done p -1 est muiSpie da 3 oy bien p + 1 est multiple de 3,

£} 2 et premiier et supdrieer 3 £, allors danrs o8 qui precida, fun des nombres p- 1etp + 1 ast multiple de 2 et

lautre st mulile de £, donc (p - 1)(p + 1) est mutSpl de 8.

Depls, Jepres B ouesion B), p— 1 ou p+ 1 est multipls de 3, donc (p - 1)(p + 1) es! multiple de 3.

Comme3 st Bdvisert 7 - 1, 1 3 o1 8 soni pramiers entrs eux, 2lors 24 = B3 divise p-1,

Beicedd 2

Satomedersodiar o doal 53

2| lorder que & — 1| esl visBie par 3.

&) Démordrer gue 5’E=+1sﬁmm:ﬁx!pmﬁa:am2*—1ﬁsipﬂmrmhapmmm.

3} Pusge 4 = 3], siors &2 = 1[3]. Bt finslement 4 — 1 = 0[3]. Donc 47 - 1 est dhvisible par 3.
BiNoorege, pusguenz3 dos =+ 120,

A, pisgE 27 + 1 o=} pramies iors 3 8t 20 + 1 sont pramiers enfre ewc
Or&—f=(Z+1)F - 1)=t3 dvisa & -1, alors d'apris Is héordme de Gauss, 3 divise 20 -1,
Seoomren 23, dos 7 -1 2 7. Donc 22— 1 n'ast pas pramiar.

Exsrcice 54 >
S0 p un nombrs pramiern, p 2 5.

#) Démordrer gque o7 — 1 et divisile par 3.

£} En déciie oue 6407 - 1 ext dhvishie par 3,

= Démordrer que s 8p - 1 est un nombre premier, alors 8p + 1 ne l'est pas, et que si 8p + 1 estun nombre premier,
Siors 50 - 1 re Test pas

&) Voir Texzetics 52 question b). Puisque 3 divise p~ 1ou p + 1, alors 3 divise pP = 1= (p + 1)(p - 1),
b) Pussque B4 = 1[3], alors B4p% = p3]. Donc B4p7 - 1= p2 - 1[3].

Or =1 = O(7], gors 6402 - = 03], Finzlement 64p2 - 1 ast divisible par 3,

t)Nokens queporp25,0naBp-1>3etlp+123

Hiors 5 Bp — 1 ext premier alors 8p - 124 3 sont premisrs entre ew.

Demdresifp+iestpremisr o Bp + 1 8t 3 soni premiers enfne ewe

Or B4g? — | =(Bp = 1)(Ep + 1) &<t divisble par 3. Alors d'aprés le théorbme de Gauss :

5 8p =1 est promisr alore 3 divise Bp + 1> 3, done Bp + 1 n'est pas premise.

5 8p + 1 et premiar alors 3 divise Bp - 1> 3, donc Bp - 1 n'est pas premiar.

e P ] ]
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Chapitre & & Aritlm g ;

EXERCICES POUR 5" AuTo-EVALUER

LR 8 in

Soit b est un enfier sup2neur @ 1. On considérs dans toute 13 sule le sysieme da numération de &.ﬂ“ﬂ\
1) Monfrer que 10101 est divisible par 11, (On pourra calculer (b7 + b#1){b?-b+1))

2) Montrer que TO0DT0001 est diisibie par 10101 et divise 100000D0T00000001.

Exercice 56 %3 Minules
Démanirer que, s sucun des irois enfiers naturels a, b, © n'esf multple de 3, 20s a¥ = bF + o estmultiple .

: 25 mi
Exercice 57 lnutes
1) Montrer que, sait x enfier refafif, =i x = 1]2), alors »# = 1[4] . 3],

2) Monirer que, soil ¥ et y enfiers relatifs, si x = 1[2], alors x2 =3y n'esl pas givisiblz par 4.

Exercica 58 20 minutes
Manirer que si p est un entier naturel premier, slors fp st imationnal.
— Wi

Démontrer que i la fraction E estiméducitie, il en est de méme pour Jés Factions :

a+b atht a+b ab
N by —— b ———— d) .
ab a® 4’ a* fab+b? 2’ 4t
Exercice 60 30 minutes
Sodt noanter nature noa nul.

1) Mantrer que tout diviseur commun & 5 =2 etn + 1 divise B,
2) En déduire que 5n— 3 ef n + 1 sont premiers enlre eux s n esl pair,
3) Déterminer MNentier nalurel n tel que : pged{Sa~3 ,n + 1) = 8.

Exercics 61 39 minutes
Soit k enfier relatil, onpose: x = Th® + 3k + | ety =Bk + 3,

1} Vénfier qua G4x — {56k + 3)y = B5.

2} Quelies sontles valews possibles de d = pgedix, ). ,

3) Montrer que d = 55 si et seulement si 55 divise v. En déduire les valewrs de K pousr que d = 55,

Exercice 62 :

1) Délerminer eelon n appartenanta M, le rests de la division sudidienne dedn par 7, XEm

21 Mieme queston pour A = 851% + 8512 s 351n + 2,

L i
E:Ifmh B=NMAT . Déterminer dans e sysieme décimal, be reste de la division euclidienne de B par ¥
Exercice 63 ides
Soit penbier raturel non nul et x endier relatif différent da ) ot 1, e
1) Démanirer que, si ¥7 - x est muliple de p, alors, pour fout 1 da J°
2) Délermmer l'enzermble des valeurs de x

» I'entier refatif xr - x gst multiple da p.

ded telles qua, pour fout n apparient & N, Fenbier refaf x— k soit un Mty
;:l Mentrer que, peur fout entier reletil &, ona:at = 0[15] ou a* = TG 30 minufgs -
# Endéduire sue pour fout entier nalurel non nul k, k< 15, | sxigte ura (i : :
somme de k puissances quatrieme d'enliers, infinilé dentiers naturels qui ne sont pEs
—

et R I — —
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sl minules

Exercice 63

Sod a el b dewux enbers naturels non nuls. Démontrer qua &i o divise b? alore 3 dies b

O —Jaminules
On considére la fonclion [ définiesur B par [ =dx? + x?e 5= 3.

1) Montrer que lNéquation f{x) = 0 admal dans R une uniquae solulion o, el o appartient & 1oL

2} Montrer que 5i fx) = [ acmel une racing ralionnelle E . p el q étant premiers entre eux, alors p divise 3 et g divise 4.

Queeis sont hes rationnels vérfiant cele demsdne condiion 7
) Troaner une solution rationnefie de Néquation I(x) = 0.
Achever la résolution de cetie équation dans I'ensemble C des nombres complexes.
40

Exercice 67

On considére la suite Uk telle que : Uy = 1, U = 1 et pour tout entier naturel non nul n, Ussg = Use + 201,
1) Cateuker U, Us, Us a1 U

2) Montrer que, pour lout entier natwrel non nul n, Us est un entier impair.

3) Montrer que, pour foul entier naturel non nuln, pged(Un , Usa) = 1 et pgediUe, Usez) = 1.

Exercice 6F BAC € — Cameroun — 2001
Sﬂdiﬂbdetmanhmnammnmnuhel E={zeZ ;z=ax + by, xetyapparienantd Z }.
1] Monfrer qua E conbiznt au moins un entier naturel non nul.
2} On note d Je plus pelt enter nalurel non nud élémeant de E.
a) Démontrer que lout multiple de d appartient 3 E.
b) Démontrer que fout &ément z de E esi mulliple de d {on pourra envisager |3 division eudiidienne de z par d).
£) En déduire que E est I'ensemble des mulfiples de d.
3) Démontrer gue d est le plus grand diviseur commun de 2 af b

4) Application numérigue *
Démontrer que Fensembla des entiers relafifz z ol z = 2801x ¢ 11664y esi égal & Fansemble des mulfiples de 81,
Exercice 3 33 minutes
Scit 2 et b deux enbiars relatifs.
1} Développar (3 + b)7. En déduire que (3 + b)7 est congru a a7 + b7 module 7.
2) En déduire que (3 + b) est mulliple de ¥ & el seulement si a7 + bT ast divisible par 7,
3 Tt ia enviens relams xteliques | o 1O=YEW
) r fous les entiers re que l:’+125esl —
25 minutes

Exercice 70 _
Soit E un ensembile fini & n &ements, F Mansemble des parfies de E, el G l'ensemble des parlies da F.

On rappella que cardF = 2n. On pasa m = cand(s,
Trouver, suivant les valeurs de n, le reste da k2 division euclidisnne par 5 da Fenfier m.

Exercice 71 25 minutes |
Montrer qu'il n'existe pas qualre entiers refalifs x, v, 2 et k tels que f'on ait:yleyl+7i=Rk+7. _ |i
Exercica 72 _ 32 minutes

Soit N = abed en base décimal, et beda un entier naturel divisible par 7.
1)a) Montrer que, sia=0oua =7, alors N es! dwisible par 7.
k) Montrer que 10M — 3a est divisible par 7. En déduirs que, si N est divisible par 7, alors a = 0 oua =7

2) On suppose quel'ona:a=7.b=d etc=0. Déterminer N pour qu'il sait divisible par 3.
Exercice 73 Jiminutes

Seet n enfier naturel, on considére 'entier A, = 20 + 220 & 10,
1) Démonkrer que 'on a : pour lout entier naturel n, Ans = AT,
2) En déduire 'ensemble des entiers nalurels n tels que As soil divisible par 7.

_Fﬂﬂﬂ"ﬁ_
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9) On pose

a8l o= 'lﬂﬂ‘lﬂmﬂ'ﬂﬂ Eﬂbag,g dﬂhj;

1) Quels sont las diisewrs positls de 727 g
2) Sot p entier naturel, metire p? - &p - 63 sous /a forme dune dfférence d dELX €N naturels o, s
carré parfall et lautre re dépende pas de p. . _ '
En déduira 1ous les mlasp[:l .ﬂlff'ﬂﬂm natres, soons de féquatlon p*~6p =03 = .

Exercice 75 —50 migy,
Soil n enber naturel nan nul, on posa : an = 4= 10°- 1,bp=2x10*=1el o= 2100 41, <%,
1)a) Calculer an, by, &1, 8z, bz, €2, 82 Bsol &

b) Monirer que 3 divise 2. ef Ca.

c) Monirer, ﬁ:uwlm ia liste des nombras pramiars inférieurs & 100 donngs ci-dessous, que by ast pre, .

d) Montrer que, pour out entier naturel non nul 1, b¥Cn = 820 '

En déduire la décompostion en produil de facturs pramiers de a8

&) Monirer que Je pged de be 8! ¢, est Agal au pged de b et 2. EN déduire que bs et c- sont premiars oy, .
7) On considére 'équation (E) : by + cry = 1, dinconnues X ety dans £ L

a) Justifier Ia fait que 'dquation (E) posséoe au moins una salufion. ; .

b) En appliquant 'algedihme d Euclide aux nombres Ca ¢ s, déderminer une sclubion pariiculiere ce [E)

c) Résoudre 'dquation (E).
Liste des nombres premiers inférieurs 4 100:2,3,5,7, 11, 13,17, 19, 23, 31,37, 41, 43, 47, 53, 58, 61, 67 7: -
83, B9, &7.

| —— - 1m
3) Soita, b, ¢ enters naturels 1ois Qud a=1110, b=1010
Ces nombres sonkils divisibles par 7 7

— 45 mine

1)a) Démontrer par récurrence la propriétd suivante - paur tous réels & etb et pour fout entier naturel n difizrar o

gt1,onaa-b"=(a - )@t +an-b + ..+ b} .
b) Démontrer que sl p et g appartiepnent 4 1, alors 24 { astdivisila par 20— 1 et 29-1,

2)a) On nole P I'ensemble des nomeares prefmiers. _
Démantrer gug, pour foul entler natirel m, & (2= 1) apparient & P, alers n appartient aP.

b) Démontrer gue 2'1 £ 123,
¢} La réciprogue de fa proposition de la question 2)a) est-aba vraie 7 Justhier votre éponsa.

17

30 minutes

1) On considére I'équation (E) : fx + Ty = 57, ol x ety sont des antiers retatifs.
a) Déterminer un coupla dans 7% 2, solution de Féquation: &x + 7y = 1.
b) En déduire les couples deniars relalifs, solutions de I'Squation (E). |
2) Soient {an) et (br) les sutes arimétiues définies par : a; = -25 e be = -32 et pour fout entier nature 0,
8ot = 2 # B, bees = b # 7, Détarminer ous es couples (p , q) dlenfiers naturels inférieurs & 15 fels que &%
3ySait (07, K) un repéa orthoganal de Fespace. On considérs e plan (P} équation : 6x + 7y + B2 =57
Monirer qu'll existe un seul point de (P) de l'espace, dont les coordonnées sont des en‘iars Ralures, qui appart=”

plan (O; 7, ]) - Déterminer les coordonnées de ce point,
25 minules —

I8

Soil n un entier naturel,
1) Démantrar que 0¥ + 5n + 4 efn? + In + Z sont divisbles parn + 1.

2) Déterminer Fensemble des valaurs de n fadles quan + 1 divise 3nZ+ 150 + 8,
ut enffier nalurel m, 3n® + 15n + 8 n'est pas divisible parn? + 3n + 2.

3) En déduire que, pour lo
Exercic I8 4 mindts—
5oit n entier naturel supérieur ou égal & 2.
1) Montrer que n et 2n + 1 sonit pramiars anlre sl
a=n+3,B=s2n+1 ot &=pgedia,p)
a) Calculer 3 - [ ef en déduire les valewrs possibles de 3.

p) Démontrer que : « 0 et  sont mutiples de 5 » si of ssulement & « n— 2 est multiple de 5+ ,

f Page 44
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3)Onconsidéra:a=md +2ni=3n &t b=dni-n-1,
Mondtrer, aprés factorisabion quan - 1 divize a el b,
4)a) On note d = pged {nin = 3} . 2n + 1), Montrer qua & divise d, puls qua 5 =d.
b) En dédulre le pged, &, do aelb en fonction da n.
) Applcation ; déterminer & pour n = 2001,
déterminer & pour n = 2002,

Soit a, b ot k trois enfiers naturels non nuls,
Démanirer gue ; pocd(a, b) = pgod{a + b, b),
pgcd(ka , kb) = k=pgcdia , b).

Exercice 81 siminutes
1) On considére 'équation (E) ; &x + 5y = 1, ol x et y sont des entiers relatifs.

a) Donner une solulion particulizre da (E),

bj) Résoudre {E).

2) Soit N enter bel quil exisie deux entiers a ef b vérifiant ; [

M= a1
N=5b+2"
a) Monlrer que le couple (a , -b) est solufion de (E).
b} Quel estle reste dans la division eucldienne da N par 40 7
3)a) Résoudre 'équation (E') : 8x + 5y = 100 o0 x at y sont des enfiers relatifs.
D) Au Vill®siécle, un groupe compozé d hommas el de femmeas a gépansa 100 pidces de monnaie dans une
auberge. Les hommes ont gépansé 8 pléces chacun et les fermmes 5 pidces chacune, Combien pﬂuvaﬂ -l y avoir

dhommes et de femmes dans ke groupe 7 p
15minutes

a0it p &t q deux enters naturels lels que p? - 2g8 =1,
1) Démonlrer que p ast impair, p
2} Démontrer que q est pair.

Exercice 83
1) On cherche deux entiers relatifs x et y solutions de Iémmhm (1) : ax # by = 60 (avec a, b étant deux entiers naturels

non nuls). On note d = poedia | b).
al On suppose que Mégquation (1) a au mains une solution (ko yu). Monkrer que d divise 60.

b On suppose que d divisa G0,
Prouver qu'll existe alors au moins une salution (xo. yo) 3 I&malrm {1).
2) On eonsidére |'équation (2) : 24x + 36y = 60, ol x el y sont d2s enfiers relalifs
a) Donner le pged de 24 o1 36, en pustifiant brigvement. Simpdfiar Fdguation (2).
B) Trouver une solution particuiére pour I'dquation (2) et résoudre cette équation,
On appelle S l'ensemble des couples (x, ¥) solufions da (2).
¢] Trouver fous les couples solutions de (2) tals qua -10=x =10,
Dionner parmi eux, ceux pour lesguels x et y sond multiples de 5.
d) Dans le plan rapporté & un repére orthenormal, on considére les points A1, 1) et B4, -1).

Représenter ['ensemble (E) des points M{x , y| te's que AM=KAE , k étant un nombre réel,
8] Monirer que les points ayant pour coordonnées les couples solutions (x , y) da I'équafion (2) appartiennent & (E).

Commend paut-on caracténser 5 7
BAC — Liban — 2000 40 minutes

Soit x et ¥ deun entiers naturels lels que: 1=x=8 of 1sysE

Onposex'=3y+2 y'=3x—1et m=x7-y2,

On se propose de déterminer tous les couples (', y') pour lesquels m est multiple non nul de 60,

1} Mondrer que la somme et la diférence de deux nombres enfiers a et f quelcongues ont la méme parité.
2) On appefie G lensemble des vaksurs prises par 1" et H lensemble des valeurs prises par y'.

Ecrire |3 Bsts des ééments de G el la liste des éléments de H.

3} Montrer que x' -y est multiple de 3.

[ PEEI'EH —_————
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£ hapiire § £ Arithmdiiqie I
m esl un muktiplé non nul de B0. e

4) Dn suppase dans celie Question TJim 6§
a) Nonirer que x -y estUnMUIEIEL oy 5oy
b L-fl alng
b) Le nombre x' - § peu Jliple 88 10. GxH pour Jgsquels m est multiple non gy de gy,

¢} En deduire que x + ' BSUNIMEC 0 s (i, ) de

5) Déterminer lensemixg I" de bous bes ¢D
s e parsjaﬁ de n, [e resle de la division euclicienne da 10% p,, .

i i ; Inet 3a
ey sl B doa QNS0 n;ﬂﬁﬁﬂ];ﬁ Ll
ner, sui o 000 :
3; En dggll:iri le resle de [a division euclidienne d:; :ﬂgﬂmh 1.
4) Quel est e reste de [a divison guciidianne par

i [
Exercice 86 e JE'“‘M«\

; ef v sont des enfiers n i : ) ; X, y)=

%ﬂﬁﬁpm%ﬁm?teunmumﬂ g ”L“ﬂfﬁﬁﬂéﬂgmﬂ'ﬂ pRCM X, ¥) = + 8,
= pgcd(xa, ya) &1 m = ppemiXo , Yo, Man :

On pose p = pged(x, 1) PP p?ﬁd{:_ﬂ”pﬂm“'y;=1+ﬁl

A paad(x.y)+ ppemix,y) = X+ B
Ll [ poed{s.y) =2 ‘

Exercice 8 23 minutes
Soit pln) = n® - 1, o n est un enfer naturel.

1) Calculer p{n) pour n apparienanta{l, 2,.. ., 104, o
Pour quelles valeurs de n comprises enire 1 et 10, e rormbve pin) e5t-|rldi'-'m|'hlﬂ |:IIE|I'9 7
2) Factoriser p{n) en produil de facteurs du premier ou du second degre a coefficient entlers,

3) Déterminer tous les entiers n pour gua pin] soit divisiole par 8,
Exercice 88 30 minutes

1) n &l p sort des entiers naturels non nuls avec n > p2. Démonkrer que si d divise n et p, alors d divise n—pl.
2] Démantrer, en utiisant la définition du pged, que pacd(n . p) = pocdin -2, p).

3) Déterminer alors le pgod{ 10829 , 104 ).

4) Sait k entier naturel non nul. Démonier que © pgod (ki + dk+8 2k +1)=5 & et seulement =i, k = 2[5

25 minutes .

1) Donner tous les diviseurs natureds de 15.
2) Démontrer que si x et y son deux entiers relaffs tols que X%y - y = 15, alors y divise 15.
3} Déterminer toug les couples dentiers retalits (x|, y) tels que xty -y = 15,

a
- . i
1) Soit a entier relatif. Quels sont les restes possibles de la division sueid 35 minutes —
2| Soita el b deux entiers relatfs, Buchdienne de af par 7 ?

uire de fa quesiion 1) que s T divise a2 + b ; o
s dors QT MR 55 o e Wz
3) On considére dans le plan rapponé 3 un repére erthanarmal |
Déterminer tous les painis & codrdonnées enlibres de ca terde,
Exercice 91 BAC C = Cameroun - fag0 i
1) Soit N un entier naturel s'écrivant xyyx dans | SYSIBME dinimal 20 i3
Déterminer x et y tels que N soit un mulfiple de 105, '

2] Soit M un enbier naturel s'écrivant xyzzyx dans o systame
a) Menirer que M st un multiple de 11, déciml

ﬁ PH!B“ #
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Clianpiree & @ Aifthmedeigne

b Desterminer % ol 2 bols que M sol nudlipe de 35
£} Devterminer y tol qus M sod dginlement muliplo de 3.

A0 minutes

Exprclce §2__
Diétemminor tous les enbors nalureds n el p pour osguals 150 - 210 g divisily par 12,
Exgrcice 93 E0minutes
i il : :
O rappelle que Cﬂ T avec n el kentiers nalurels tels que k S n. Sait p entior natured promasr,
1)a) Encnicer bt ihtorime ce Gauss
b Si 15 kSp=1, montrer que p divise C:. [en pourra ubliser la queston 1)a)).

2) En déduire, par un raisconement par récurrence sur n apparfenant & N, que p divise lenfier n° - n.
3} Mantrer que sin el p sonl premiers entre eux, alars p divise nP-1 -1,

4} En utksant |a questicn précidents, montrer que, si les entie [
g divigg ie-e-no g, q enfiers p ot q ainsi que pg el n sonl premiers entre eux, alors

Exergicg 84 60 minutes

=3 el yy=1

Stél {xn) €1 {ya) los suiles définies par: [ vneM, !HFEI.-. +§1‘n +1.

VNEM, Vo= %ri +§:"n +2

1} Cernontrer par récurmence que las points Malx: v} sont sur la deoite (D) d'équatien : 2x-y=5=10.
2) En dedure tee1 &n fonclion de %,

3) Démontrer que (x.) et (y») soni des suites denliers relalifs.
) Soit nun erfer naturel,

&) Demwnirer que xa est divisible par 5 5l et seulement si yn es! divisible par 5.

¢ Demorilrer que si %, el y» ne son1 pas divisibles par 5, aloes iis sonf premiers ante sue
Do Deranirer par reCufrence fue ; pour tout entier natured n, ona: x, = el S |

B) Soit n un entier naturel. Ddmanter que 5 divise 1 9 el zeulement 5 5 divise s,

£1 En déduire les valeurs de n powr lesquefes 1 ef v, sont dvisies par 5.
Exgrcice 35 BAC C - Cameroun — 2008 33 minutes

1) Résnudre dans =°, Téquation * 12x - Sy =3, .

Zp =i
) On considén la suite de nombres complexes (2,) défnie par TN O )
b = _T+EI 2, pourn=0

Cn déslgne par Ma be point image de 2, dans b plan complexe dorgine O,
& fSnx
a) Démanirer par rédcurrence que pour toul enfier naturel n, 2, = -jz-r &l
b) Déterminer fensemble des entiers naturels n pour lesquels M. apparfient & 3 demi droite [0x).

. BAC C - Cameroun = 2009 20 minuies
L'antier naturel 5 sesigne la somme des diviseurs pasitifs de p*, ol p est un nombre premier plus grand que 2.
1) Exprimer 5 an lonclion de p
2) Démantrer que (2p2 + pif< 45 < (2pT+ p + 21
3) On suppose que S est un carré parfal ol on pose 5 = n? ol n est un entier naturel,
8] Etablir Tesdstence el ['unicilé de n koesque p est fied. (On pourra uiifiser ta question 2)
&) Exprimer n en fonclion e p.

e o [

|
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+2p -9 = 0. {On wtilisera le fail que 45 = 4n?)

C) Etablr qua p vérifa I3 reiaton 3
d) Décurn ca c), p ot puss n

A) S0 N un enter naturel, impar et non premier.
ﬂ:}mmm#-n{m mumﬁm"”mh'
Menirer que a et b nont pas la méme - '
2) Mot s N ot s v camn e Oax s raurels el g
3) Quale #5t1a parté de petdeq?
Ebm“mmmm?xaﬂpa:m_m“mﬂﬂlﬁfﬂhﬂfﬂﬂimﬁﬂiﬂiﬂﬁﬂam Naturg)s
la reiatan (E} ; a% - 250 507 = b, .t
1) S0t X un enter raturel,
a) Dorner dans un tableau, les restes possibles de X modulo 8 ; puis ceux de X2 modulo g
B) Sacnant que a7 - 250 507 = b, déterminer les restes possibles modulo 8 de a? - 250 507,
En déduie les restes possibies modulo 3 de a2,
c) Monirer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8,
Z) Justifier que, si te couple (2, b) wafle (3 relation (E), slors on a2 501,
Montrer qu¥ n'existe pas de solution du type (501 , b).
3) On suppose que le couple (a , b véifie la relalion (E).
:‘%’F’Hwiﬁtwﬁmmﬁlﬁmmuﬂ.
':Dehmhﬂﬂmmmmfwahﬂmhmw{ﬁﬂﬁiﬂt,h]smtsnluhnndatE].wisdwng“E.______:

Un astronome & observé au jour Js e corps célesta A, qui apparait périodiquemant tous les 105 jours. 5y oS = o
(Ja+ B, ini_r.mrgﬁe corps B, dori 2 périnde 4 appariion est de 81 jours. On appelle J; Ja jour de la pf.:m'a i
2ppaniion simutanée des deux objats aux yeux da I3sbonome. &
Le 'I:H.r_tda-l:e’remrir::e est de détenminer la date de o2 jour Js.
1) Soit u et v le nombre de oériodes affsctudes respectivement par A ¢l B enfre Jaet J.,
g}lg;rh'erq:mlﬁem:piei;,u‘.lasisdutﬁmderéquaﬁml_Eﬂ:Eﬁ::—?ﬁr:l :
Déterminer un cou & Oenbiers redatfs (xo , y) solusion particuliére da I’ ' L= 2Ty =

b) En déduire une soluion parsiculizre {HE .'-'nlﬁg! (Ea). : Tyt

c] Déterminer les solutions de Iequation (E ),

d) Démer I couple solution (1, v) parmetiant da détermiinar s,
3)a) Combien o jours s'écolleront entre Jo et J 7 :
mﬂ?ﬂﬁ;;;m mardi 7 décembre 1993, quele ast la date exacte dujour Ji? (Rappalons que 'an 2000 &l v

¢ Si l'askronome ce futur re | . :
m] g dmm - rdez-vous, comblen de jours devra-4 encore attendre jusqu'a fa prochane

e ey, P51 11 13 g
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. Fﬁ:ﬁ]rr 8 Avichurétigue
EXERCICES POUR 5" AuTO-EVALUER — SoLuTIons

1) 10101 =b' +b* 41 o mh=h’|h4l.

Or bt b2 e 1= 0+ D+ )BT~ b+ 1) = (824 b+ bl - 1)+ 1]
Posont w=b-1. Notans que dans la baso b, west un chiffe car 0 < we b,

Aors 10900 =111 xwi . Dont 111 divise 10101

n.———--h_ . e
2) 100010001 = b*+0% + 1.2 b4+ b+ 1A~ b2 + 1) = {0+ 12 + )p(b— 1) + bb— 1) + 1] = THIOF % waOF".
D'ou 10101 dwise 100010001

Le fecteur monirera ce fagon analogue que : 10000000100000D01 et divisible par 00010001 .

Solution 56

Les restes possibles dans |a division euclidisnne par 3 dun enlier natural x, sont : 0, 1 &t 2.
Six=2003], alors =2 = 03],

Six=10 alos x2= 3]

SixE2[3) alos 22 1[3)

On remarque que si x n'est pas divisible par 3, glors #* a pour resls 1 dans la division par J.
Puisque a, b etc ne sont pas divisibles par 3, alorson a :

FEAE]. M= 0] et o= 1[3) ot par sule on aura a® + b + ¢t = 0f3].

Aingi 5 a, b, et ¢ ne sont pas multioles d= 3, alors a2+ b+ 2 st musiple de 3.

1) Six=1[2), alors ana:x =2 +1, avec kapparenant d 2 _ Ef par sufle, o & k= 4k +K)+ 1. D'ob xT= 1[4).
2) Soit x el y deux entiers refaifs.,

Six ety sontimpairs, glors an a; X2 = 1[4] @1y = 4] {deprds 1)), Dong ¥* — 3y = 234).

Si x est impair el y pair alors ona ; x% = 1[4] et y? = 0M). Donc x2 - e = 1]
D'eds si x = 1[2] {c'est-3-dire x est impain), alors ¥ - 3y? nest pas muttiole de 4 pour loul entier y.

Solution 58
Soit pun enfier naturel premier. Supposons que Jp est rationnel,

Alors 1 existe deux entiers nalurels 2 et b premiers enire sux tels que Jp= :—

Alors pb! = 22, Donz p divise a2, Donc comme p est premier, alors p divise a. Done Il existe un entier naturel b 1l Qe
3 =ph Un a alors pi? = p*h?, cest-a-dira ph? = 17 ce qui implique que p divise b2, Donc p élan premier, p divise g
Donc p divise a et b. Or d'aprés 'hypothése, a et b sonf premiers entre eux. Ce qui est confradictoire.

Diane JE est irstionned,

Solution 59
On suppose que la frackion E est iméducfible, alors las nombres a el b sont premiars entre eux

a Il suffit de montrer que pged(a + b, ab)=1,

Saitd = pgod(a # b, ab), nolons que 6= 1.

Puisque pgcd(a + b, ab) = d, alors d divise a + bed d dvise ab, Donc d divise afa + b) - ab el d divise bfa + b - ab.
Closl-a-dire, d divise b! i d divise 2, Don d divise pocd(a? , b2, '

Puisque a et b sonl premiers enlre sux, alors a% et b2 sont prameers entre eux, Donc d divise 1, doncd < 1,

Comme d<1etd 21, alorsd = 1. Finalement, ab el a + b sant premiess entre aux, el a+b st iméductble
b} W suffit de montrer que a%b¢ &1 a2 + b? sont pramiers antra aux.
e e L S S

-
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Clhapitre § = Arithmétigue

Puisque a e b sont premiers enire eux, alors a2 et b sonf premiers ening eux.
Et dfapres la question a, a’t? et 8% + b? sont premiers eniré eUx
2.2
Par conséquent, ———
a"+b

o] Il sulfit de montrer que a + b et a? + ab + b? sont premiers entre eux.
Remarquons que a* + ab + b7 = (3 + b)fa + b} —ab

D'ol pged{a® + ab + b7, + b} = pged{a + b, ab) = 1 (d'aprés 12 questonal). Dol =~ = 72

est e fraction irméductibie.

ost iméduckils

d) I suffit de mentrer que a7 + b2 et ab sont premiers enfre BLx. ,
Remarguons que a + b? = -2ab 4 {a + b, alors pgedia? + e ah) = pacsab, (@ + by - . .
Or d'apréis la question ), b et a + b sont pramiers anire eux, doncah & (@ + bj sont AUSS PrEmIes enire eux.

ab :
Aors F"Bﬁdfﬂ**hz.ﬂhhpgniah.{a+I:|Fi=1.anlemmt e est iréductibla.

1) On remargue que: 5(n+1) - (5n-3} =& - :
{Iilrsi ddluimﬁﬂ ot En:— 3, a]Inr[ad divice toute combinalson lindaire dan + 1 &l 5_*'1:—3. alors en particulier d divse
5(n + 1) - (5n - 3), donc d divise B. O'odl tout diviseur commun & 5n -3 etn+ divise 8.

2) Scit 5 = pgedin + 1, 5n - 3).

Puisque tout diiseur commun 4 n + 1 et Sn— 3 dvisa E. alors G divise 8.

par conséquent, & apparfient & {1, 2, 4, 8],

Or si 11 st pair, alors n+ 1 et Bn -3 sont impairs, dane ne peuvent dtre divisibles par un nombre par.

['oil & n'appartient pas a {2, 4, 8). 0ol B=1.

En canciusion, i + 1 et 5n—3 sont prermiers entre sux & N est pair

1) Méthode 1 4l

pged(n + 1, 5n - 3) = B 5 el seulement si B divise n + 1 818 divise 5n - 3_(Car 8 est |a plus grand diviseur commun
passible de n + 1 et 5n-3). O,

n+1=08 N+ 1= it it il des entiers nalurels non nus:
5n— 3 = O[8] 50— 3=k’
n=8k-1 s 4
= ¢ el i étant des entiers naturés non nuls.
40k —B=8K'

La résoluion de Péquation 40k - 8 = 8&', cesta-tire Sk-K = { aboutd aux soltionsk=h ¢ 1@l K'=5h + 4,00 hes

un entier naturel, On chlientalors n=Bh + 7. h appartenant & M
: n+1=

Vérifione giles n = Bn + 7 ol h estun entier, sont soibions du systéme [51 -E—UIEIB;]'

Enrﬁ'el,mnm‘l=Eh*?+1=-.‘l[n+1]&‘.'511—3=-1E|n‘32=3{5h~d].
Dionc on a bel etbian :n +1 =08 et Sn-3 =0[8]
D'od pgedin+1,5n-3)=8xsi ef seulement i n = B0 + 7, h étant un enter naturel quelconque.

Méthode 2 :

Drapris la question 2), si n et pair, alors pged(n +1,5n=3) =1,

Done si pgodin + 1, 5n — 3) = 8, alors n est impair.

Las restes possibles dans la division euchdianne de n par Bsontalors 1, 3, 5et7.

_ n+1= 28] = ntl = 4§
Sin = 1[8), akrs [Ern-."l = 28] i n = 308], alm[ﬁ_a y ‘E[g]

i ﬂTTEE[BF E I'|+1EE|IE
Sin = 5{8), alors (m_s _ 6] | Sin E7[8), alors 63 = Ift[lla.]'

Orpgedin + 1,5n—3)= 8 si et seulement & Bdiveen+=1etin-13.
D'aprés ce qui pracéde, on peul conclure que pgedin + 1, 5n - 3) =8 sielseulement s n = 7[8].
Cest-d-cire n = Bh + 7 avec h entier naturel quelcongue.

——— et Page 5l i -
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Clhagpitre 8 : Arithm u‘n’gur

1) Le lecteur Je wérifiera,

2)d = pgedix , y). Donc d divise x el d dnise y. Par consbguent, d divise 84x - (56k + 2y,

Or 64 = (56k + 3)y = 55. On conclut abors que d divise 55.

D'oid=1 oud=5 oud=11oud=55

3) Monlrons que d = 55 sl et seulement sl 55 divisa y :
® Supposons quad = 55,

Puisque d = poed(x , ), alors 55 divise x 8 55 divise y. D'ed 55 divise y.
 Réciproquemen!, SUPPCEons qua 55 divisa v,

Nous avons 64x = 55 + (36k + 3)y,

Puisque 35 divise y, alors 55 divize 55 + (56 + 3k)y : c'esl-ddire , 55 divise dx.

Or 55 ot 64 sonl premiers enfre eux, alors Faprés |2 héoréme de Gauss, 55 divise x e ¥, donc 55 = d.

Or d'aprés la question 2}, onad = 55, Dol d=55,

Oin conclut donc que d = 35 si et seulsment si, 55 divise v,

Les valeurs de k :

SidiMsey ¢ y=355h happadenantd £ &  Bk+3=55h  happarenantd Z

: ) e Bk-55h=.3 happadenanta . (1)
La résoluticn de I'éguation (1) nous améne & eonclure que f k=550 -21eth=Ba-3 svec adans Z .
Lol pged(x , y| = 55 i ef seulement &i & = 550 - 21, avac o entier relatif

Sin=3k aorsanadr = 7] ;
Sin = 3%k +1, alors on a4 5 407).
Sin=3k+2 alersonadr =2[7).

2)0Ona: BE1 =4[7] donc AS4% +47+ 4= + 2[7]
Sing 3k alors 4% = 1[7), 4= 1[7] et 42 1[7), dorc A 25[7)
Sin = 3ked, alors 4% = 1[7), 2+ 2 2[7) el $24]7), donc A = 2[7)
Sin 2 3ke2, alors 4 = 1[T], 4= 4[7] et &= 77|, donc A & Z77)

3) Ona: B=2100211 =2 415 4304?0582 1ned 41,
DoncB=2+2+3+4+4+1[7], D'ols B = 2f7).
Le raste de la division suchdienne de B par T est dong 2.

1) Supposons que p divise x? — x, et montrons que p divise x* - x.

Pourn=1, onax' =x= 0 qui est divisible par»? —x,

Paur n enfier natured différenide 0 e 1, ¥ - x=x{x—1) el ¥ —x=xlx -1 +0-1+ #3041,
Dol pour fout enfier naturel non nul n, X* - % divisa x* - x of puisque p divise x¥—x, alors p divise a0 - x.
2)x? =k = xix = 1) esl par car x ef x— 1 sont de paribés conlrares.

D'od »2 - x est divisibie par G Si f seulement 5 x*- x esl divisible par 3.
Crr Jes restes possibles de la division eudidienne de x par 3 sont 20, 1et 2.
SixEl3], aorsx-x=03|,
Six=1[3], alors ¥ -x=0[3};
Six= 23, dors X*-x=2[3)
o0 6 divisa 52 ~ x si et seulement &, x 2 003] ou x = 1[3).
O i p dwise »f = x, alors p divise x*=x, pour tout enfier nalurel non nul n. Car x? = x divies x* - .
Far contre, si x = 23], alors 52 - x mes! pas divisble par 6.
D'odiil existe un entier naturel non nul n, 121 que si x = 23], alors x* = x n'est pas divisible par 3.
C'od ¥ —x = (3] pour tout entier naturel non nul =i el sevlement &, £ = 03} ou x= 1{3].
Par conséguent, ¥ = x = 0[6] si et seulement s x = Jcow x=3k = 1: ol k est un entier ralail,

&

1) Seit a un entier relatif.
Sl a est pair, dlors 8= 2 et 3! = 16K, Alors &= 0{16).

. Fagn il e
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Chapitee 8 : Aritharétigue

Siaestimpair, alorsa=4k+1 cu a=4k+3.
Poura=4k+ 1, ona: a* = 16016k + 16k + 16k? + k) + 1, donc &' = 1[16].
Poura=4k + 3 ona: a* = 1616k + 48Kk3 + 54k +27k + 5) + 1, donc a® = 1[16]

D'odl powr toud entier relatif 3, on 2 : a* = 0[16] ou at = 1[16],

1) d'apeés Ia question 1), toute puissance quatiéme a pour reste 1 ou 0 dans la division eucidienns par 15,

Nodons ay, ag, ..., @ (avec k = 15), k enbiers relatifs,

Netens 1, rz, ..., n bes restes respectifs de la division euchdenne de a+®, a, ..., & par 16.

Le reste de la division euclidienne dea® +ar* + ... + s par 16 estn #r2 ¢+ .. 1

On a pour tout | apparienanta {1, 2,..., K, n=0oun =1,

Clest-adirens teldoncr + e # ... *+n 5 k< 15. Donc le reste 0@ |a division eucldenne de a + a4 +

- 1L

16 est slriclement inférieur 3 15, -
Or tous les nombres de I2 forme 16 + 15, avec h appartenanta [, onf pour reste 15 dans la division euclidianna -..
16. ks ne peuvent donc pas s'éwire comme scmme de k puissances quainémes d'entiers,
On sail quiil existe une infinits de nombres qui s'écrivent scus Ia Torme 16k + 15, avec h appartenant 4 M
Finalement, i existe une infinité d'entiars naturels qui ne sont pas somme de k pLissances quathiame d'enbisrs

Sl @ divise b7, alors il existe un entier naturel k tol que bE = ka? et k £5t un carms i |1='4;J ST

parfait car sinon b=avk  Gves Vi imationnel. Ce gui est impossible, ' Nﬂmp ;,,T i?:??;;f"

Pasons k = ¢*, b? = ka? équivaul alors successivement 4 b2 = (E | marurel k nest POF R carny
. puis & (b — qa)(b + ga) = 0. & el b &ant des entlers naturels non nuis, on & parfait, alors s¢ racine m}m
I b+ ga non nul et donc b — g2 = 0 soitb = ga. Ce qui prouve que a divise b. |_;;_3f__'iﬂ“ﬂmmmﬁ

| PRI,
Solution 66

1) fest continue ef dérivable sur R car fonction polyndme et pour tout néel x,
D'od [ est strictement croissante sur [

Fii=122+ 2+ 1>0.

i f{R)=| lim , lm =R ol 0appartientd K .
| Eepemix)  K—i—

['ol I'équation fix) = 0 admed une uiqus solution a dang | .
De phus, fl0)=-3 etf{1) = 3 ; alors, puisque R0j=f{1) < 0, on peut dire que o appartient 3 10,10

¥ z
= E est solution de I'equation fx) = 0 sl et ssulement s, 4[E] +[E] +2-3=0,

q 9] g
| P =ql—p' —pa+3%) (1
Clest-a-dire 4p*+ plq + pg? - 3¢ = 0. On en déduit que * t )
. W' =pl4® +pg+qt) ()
' E‘am‘es I'egalié (2), p divise 3g el d'sprés [bgailé (1), g divise 407,
r pelqsont premiers entre ewx, alors p el g dune part, g &t p* d'aulre par, sant premizrs enfre aux,
ol d'aprés l2 théoréme Gauss, p divise 3 ef g divise 4. ks

. _Les rationnels qui vérifient la dernidre condition.
pdivise 3 el qdivse 4, d'oll p appertient 3 {-3, -1, 1, 3} et q apparfient 4 (-4, -2,-1, 1, 2,4),

rai; P 3 SO SRS, 5o 0 B G
D'od —appameﬂt;}[—sl-_l_-_'___l__ RS o Ol O
q 2 4" 2' 4 d'2'4'1'2'3J'

J) = Drapees fa question 1), la seule soiution réelie de 'équation fix) = 0 est dans Fintervalle |0, 1].

Aingi, sl cefle scluion est rationnelle, d'aprés la guestion precédants, alors ele appariient 3 [l 1 E]
4'2'4)"

Or I seufe valewr de cot ensemble véifiant [dquation fx) = 0 est x ==
4

D'oii la seule solution rationnelle de I'équalion f{x) = 0 est x =E :
4

e Page 52 [
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Chapitre 8 ; Arithmétigue

LT b

s Lelecteur résoudra cette equation qui a pour solution : % _%“izl_ial _; ulf .

NUy=3 ; Li=d , Us=11 | Ua=21.
2) Soil Py la proprigte | o L est entier impair »,
Us =1 &1 Uz = 1 sont deux enliers impairs, dodi Py ol P2 sont vraies.
Supposans que Pr wal, jusqu'a un cerlain rang n = 2 Manlrons qu'alors Pa est viaie, c'est-&-dire qui Lses 23t un
endier impair,
On & Uner = Ue + 2Un- 1. Or 2Un -1 est un entier parr at U est un enfier impair d'aprés Ihypothése de récurrence.
Alars Une = L + 2Uhn -1 sl un enfier impair (somme d'un entier pair el d’un entier impair]. Dol Pws 251 aussi vraie,
On peut alors dire d'aprés le principe de récurrence que Un est un entier impair pour tout enfier naturel non nul n,
3o Ur=1ellz=1,dod pged (Us, Ug =1,
Supposons pacd{le U1} = 1 pour un entier naturel non nul n, monirens qualors an & : pgediUner | Uneg) = 1.
Il suffil de montres que paed(Use , Uniz) £ 1.
Sait b= F'Ell:dﬂ"-hﬂ ' Unq}, b divize Une et & divise Unez,
D'l § divise toute combinaison lindaire de Uk 81 Uk
Or Uz = Uney # 8, glors 20, = Unsz = Ures ot donc & divise 2Us
Puistue Un estimpair (d'aprés la question 2}), o1 & divise L., alors 5 est impair.
Par conséquent, & &1 2 sont premiers entre eux. Ei dane d'aprés le théardme de Gauss, 8 divise L.
On viend da mantrer & = pged{Une |, Une) diviss Us el U,
Dol & divise pgod{Un , Uest) = 1, Dol & < 1
Or & efant |8 pacd (Uner , Uniz), & est un entier naturel non mul, c'est-d-dre 52 1.
Alors 1=8=1, donc 5= 1. Et par suite, pgod{Use , Ussz) = 1.
Un peut conclure &'apres le principe du raisannement par rdcurrence que, pgediUs , Uner) = 1 pour lout enlier naturel
TN N,
» Notores d = pgadiLh | Ure). D'aprés ce qui précade, on a : poodils, Use) = 1
Orona; Usea= Une # ELIr.. ca qui iI"IT."H]UE que Ui = Ugup = 21e.
Puisgue d = pgod (Us | U] |, alors d divise Uy el Une,
0o d divise oule combinaison lindaire de Us ef Us.z. Cone d divise Uniz — 2Us = Uy,
On vient de montrer que d divise Un et Ueer. doncd S pged{Us , U] = 1 {daprés ce qui précide),
Or d est un entier nafurel non nul, doll d 2 1. Direque 1sd =1 signified = 1. Dol pged(Ls , ) = 1.

1)a = 1xg + Oxb. Do 8 apparbent & £. Or a estnon nul, alors il existe un entier natured non nul dans E.
(Note ; on powvail pluldt forire b = Oxa + Txb, dore b eppartient & E).
Z)a) Soft m=kd, kappartenanta & .
Puisque d apparfient  E, alors il exisée deux enfiers refaifs u el v tels que d = ua + vb. Alnsi kd = (kula + (kv)b,
Or ku et kv sont des entiers relatifs, alors m apoartient d E.
Par consdquent, tout multiple de d est &ément de E,

b} soit z un élément de E

z=dp+r . . [r=z—dg

Il exeiste dew entiers redatifs g etrlels que , C'eskdndine ;
wiste deux antiers r geirielsqu acrcd agred
Verifions que si 2: et 2: appartiennent 4 E, alors z: -2z apparfient A E :

[:'.',=z|u1+|;u..-1
= i
Dol 21 - 2; appartient & E (car w - uzetvi- v santdans Z ),

F'uiaqusz el dq sont dans E (dq appartient & E car multiple de d), alors z - dq appartient 4 E, done r appartient & E (car
r=z=dq)

Ansi onal<r<detdestle plus pefit enfier naturel non nul &lément de E. alors r=10.

Par carséquent, z = dn, done 2 ast multiple ded,

¢} [Vaprés bes questions a) el b), z appartient & E signifie z = dg, ol d est un entier relalif

Clest-3-dire 2 appartient & E =i et seulormant & 2 soparient & 4F . Dol E =42

3) S & divise a et b, alors § divise toute combinaison linéaie de a #l b.

Ut, Uz, vi &l v étant des entiers refatifs, alors 2 — 2= afu = uz) + Blvi- ).

e, TATIE T e —————————
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Dol & divise d (car d élanl élément de E, d est une combinaison lindaire de a ef b).
Dol &< d, Clesl-a-dirs, 5 Sdivise a el b, alors & est plus pebt ou égal_& d. '
Rédprogquement, d'aprés [a gueslion 1), a el b appartiennent 2 E. D'ol a el b soni dies mutliples de d,

Bong ¢ est un diviseur commun de a el b et d st plus grand que lous (s diviseurs communs de a el b,
Donc d = pgodia, b). . :
4) Lensemble des relatifs 2= 9501x + 11664y esl lensemble des mulfiples du pged(3801 |, 1 1664).

Cr pgod($601 , 11664) = 81, alars E = {z élément de Z ; z=9801x + 11664y , x o1 y apparienant 4 L= g1y

1) (a+Db) =a" + b7+ T{ath + Za%h¢ + Sa'b? + Skt + a%ht + ab#).
Puisgua T{afh + 3a%h® + Sadh® + Sa°04 + Jatht + ab®) est muttiple de 7, alors (a+ bl =a™+’ .
Z) Supposons a + bmultiple de 7. Alors (a + b7 est multiple de 7,

Orona:fa+b) &a' + b[7], aloes comme (a + bjt = O[7], on a aussi a7 + b7 = O[F),

En conclusion, sia + b= 0[7), alrs a’ + b7 = a[r.

Reciproquamant, supposons a” + bt = 0[7], abors puisque (2 + b7 = & + bT[7], on peut écrire que (a+ by = o
Un en deduil quea + b= 0[7) (car 7 estun nombre premiar)
Dol & # b = 0[] si et seulement sia? + b7 = o7

3 Il = X'+ =0[M

& X+2=0[M  (daprasia question 2) b o
= =T g ® 57 n mrmafre _
& ¥=7k-2 aveck appartenant i T, ﬁl,nu”m“i’:‘:::“l
Orona; 10 S x <10, Cleshindire 102 Tk- 2.2 10. Cestirdie — <k <12 || alors p divise a 0w p iy |
7 T || o ® En particulier, i p ey
Daonc l2s valeurs de k sont : -1, 0 ef4, ’ premier ef p divise ', alvrr p
Par conséquent, les valeurs possitles do x cherchéas sont - -0, .2 5. divize a.

Ona m=p2",

Resta de |a division euclidienne parSdem:

Una:2=2[9 |, 22=45 ; »: Ha] 7 24 = 1[5]. Ex de fagon générala :
Sin = 0[4), alors 205 1]5)

Sin=1[4), alors 2+ 25

i n = 2[4], alors 2o = 415),

S n=3[4), alors 2= 3(5]

Oroma. 27 =0[4) sin> 1. Mors,

sin> 1. alors 27" =1[5]. Done s raste da la division eucldisnns de m par 5 214
Sin=1, alors 32'=2" =4 ¢ par suitg, 52"

= 4[5] - Donc 12 reste de la division eyclienne da m par 5 est &
q i} I
Sin=0alors 27 =2" =7 & par suita, 32° = ?[SJ . Don e reste de fa division euclidienna de m par § eat 2

Saita un entier retatf, fas resias possibles dans & division auckdi

Sla=dk,alorsona: g = 1682, dol 3t = Q8] AR N
Si a=dk+1 Arsonaal =B+ k) + 1, doh a7 1[8).

5i s-4k+2,arwsnna:a!=ﬂ{w-2k}+ 4, d'ols a?= 4[g],

sl a=4k+3 alwsong:-a? =B+ 3+ 1)+ 1, d'ais gt = 1[5

Dol let restes passibles d'un carré dans [z division par 8 sonf - 0, 1et4.

—_——————— ., Poge i wﬂ'
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['h.:tum A rithimitigue
Pulequi 7 divien bicad, oo 7 diviso 10N,
Ok 7 ol 10 sonl prommiors eiiio ouk, dionm Wnpttin ke thidording do Oaunss, 7 divisa N,
Sianl
e = 10000 0 10e 1 dj 4 7

m A0 A07 4 b A6 & ox D) bl =Tl e 7

w T 00 x4 pw {0 +d)=Tul04 47

w (0N = T0=1), .
(ol 10N = bedi 4 7010" = 1) = bed 74 T 0009

o1 7 divise bed? (dapréa fdnonca) ol 7 ditsn 70909, alors 7 divisy 10N =bed? +7%0909
Or 7ot 10 sont pronors onlre sux, d'od 7 didgo N, -
bj e 10N =da=10% 4 (107 + 0% + 100} = Ja = (10*~4]a + (10% + 10% + 10d + o) = 86580 + beda.
O¢ 0006 = 0{7] ol Dedn =0{7] {d'opeds 'dnoncd), alors 10N - Ja = J00Ga + beda o8t divisibla par 7.
o canclut done quo 10N = Ja ool divistlo por 7,
s Posona M = 10N - 3a, dast-b-tiro, Jo = 10N - M.
OnaMNEC7] ol ME 0[] dod Ja= 10N-M=0[7). D'ob 7 divise 3o
Or paed(? . 3) = 1, tors d'nprds o (hocrbmo do Gouss, 7 divisa & qui appartient & (0, 1,2,3,4,5, 6,7, 8,9},
Dloba=0 ou o= 7. Donc sl N ost divislio par 7, alorsa = Qoua =7,
A Poura=T,bedosl,
Déterminons N pour au'll solt divisible par 3
Nosldvisliopord & o+b+c+d20[3]
& A7E0R)
= T+ 120
=1 |_I = 1. (u]F] h a Ii [ell] Iﬂ- =-||I. |:|:urljla[5-|:|ﬂl'||l3l"1 ﬂ{{h 1, 2. 'ap I*. '5| El llrl E‘l 9]]

Pour b= 1, on o bedas 1017 =2{T].
Pour b=, on i bodo = 4047 =17].
Pour b®7, on o beda =7077 =07].
D'l N = 7077 pulsque par hypathbso, on & beda = 0[7].

1) Soit n anlior natuneh, A = 2 + S 4 20 gl A = a0 & Pl 4 0,
Oronn: 28 1[7), done  202° 22'(7],
ot 2 1[7), dong 20202 207)
g0 & 1[7], done 20202 2W[7).
Dol 2020 4 20204 2m 520 4 F + 20 [7]. Onon décdult qua Asa E A7)
2 0naihen 3FT] Mo = 14 & ([7] of Az = B4 & O[],
ol s k ondler natwol, d'spris la quoston 1), an A A = 37 Aaee EUT] Bl Amez 0[],
Dol An 8 0[7] & el souomont sln = 3k # 1our= 3k + 2 pour tout k entier natural.

3 a=Trin =242 +2 = Ay, donc Ay 2 0[7)
b f0T0I00 ™ =22 42" 42 = Ap, one e 2 OT)

Cm |g';|:|*|1]-|:|n1|;|{:1]|Ijrllr 0% 4,20 4 2% = Mg, donc o B 5T).
o o baont disibles par 7 ol ¢ né [esl pas.

1) Loo divisours positfs de 72 sonl : 1, 2, 4.4.8,. 8,0 12,18, 24,38, /L.
2o i -bp-03mp- 3= T2
« Los couplea (p , o) dantlers naturels solutions do 'bguation ; p? = Gp-03 = g*:
Polp-0=q e (p-Ip-T22q! & (p-g-diptg-31=T2
On poud femarguar qua s p - - 3ap 4 g - 3dune patl, p-q-3 el p+q-3 sonl deux diviseurs do 72, dont b2
preduit st 72 o aulro pal. Ainsi,

——————— 1'090 35 —
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pP=q=-3,p+ g-Jde ({1, T2k (2, 36}, [3.24), (4, 18), (5,12}, 15.5']:.
(p-q.p+q) e {(4,75).(5,39) (6,27} (7. 21). (8, 18, {11, 12))
{2p,20) & (44, 34), (28, 14) {24, ), carpoige N,

B-g-3Yp+g-3=12
L=
==

- = (p.g)e [(22,07) (14,7}, (12, 3}
Dol les couples (p , q) cherchés sont - (22, 17), (14, 7). 12, 3).

) =3 | =39 , a=320 ~ Polnt méthada ;
h'l f 19 i bi’ = 159 » h‘ﬂ = IE'EH ﬂ.um"“ kfklrﬂfi'mf t'i"‘mrrf; -r'lnr"
=2t ,  @Ea & = 2001. mm“fﬂﬂﬂfmﬁﬂﬁrmmm::r

dont te carré esi inférienr on épal ; |, 3
peut fire un divisenrdek,

2
[ ——

b) Ona: 10 = 1[3), d'ol soit n un entier naturel, ona 100 = 13),
Doncona: ds1P = 1[3] et 2«10°2 2{1).
Et par suite, 4107 - 1= 0j3] et 2x10*+1=0[3]
Lol 3, et ce sont multiples de 1

¢) Enoncé d'un théaréme qui nous sera ufile :
Théoréme :
Koif & wn eniier nﬂufl:fg'wfmnqw m;m&rddﬁﬂ#rl de I ot oe -1,
L'entier a admet au moing un divisear positif p premier fel gue Fonaif 2 F: EH .
En effet les nombires premiers dont le camé estinférieur ou dgal abasont 22, 3,5, 7, 11,13, 17,19, 23, 28, 31 37 ,,
&t 43. Or aucun de ces nombes ne divise 1999, akes by est premier.
d) brxca = (22100 = 142100+ 1) = (201000 = 1 = 4x 102 -1 = 3. D00 be%cn =82,

Décomposition de as en produit de facteurs premiers :

3= baxcs = 1009x2001. Or 2001 = 352329 at by es! premier. 0ol as = J23xZ9x 1959,

e} & Posons dn = pged(b. |, o) ef & = pgedibe | 2}
dn = pedibes |, &) =, dn diviza by ot d.diviseco

= dadivise by &l dy divise g~ ba
= dadivise b el dndivise 2

—

=

de divise pgedibs , 2)

dn £ B
D2 méme Gn = pged{bs , 2) = Oa divise b of & divise 2
B divise b et Os divise ba + 2

—

= fin divize by af &, divise ca
= B divise pged{bs , o)

— |5n 5 d'.

Puisque &y = ds el s = 8w, 8lors a = dn. D'ol pgcd{be , Ga} = pgcciba , 2).
» b élan] impair, be el 2 sont premiers endre eux, donc pgedibe . 21=1.
Puisque pgtd(bs . ca) = pgod pgodiby , 2), alors pgodiby . €} = 1. Dol bs 8l s sont premiers entre eux.
2)a) Sait (E) : bax # cay =1,
D'aprés [a question 1)e), ba et c3 sonf premiere antre e,
Daprés lidentidé de Barout, i exisle au mains un couple (v, v} d'entiers ralalifs 12k que ;b +cv=1
Dol I'équrabon (E) admet au moaing une sclulion,
b) 2001=1090x1 +2
1909 =000=2 + {

Donc 1= 1399 - 9952

= 1985 - 9399={2001 - 1999)

= -990x 2001 + 1000=1999. Dol 1000 + [-999)c3 = 1.
Une sofution particuliére de (E) est donc ke couple : (1000 , -999).
¢} La résoluticn de (E), donne pour ensemble solulion :

3 = {{gak + 1000, -bak ~ 998), k appartenant 4 Z).

1)a) Soit Pa la proposition : « a7 = b® = (3 - b)an=14 gn-2h & __ 4 br=19 s,

Pourn=2:
Le membre de gauche :a%-b? et le membre de drolle ; (a—bjja + bj = a? — b2, Digs Ps est vraie.

D EEEEEEEE——— SN e wﬁi’
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Chapitre & : Avitlunérigue

Suppasons P, vrale pour un certain entier naturel n strictement supdrieur 4 1, montrons alars que Po. est vraie
(c'est-d-dire !~ b*1={a-bjfa" +a-'h+... +bw);

(a-bRat +a-To+... +0°) = (a-Dj[r+hla-t+an-the | & abn-2 4 br-1)]

aa-b) +bla-bja-tem-+ .+ abr-ie br-1)

a(a-b) +bla—br) [daprés Fhypofése da récurrence).
& — b + bar — b .
g = bt Dol Pre 25t vraia.
D'odl, pour tous réels a el b, et pour lout entier nalureln > 1, 8" - b* = a=-b)(a"-"+ a*-2h+ 4 -1,
b) 29— 1= (e 1= (@r- 1)[i2)=1 ¢ (2epe-24 _ +1],
Da méma, ona: 29— 1= {20 T[[)P1 + (Wp=24.., +1]. D'oll 2%~ 1 esl divisible par 22— 1 &t 20— 1.
2)a) Supposons que n n'appartient pas & P,
Onaalors n =pg avec p el q enliers natureds différents de 0 el de 1.
Ainsi @1 = 2m-1 estdivisible par 27- 1 8t 29~ 1
Pusque p>1aig>1, alors 2 — 1 et 20 - 1 sont slrictement supérieur § 1. Dol 27 1 n'est pas prerisr.
Conclusion, i 21 appartient 3 F, alors n appartient a P,

bjona:222(23) 2= 4123, 21 = 23], 2= 16(23), 2 = 8(23), 2 = 18[23), 2'= 13[23], 2= 3[23), P = 6[23],

20=1223] et 211 = 1[23). Dlob 2 = 1]23).

c) La cproque est fausse, car 11 et premier s or2n -1 = U[23] o"agrés la question Z]b),
D'ol nappartient a P w'implique pas que 2~ 1 appartient a P,

1)a) Par exemple (-1, 1) est un couple selution de Méquation Bx + Ty = 1,

b) Ona:Bx-1)+ T=1 = 1. Dol 6={-57) + T=57 = 57
Pors B fy=57 & Bx+Ty=63(-57)+ 1257 &= B{x # 5T) =757 -y}
[¥ol & divise 57 - y et 7 divise 1+ 57 jear pped(8 | 7}=1). D'ed

B+ 5T)=T(57-y) 2'35?:5‘?5
& X=TK-57 et y=-@k+ 57, avec kappariznant & £,

Dol les couples sohrtions da Péquation (E) sont les couples : [Tk - 57, -6k + 57), avec k enlier relatif

2] (as) est une suite anfhmétique de raisan & et de pramisr larme -25.

D'eds an = 6 - 25, pour toul enfier naturel n,

De: méme ba = Tn - 32, pour foul enber naburel n.

Ora,=-by & 6p-25=-Tq+32 & Bp+Tg=57

D'apres ta question 1)6), ona:p =Tk~ 57 et q=-6k+57, k appartenanta T .

Orona:0 sp<15 of 0<q<15 Cestadire 0= 7k-57 <15 of 0= -6k «57 <15,

Iz et ?{ki%.ﬂh‘ldéﬁitalum que git-::iﬁt

=K, Kapparenanla I .

Ce qui éouivaut & %:&‘_ k< 3
Un obfient alors k = 9, Par suite, p = Get g = 3. D'oli le couple {p , q) cherché est (6 . 3).
o Bx+ Ty +B2 =57 =57
I Mix.y, 2)appartient s PJN(0:1.T) e ) ax AT
z=I[] E=1)
Ce qui améne & résoudre dans T4, I'agtation Bx + Ty = 57
D'agrés 1jb), onaura ; x = Tk~ 57 et y= -6k + 57, kappartenanta I .

Oronaix=0 et yz 0.Cequicguivauld:Tk-572 0 ¢ -8k +57 =0, Do i—?gtqgﬁi.
On endéditque k=0 Etdoncx=Faty=3,

En conclusion, il existe un unique paint, danc les coordonnées sont des entiers neturels, commun aux plans (P) et
(O, ]} : cestie point A6, 3, 0).

N sSa+d=(n+1)n+4jetnf+dn+2=(n+1)(n+2. Dodn+1dvisent+5n+2atnis3n 3,

It
| p¥Heess o 3
n4-1 n+1
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Chapitre 8 * Arthménigee

I'il+ .1 divice 301 + 150+ 0 & n+ 1divised < n+1appartienta{3,-1.7.3 = L i R E-
D'oid les entiers naturels n pour lesquels n + 1 divise 3n? + 15n + 8 sont 0 et 2

3) Soit n un entier naturel,

Commen + 1 divise n2+ 3n + 2, alors (si n? + 3n + 2 divise 3074 180 + 0, alors n + 1 divise 3n? + 130 + 8],

Orn + 1 divise 2.+ n + 2 si gl seulement si n appartient 8 (0, 2} (d'aprés la quastion 2))
Pourn=0:n?+3n + 2 =2, 3n?+ 150 +9 = 3 mais 2 ne divise pas 3.
Pourn=2:n2+3n +2 =12, 302+ 150 + § = 51, mais 12 ne dvise pas 51.

Diotiil n'existe pas d'entier naturel n pour lequel n? + 3n + 2 divise i 18

1) (2n + 1) - 2n = 1, d'ol d'aprés la réciproque de [idaniité de Bézout, ona pged {20+ 1, 2n) = 1.
D'ol 2n + 1 &1 2n 500t premisrs entre eux.
2)a)e 2a-p=5
« Valeurs possiblesde 5:
&= pgedia . B), donc &divise a et divise B. Donc  divise 20— . Done § divise 5, Par conséquent, § =T ou §=°
D'oi les valeurs possibles da & sont 1 et5.
b) Démontrons que o et f sont multiples de 5 sl et seulement sl, n- 2 est multiple de 5.
s Suppozons que a et i son mutiples da 3.
Mors [ —a est multiple de 5. C'est-a-dire n—Z estun multiphe de 5.
« Réciproquement, Supposons que n - 2 estun multiple de 5.
Aors (n— 2] + 5 et 2{n— 2} + 5 sont aussi des multiples de 5 (est-d-dren + Jet2n+ 1 sont des mulliples de 5. C
g et [ sont aussi des multiples de 3.
On peut alors conclure que a el [ sont muliiples de 5, &i at seulament sin - % est multiple de 5.
3) a=n{n—1)n+3etbh=(2n+1)}n-1) Dol @ et b sont divisities par n -1
4)a) On note pacd(n{ n+3) , 2n+ 1) =d.
s Montrons que & divise d .

& =paedia, Bl — Gdivisen + 3ethdvise2n+ 1
—  § divisa nn +3) el 5 divise Zn + 1
— & divige pocdin(n+ ), 2n + 1)
= G divised,
Dral & divise d.

s Montrons qued=4:
Puisgue b divise d, alors ona . dsd
o |1 sufft de montrer qued = &.
d = pgedin(n + 3}, 2n + 1), donc © drvise n(n + 3) el d divise 2n + i,
Or pged{2n + 1, nj = 1, ainsi, puisque d divise 2n + 1 etnin + 3), dhors d divise n + 3 (d et n seront aussi premians g
aux), D'od d divise 2n + 1etn+ 3.
Par conséquent d divise pgcd(2n + 1, n+ 3) = 8. El par conséquent, d = &
Commed=deths d,alursnnpeulw.trequad=ﬁ.
b] &=pgcdia, b)=pgedinin—1)n+3). (2n+ 1in- 1)) = n - 1ipgcdin(n +3), 2n + 1) =(n-1d= (- 15 ca
d=5=pged ia,p)
Or les valeurs possibles de & sont 1 et 5.
Et§=5 & oelfscnt muliplesde S (car 5 est la phss grande valeur possible de 8
e 5divise n—2 (daprés la question 2)b})
e n-2=0{3]
= nz29
e =5k + 2, o0k est un enfier naturel.
D'oi : sin = 5k + 2, alors & = 5 done pgedia B} =5[n-1),
sin# 5k + 2, alors 5= 1 donc pgedfa b)=n-1.
c) Pour n = 2001, ona 2001 = 5500 + 1, alors d’aprés la question précédante, A = 2000.
Pour n = 2002, on @ 2002 = 5x500 + 2, alars d'aprés la question précédente, A = 5x2000 = 10.000.

Solution 80
e Posons ¢ =a + b, 5=pacd(a, b) et A =pgcdia + b, b).
& divise a et & divise b. Donc & divise a + b &t & divise b. Donc & divise pged{a + b, b) = A
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Chaplire 8 : Arithneétigue

Onendédutalorsquad=sa (1)

Réciproquement, A divise a + b = c.ol A divise b, donc A divise ¢~ b el A divise b. Done A divise 2 &l A da
D'oil & divise pged(a , b). Finalementona, A<8 (2) vise 3 el A divise b,

Des inégalitds (1) el (2) on dédul que A = & D'ob pged(a , b) = pocd{a + b , b),

» Posons 5=pgod{a,b) el d = pgedika , kb). Démonlrons que d = k5, c'eet-A-dire dF, = (kE)}Z

Des définiticns de d el ce &, il résults les égalilés : 62 = aZ +bE of dZ = (ka)T + {(kbIZ .

Sail x un &léman! quelconque de di .

x appartientd dZ , donc il existe douy entiers relalifs u et v tels que , %= [kaju + (kb)v. Donc il existe deus entiers
relatifs u et v tels que x = kjau + by).

L'enfier au + by appartienl 8 aE + bZ , donc appartient 3 &F .

I| exisle donc un entier relatif w tel que au + by = Gw,

On vient donc de montrer que - 5l X apparSent & dZ , alors il existe un entier relatif w tel que x = kiw = (k).
Dane x appartient a (ki) Z .

On vient de montrer que tout éément x de dZ est aussi élément de (KE)Z . Cest-d-dire dZ C (kB)Z .
Réciproquement :

Soit x appartenant a (KEYE , il existe un entier relatif w tel que x = (kB)w.

Or 5 appartient & & = aZ +bZ , alors il existe u ot v entiers relatifs tefs que 6 = au + by, Alors

x appartientd (KBJZ , donc il existe u, v &t w entiers relatifs tels que x = kwiau + bv). Doncil existe u, v el w enliers
refatifs be's que x = (ka)uw) + (kb){vw). Donc il existe u' ot v' enfiers relatifs fels que x = (kau’ + (k) (" = uw et
v = v appartiennent a I ). Donc x appadient & dF .

On en dédull que (k8T cdZ

Fuisque dZ C(kE)E et (kB)Z CdZ , alcrs (k5)E =dZ . D'ed d = kb, c'est-a-dre pged{ka , kb) = k=pgeda . b).

1)a) B=5%1+3 d'od 1=3-2x1
S=dx1+2 23=[5=31)
d=2=14+1 =-5+2x}

=5+ 2(H-5x1)
= 7uf - 36,

Puisque Sx2 + 5x-3] = 1, alors un couple solution de (E) est {2, -3).
b) On a aprés résolution :x =5k +2 et y=-8k-3 aveck appartenani d 2 . (Le lecteur fera les calouls).

2Ja)Ona: [:: -;:; . Ce qui implique que Ba + 1 =5b + 2. Donc Ba - 5b =1. C'est-a-dire 8a + 5(b) = 1.

Do (a, -b) est =olution da (E)

b) {a , -b) est eolution de (E), dela el —b sontsous [aforme ;a=5k + 2 ef -b=-Bk- 3, avec k apparientd Z .
Dol N =B(5k + 2) + 1 =40k + 17.
D'all N = 17[40]. Par conséquent, le reste da la division euclidienne de N par 40 est 17.
3)a) On a d'aprés la question 1)a) ! 2<8 - 3«5 =1,d'o0 200=8 + {-300)=5 = 100.
D'oli un couple solution particulier de (E') est (200 , -200).
La solution générale de (E) est donc .
(< + 300, -Bk — 300), k &tant un anlier reladl quelcongue, (Le leclewr prendra fa peine de résoudre Idguation)
b) Soit xle nombra dhommas ety le nombre de femmes. x &l v sonl des anliers naturels non nuls,
En traduisant 'énoncd, on aura ; Bx + 5y = 100,
Urod x =5k + 200 et y = -8k - 300, avec X appartenanta L . (O'apres la question J)aj).
Or on dosf avoirx > 0 ety = 0.
= [x}n {5t+:euu:-n k=>—40

=
y=0 —Bk—300= 0 k<~37,5

k peist donc prendre les valeurs | -39, -3,
Fourk=-38, x=5ety=12
Pour k=38 x =10 et y=4.
On pouvatt y avair 5 hommes et 12 femmes, ou alors 10 hommes et 4 femmes.

40 <k < -37 5.
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Solution B2

1) p*-22=1 sielsevementsip'=1+2q%

Or 27 es! pair, ¢'est-4-dire 1 + 207 es! impair. D'ol p? eslimpalr,

Supposons p pair, alors p = 2k od k esl un entier nalurel, Par suile, on auralt pF = 4k, gui est un nombre py;
Done le camé d'un entier n'est impair que si cot entier 23! impai. Dol p st impair

3 p-2qt=1 e 2¢=(p-1p*1)

p étant impair, p-1 et p + 1 sont pairs. D'ols 2q7 est multiple de 4. _

Par conséquent, 2 divise gF. Or 2 est premier, donc 2 divisé 4. ['odi  esl par.

Solution B3
1)a) {xa, yo) est solution de (E), diol axs + bys = 60,
Ord divise a e d divise b, lors d divise axp + bys. D'ol d denise 60.
b} d = pocdia, b), dod i exisle un couple (U, v} o'prtiers redatifs tels que :au + by = d.
Or d divise B0, alors 1 exists k entier non nul tef gue 60 = kd. Donc . .
antbv=d e kfaurv)=kl & afku) + b{kv) =60 & (KU, k) est solution de {1).
D'ois Féquation (1) adme! au moins un couple solution, qui est la coupie (KU, ).
Z)a) » 24 =327 el 36 = 20X, Do pged{2a 365) = 23 =12
o Ona 2Mx+36y=60 < w+Iy=5
b) & Un couple solufion de (2) est: {1, 1).
» Risolufi 2
Lz rézohufion :.‘:rca[‘i']:nlﬂuéurt:lr:e comme ensemble solulion S =[[3k +1, 1- 2K}, k appartient 8 & }. (Le lecieur fera s
résolution de I'équation).
&) o Les couples solutions tels que :-10Sx =10

Or-0=xs10 = -1—;55:53. (Vs k prend bes valeurs - -3, -2, -1, 0, 1,23
Et les cougles sokutions de (E) cherchés sont : -8, 7), (-6, 5), (2,3 (1, Th (% AT -3 (10 -5)

= Ceux pour lesquels x el y sontmullioles oe 3 sofl : (-5, 5) et (10,-5)
d) [E)est la droite AB)

¢} # (E) estla droite d'équation 2x + 3y = 3.
(a, b) est sclution de (2) si et seulement s 2a + 3b =5 c'est-a-dire Iz point M{a , b) appartiant a {E).
D'oll les points du plan, de coordonnées les couples soiutlns (x , v) de (2) apparSiennent & (E).

s S gt lensemble des couples de coordonnées des points de (E) ayant des coordonnées enliéras.

1) Sait o et [§ deux nombres enbers.
Sia=2ketp=2k :ketk appariennenta 2. Alorso - =2(k-K) et a+ @=2(k+ k') sont pairs.
Sj g=2ket p =2k +1:Kelk appartiennanta £ .
Nosa-p=2{k=K=-1)}+1 el a+f=2k+k)+1sontimpars.
& o=2k+1elp=32% (Kelk appariennenta Z.
Morza-p=2k=K)+1 el a+p =21+ K]+ 1 s0nt impairs.
&j g=2k+1etp=2K +1. kelk' appartiennentd T .
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Mosa—f=2(k=k) el a+fi=2{k+K +1) sonl pairs.

En conclusion a + [ elo- [ ont la méme parité pour tous nombees entiers o et f.
i) e yappariena{1,2,3,4,35.6,7,8) < Jy+2apparient a {5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26}.
D'od G={5 8 11,14, 17, 20, 23, 26).

e xappartienta(1,2,3.4,56.7.6) < 3x-1apparient 4 {2, 5,8, 11, 14, 17, 20,23},
D'oliH={2, 5 8 11, 14, 17,20, 23}.
N -y = (Iy+2)={I=1)=3y-x+1). Dol x' -y est un multiple de 3.
4)a) (x' = yj(x' + ') estun multple de 60. D'od (%' - y){x + ') est par,
Ainsi Fun au moms des nombres X' =y ou X'+ ¥ est pair,
Or ' -y et o' + v ont la méme panté, d'oli '~y et " + y' sont pairs, D'ol 2 dvise ¥’ -y,
Puisque de plus, 3 divise ' - v’ d'aprés [a question 3), &1 2 o1 3 sant premiers antre eux, alors 6 divise ¥’ — .
Dol x' -y st un mulple de 6.
b) 5i ¥' - y' est mulliple de &0, alors |:ﬁ"—1,r'| est supércur ou égal 8 60, ou X' —y' est nul.
& -y eslidifferentde 0, carm 2 0.
o S -y 260alors x' 2 60 {x el y' &tant positifs). Ce qui estimpossile car x' < 26,
o S3x -y <60, alors ' <-60+y. Elcommeanay < 23, alors ¥’ < -37. Ce qui est impossbie car x' 2 5.
Or fa plus grande valeur possible de ¥ st 26, D'ol x'—y' ne peut &tre un multiple de 60.
c) & ¥ =Yy elant pair, ' + ' Pest augsi,

o (¢ —y) (¥ + v dtant divisible par B0, est divisible par 5.
Cir 5 es! pramiar, donc 5 divise x' -y ou 5 divise x' + ',
Si 5 dnise ¥’ - ', alors x' - ' est un mulliple de 30 (puisque B divise ' — v, &t 5 &1 § sont premiers entre eux).
Ce qui est impossible, car sinon, on aural x' -y =30oux -y <- 30, Donc x' = 30 ou k' = -7,
(Ce qui es! impossible car 5 < x' = 26). Dol 5 ne divise pas x' = ¥, Par conséquent, 5 divise x' + v,
¥ +y estmultiple de 2 et 5, et pgad(Z , 5) = 1. Dol x' + v' est mutiiple de 10.
5) Dvessons e tableau ressorant les valeurs de X' - :

ol 0 [ B AT T ) ST TR
Al d ] | S5 18] -12]1-15] -4
s s PR EY R R EAEE
i g ] 1 L] -3 i I I
W] 12 ] 2 |6 | 3o 3] %] 5
e rasl 16 12 4 & 1 i} .| B
T IEREERERE ] i -
T OENEREE AR [ 3 0
TEAENEREEEEEEE i 1

Les couples (x, y) tels que x'- v soit un mubliple non nul de 6 sont: (5, 11), (5, 17), (5, 23), (8.2), (8, 14),
(8,20),(11,5), (11, 17), (11, 23), (14, 2), (14 &), (14 .20}, (37, 3), (17, 11), (17, 23), (20, 2), (20, 8},
(20, 14), (23 ,5), (23, 11), (23, 17), (26 , 2], (26, B), (26, 14 ), (25 , 20},

Parmmi ces couples, ceux pour lesquels '+ ' est mulfiple de 10 sont : (8, 2), (17, 23}, (23, 17), (26, 14).
Dol M ={(8 , 2}, (17, 23), (23, 17), (26, 14}

Solution 5

1} 1000 = 13x76 # 12,
Resta de la division euclidienne de 10% par 13 :
Ona 107 12{13), cesl-a-die aussi 102 & -1[13). Dol 10 = {-1){13].
Ainsl - §i n est pair, alars 10° = 1[13].
5l n est impair, akors 10% = 12[13].
2) 5i n est pair, alors, 1079 = 1[13] et 10%* =10(13). Dol 1001 + 10% = 11]13).
5i n est impair, alors, 109 2 12(13] el 10%1 = 3{13) Do 1091 + 10% =213,
3) 11,000.000.000.000 = 109 + 101 = {084+ 4 1024,
Pulscue 4 est pair, alors, d'aprés la question 2), on a 1091 + 103 = 11{13],
Dol le reste de |a division euckdienne de 11.000,000.000.000 par 13 est 11.
4)10' = 1098, &1 puizque 5 est impair, alors 101 = 12{13).
Orona 252 1213), alors 26x1018 +1 2 213)
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1) Posons ag =—-L et by =22, Notons que ao et by sonl des enllers puisque p divisa % et y.
P P

On aura mp = xays, donc mp = agpbop. Et par conséquent m = aabep. I
Orp +m = o + B, onc p + aokop = a0p + 6, Cest-a-dire p(1+ auho - 8g) = 6. 0’0l p divise B

2) 5i ce systéme admet une salution (8 , b), alors o'aprés la question 1), pged 3, b) divise B,
Drpged(a, b) = 5 et 5 re divise pas 6, alors & systéme n'a pas de soluban.

3) Posons x= 2p ety = bp, avec p=pocd (x, y) etm = ppcmix, ¥)-

p+4abp=ap+6 ' Q42ah=2a+6 ab-1=2
Le systame devien ; pe=2 . qui Bquivauta { p=2 . C'est-a-fira {p=2
pgediab) =1 pged(a,b)=1 pocd(a,b) =1

O alb-1)=2 « (a,b—1)appartienta {{1.2), (2. 1) = (a,bjappartienta(t. 3).i2.2)

Or pgcdfa, b) =1, alors (a, b = {1, 3).
pgod(x.y) + ppomixy)=x+8 .o &

D'od e couple solufion du sysiéme I pocdix,y) =2

Solution 87
1) p{1)=0, pl2) =63 p(3) =728, pid) = 4 085, p{s)= 15 624.

pl6) = 46 6535, p(7) = 117848,  p{B) =262 143, p(9) = 531440, p(10)=19833539,
pin) est divisible par 9 pour les valeurs de n suvantes : 1,2, 4,5, 7,8 e110.
2} piri = (n=1){n + 1inf =n + 1)(n* + n + 1)
!iﬁﬁih[ﬂ],;[m'sn{hfzﬁ]; n+1=13]; nf=n+1=10] o m4n+ 1513
Dol in—1)(n + 1)inZ—n+ 1){nd = n + 1) = 2[3] :
Danc nE- 1 n'est pas divisibie par 3, donc par 9.
SinE1[3], dors n—1 =0[3] ef n?+ne1E0{]
Dad {n~1)in+ 1){p2=a+ 1)n¢ + n+ 1) = 0fE]
C'est-a-dire, pin) = nf— 1 est divigibla par 8
*  Bina2[3), dorsn+1203] et n*-n+1=03
D'ol (n-1){n + 1)[n?=n + 1)in2 4 n + 1) =0[9). Cest-a-die pin) uslﬂl'-fisll:ie par 3.
En conclusion, Pin} est divisible par 3 &l et seulement si n Mest pas divisitie par 3.

Solution 84
1) 51 d divise i el d divise p, alors d divise n etd divise p!. 0'od ddivisen-p?,
2) Posons d = pged{n , p) et &= pgedin - ¢4, p). - P
d = pgoed{n , p), doncd diwise n et d divise p. Donc d divise n - p? (d'aprés 2 question 1)) etd divise p.
Donc d divisa pged {n=p?, p). On peut alors éorired S8
Da méme, & = pgcdin - p?, p), donc & divise n - p? et & divise p. Donc & divise n - p?, & divise p et & divise p*
Donc & divise {n = pf) + p &1 6 divise p, Ce qui impliqua & divise n o & divise p,
On peut ors éoire que & divise pocdin , p). Glest-d-dire § divise d. Par conséguent, ona 8 < d.
Puisqgued=Get 85 d, alorsd =48 Dol pgedin , p) = pgcdin - p2 , p).
3) pged{10823 , 104) = pood (10828 - 1047, 104)  (d"aprés la question 2)),
= pged (13, 104)
=13 (ear 13 divisa 104),
4) On aift d'apeds |3 quesbon 2) que
pocd(dk? + 4k + £, 7% + 1) = pgod(dk? + 4k + 6 —(2k+ 1)2, 2k + 1) = pged(5, 2k + 1)
Etpgedi5, 2k + 1) = 55l ol seulement 5 2k + 1 5 0[5), Or
& k = 0[3], alors 2k + 15 1[5] 51k =2[5), shors 2k + 12 0[5
si k= 1[5], alors 2k + 12 3(5] Si k=3(5), alors 2k + 1= 2[5)
si kE4[5] alors 2k + 1= 4[5).
D'od pgod(s , 2k + 1) = 5 i el seulement si k = 2[5)
On peut donc conclure que pged(4k2 + 4k + 6, 2k + 1) = 5 si el seulement si k = 2[4].

. P B e ————
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1) Les diviseurs naturals de 15 sont : 1, 3, 5 81 15,

2) sy -y=155i gt seulement si, yix*- 1) =15 Donc y divise 15,

En conclusicn s ¥y -y = 15, alors y divise 15,

3) D'aprés la queston 2), y divise 15, donc ¢ appartient & (-15, -5,-3,-1,1,2, 3, 15}
Si y=-15,aors x-1=-1. Danc k=0,

Siy=.5 alorsx2-1=-3. Dongx? =-2. (Impossibie)

i rz‘almm L =-5 Dongxi=-4, [|r|'|:r.':t35ﬂ]|E]

Siy=-1 alorsx®-1=-15 Dont x!=-14, (Impossible)

Si y=1alosx-1=15 Doncx=doux=4.

Si y=3, slorsd-1=5 Donc x@=§E (Impossible dans ).

Sl y=5 alorsx®=1=3  Dont x=2 ou x=-2,

Si y=15 glors¥? - 1=1. Donc « = 2 (imposside dans M ).

D'l les couples d'entiers relalifs lels que x®y -y =15 sont 2 (0 -15), (<4, 1).(4, 1), (2. 5) & (-2, §).

Solution 80
1) Les restes possibles de la division euclidienne deapar T soni: 0, 1,2, 3, 4, 5,6.

Sia= 07, alors & = 0ff]. Sla =4[], alors at= A1)
Sla=1[7], abors a* = 1[7), Sia =5([7], alars a* = 4f7).
Sia=2[7)], alors a2 = 4[7). Sia=6[T), alers 2= 1[7].

D'od les restes possibles de la division euclidienne de &2 par 7 sont: 0,1, 2el 4,
2) Le tablean ci-dessous ressor les resles possibles de fa division euclidienne de 2 + b? par 7, connaissant les restes
des divisions euclidiennes de a® et b? par 7.

B o0 .T%L he
0 0 1 2 1
T 1 2 3 5
2 2 3 4 B
=) 4 5 B 1

De ¢e iebleau, on déduit que les restes possibles de la division euchdianne da & + bfpar Tsont : 0, 1,2, 3.4, 5, 6.
Etsia®+b? = 0[] alors a2 = 0[7] ot b* =0[7].
Or d'aprés la question 1), ke cand d'un enfier relafif n'est divisbls par 7 que s et seulement i cet entier est divisitle par
7. Donc & =0[7] et b = 07]. 5 et seulement si, a =0{7] & b= 0.
Far canségquent, sl a2« b® = O[7], alors a 2 0[7] et b =S0{7].
Justifions que « a% + b? S0[7] » 5| et seulement si « af +b* 2 0[43] » -
5| gt +b?= 0[49), alors a?+ b2 =0[7] (car 7 divise 45)
Or ¢'aprits ce qui précide,
al+pl=0[f] = asl e b=0[M

=% a=Tketh=T7k ketk'apparenantd &

- a?=40%2 et bi=40k2 kelk apparienanta £

= at=0[49] of b= 0{4%

= &+ b2 = ([49].
D'od & + b2 = O[7], si et seulamen] si a? + b2 = 0[48],
3) Le certle de cantre O et de rayen 7 a pour équation ©x2 + 2 =48,
¥l+yl=dg =3 divisaxi+y? = Tdvisext+yl = Tdivisex ef Tdivisey.
Or si Mix , y) appariient au cercle de centre O etderayon T, alorsona: -TsxsTet -Tsys7,
D'ol x et y sent des multiples de 7 comgris entre -7 et 7 inclus.
Clest-a-dire x et y appartiennent & {-7, 0, 7).
Six=-T xt+y2=40 dancy=0
Six=0, E4yi=d40 dong !Ir:?gu}-—,:l'_
Six=7 x2+y'=40 alws y=0. .
Dol les points du carcle de centre O et de rayon 7 & coordonndes enidres sont :

A-7,0), B(D,-7), C0.7) & D7, 0).

. PR O e ——————
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— i *
) H=mpyx =210 +yx10? +yx10+x 1000+ 10y

Nous remarguons que 105 = 3x5x7 ¢l 3, 5 ol T sonl deus & doux preméers anbio ous,

Donc M est multipls de 105 si el seulement 58 3, 5 el T divisen! N,

M est divisibie par 5 5 el seulement si x appartient & {0, 5).

Six=0, onaN=11y,

3 dlwise N, donc 3 divise 110y, Or 3 et 110 sonl premiers enlre eux. D'oG 3 dvise .

7 divise N, don 7 divse 110y, Or 7 el 110 sonl premiers endre eux. D'od 7 divisa y.

On sail que y appartient & {0, 1, 2, 3.4, 5, 6, 7, B, 9} et y est divisible par 3 &l 7.

Dans cet ensemble y = 0 es! ka seuls valeur convenabile, Mors x=D0ely = (.

Six=5 onaM=35005+ 110y,

DOr 7 diviza 5005, donc 7 divise N gi et seulement si 7 divise y (car 7 et 110 sonl premigrs enire eux).
D'oliy=0 ouy=7. Donc N = 5005 ouM = 5775

3 ne divisa pas 5005, or 3 divise 5775. Dol 13 seuls valaur convenable de v est 7. Dans ca cas, N = 5775,
Finalement, e valeurs da x ety cherchées sonf: (x=0 of y=0) cu (x=5ety=T).

—dn
Za) M=nxymyx = xx 10 +yx 0 +2x10° + 22107 +yx104x.
Putsque 10 = -1[11], aloes 100 5(-1)7{11],
Dol M= ¢ y—z+2-y+x[11]. Clost-a-dire M 5 0[11]. D'od M est un mulliple da 11.

b} 35 =5x7 et 5 et 7 sont premiers enfre ux,
Dol M est divisible par 25 si el seulement si M ast divisibla par & etpar 7.
M est divisible par S doncx =0 cux=5

Six=0:M=10010y + 1100z
7 divise 10.010, donc 7 divise M i el seulement si 7 divise 1100z Or 7 at 1100 sond pramiers enlre eux.
Donc T divise M i el seulement & T divise z. Do z=0 ouz=7.

Le lecteur wérifiera que si(x, )= (0, 0) ou {x,z)=(0, 7], alors Mest muitiple de 35,
Six=5:M=300005 + 10010y + 1100z,

Or 10010 est divisitle par 7, alors M est divisibie par 7, 51 6t seulament si 7 dvise 500005+ 1100z
Dans fensemble (0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9), seule [a vakeur z = 5 sl telle que 7 divise 500005 + 1100z
DOn vernifie que powr le couple (x, 2) =15, 5, 35 dvise M.

O'oli M est multpie de 35 5i et seslement = (x, 2) apparsent & ({0, 0), (0, 7, (5., S}

ci3x=0 et z=0: abes M=y00y0.

M est divisible par d & el seulement 6i 0+ y + 0 + 0 + y + 0 esf divisitle par 3. C'est-d-dire 3 divise 2y,
Or 2 et 3 sonf premiers entre eux, alors y = 0f2). D'ol y appartient 4 {0, 3, 6, §).

Six=l0 et 227, glors M=yTTy0.

MZ0[3] & W+y=0[ < 2y=-23 < y=iff] <« yapparientd 2, 5 8).

Six=5 ot z=5 alors M= SyG0y5.

MZ0[E] <« 20+2y=0[] <« yappartienta [z, 5 8.

Ona 152 312], 182 =0012), 15 =3[12),
D'ed Sin=0, dors 1572 1[12]
5i n est pair et non nul, alors 15 =912,
Si n est impair, 15 = 3[12).
Or pour fout enter naturel non aul p, ona: 219 = 5{12] of 2= 112}
Dol sln=0, alors :
pour ps 0, on auwa 15 =210 =0, Dal 15~ 21p divisible par 12,
pour p# 0, onaura 157- 210 = 4]12).
&l n est pair ef non nul.
pour p=10, on aura 150 - 21p 2 8[12),
pour p#0, on sura 15" 210 = 0[12) {car 15" =9[12] et 21#= 912]),
5i n &5t impair,
pour p =0, onSufs 155 - 2e = 2121

e, Pagedd wnﬁf
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Chapitre & * Avithmdtigue
pourp#0,0naura 15 -210 2 612
Diod 13" -21% es! divisible par 12, si ef seulement si, in | P) = {0, 0) ou {n est pair et nen nul et g e nul).

1)a) Enoncé du théoréme de Gauss _

Sceent &, b et ¢ trois entiers relatifs,
ol a divise be et 3 et b premiers entre eux, alors a divisa .

b} Soitk el papparienanta M, avee 1 Sk<p— 1 et p premier, on a- Et-_——p'-- .
P kip—k)

pestpremier avac 1,2, 3, .. kdune partetavec 1, 2, .. p- kdautre parl {car les nombres 1, 2,
2, ..., p—k d'autre part sont infériewrs 3 p el p ext premeer). D'ol p ast premiar avec 152535
Txdx3x .. %{p—K) = (p - k)l. Par conséquent pgedip , kip -kl =1,

k. pip=1 K
r C,, =i et ('_,‘F est un enBer naturel, slors kl{p - k]! divise pip - 1)1
Comme en plus paed(p, k!p - ki) = 1, alors d'aprés b théordme da Gauss, kip - k) divise (p- 1)L

Danc _ﬂr—_ﬂll ES1 un entier natrel d.
klp — k)l

_ k
En conclusion, CP =pd , avec d enfier naturel. D'ol) p dwise C:

2) Notons P, |2 propnété - ¢ pdivisenf-n ».
Pourn=0.ona (#-0=0. Comme p divica 0. alars Fu &5t vraig,

Emmstrna. Pr vraie (c'est-3-dire p divise ne - n) peur un certain entier natured n, mentrons u'alors Pre Nest aussl (c'est-
a-dire p divise n + 1P = {n + 1)).

- | '
Ona (n+1° —(n+1) htc:nl_n_1=“p *FZC:“” f‘“—1=r'f'—ﬂ+tc:n“-
oy b=t

Exl

D'aprés [hypothése de racumence, p divise e—n (1),
. ] . k ;
[raprés |3 question 1)b), p divse Cp pour tout k entier natural compris entre 1 et p— 1, inclus.

=1
D'ai p divise t[::n" (2).

[

« W d'une part el 1,
Xk =k ef avec

-1
De (1] e1(2), on déduit que p divise P —n+tC:nr . Cest-d-dire p divise (n +1)f - {n+ 1),
=1

Lol pevs €5t vraie. Et finalement, pour tout enier naturel n, p diviss ne - n.
3) O'aprés la quesion 2), p divise nP—n.
Orn®=n= n[nf-1= 1) & p et n st premiers entre eux, als p divise pp-1-1,
4) Sait n entier naturel, p et q dewx entiers premiers entre eus 1els gue pg et n SOIENt pramians entre e

| Supposans p el n non pramiers entre eux, alors 1 exsie d, entiar striztement supérieur 4 1 ted gue d divise p et d divise
N Adors d divise pg et d divise n. Alers po et n ne seraient pas premiers enlre aux.
Ce qui est contraire & Mypothése pq et n sont premiers entre 24 ; donc p et n sont premisrs ente e, ,
On montre de méme quea q &t n sant premiers enfra e :
Finalement, p et n d'une part, g etn d'autre part sont premiers enfre eux.
Ona nlp=THe-0 -1 = [pp-Tp=1_1 = (na-1p-1-1,
Comme p ed n sont premiers entre ew, alors pel n3- ! sonl premiers enfre gux,
Eldaprés |2 question précédente, on peut conclure que p divise [ne-1)a-1=1.
Deméme, g et n sont premiars entre eux, donc 4 et 1™ -1 sont premiers entre eux.
Alors g divisa (e -1a-1- 1,
P el qdivisent nie-"He=11— 1 el p et g sont premmiers ente eux, doll pg divise nia=1a=1 _ 1, |

1) On cansidére [ propriété Pr: « Ma de coordonnéas (n Yo} @5t 50T b drgibe (D) = 2x - y—5=0»,

—_—————— s PAOUE
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Pour n=0 rithmétigue

Suﬂpu&méﬁ:wiiztg;; 1, done 2}:1: ~ Yo =3=0. D'oli Py g2t vraie,

o un certain entier natyral k, monfrans alors que Pis g5t wraie, cest-d-dire gus M 3xa
T

o ]

récurrence). D'od P est vwraie.

D'clt pour tout entier naturel n, les poi - - s
: : €5 paints M. de coordonnées (X, ; y») sont sur [a droite (D) d'équation: 24 - _-
2) Soit n entier naturel, Ma appartient 4 z roils (D), alors 2 -y - & = 0. Donc s = 2t - 5. L

=5=2H =Yy =50 (Fapres Mypongs,

ol B
Or par définition, x,,., =< +-:—1,rn +1, alors en remplagant yy par 58 valeur 2% — 5, 0N 8 Xaw= 2xr 1,

3) » Montrons par récurrance que pour tout entir naturel n, x. est un entier relatif.

Considérons la propriété Qs « % est un entier relatif ».

Par définifion, xu = 3, alors xe est entier relatf, donc Qg est vrale.

Supposons Ch vrale pour un entier natursl k, aiors x est un entier relatif, donc 2x est un entier refatif, denc 2e- 1
un entier relafif. C'est-a-dire xe esl un entier relafif,

D'ol Che et vraie. Finalement, pour tout entier naturel n, xn est un enber relatif,

e ['zpres la question 1), on a ya = 23, - 5,

Ainsi puisque x, est un enbier relatif, alors y. et auss un enber ralafif,

4)a) Supposcns que %, est divisible par 5, alors 5 divise 2w, - 5, donc 5 divise ya.

DonG 5i % esl dwvisible par 5 alors yn est divisible par 3.
- Réciproquement, SUPPDSONS que Y. 85t divisible par 3.

Alors 5 divise ye + 5, c'est-a-dire 5 divise 2x. Or 5 et 2 sont premiers entre eus, alors daprés |e théoreme de Gauss !
divise x.. Dong si yn est divisible par 5 alars x, 25! divisible par 5.

Finalement, %, est divisible par 5 5 et seulement & v, est divisible par 5.

b) Supposons que %» el y» ne sont pas divisiales par 3. .

Soit d = pgcdia, ya). d divise xn et d divise s, abors d divise 2xn— yn, done d divise 5 (car d'aprés 3 question 1,
2%a-ya=5), Doncd = 1oud=5 Or xety ne sont pas dvisibles par 5, slors d=1.

Donc i % &t ya ne sont pas divisibles par 5, akrs ils sont premiers enire Bux,

5)a) %o = 3 (par définition) ef 2' +1=3 Doncxs =295 +14,

Supposons que X =24+ + 1, pour un certain entier naturel k, :

Or d'aprés la question 2), % = 26— 1, 8ors e = 220 14 1) =12 24241,

Finalemment, powr tout entier naturedn, ona @ X, = oL,

b) Soit n enfier naturel, on @ X = 20 T2* + 1. _
Or 2= 1[5], alors 2n* 124 = 20+ 1[5], dong 20+ 1x24 + 1 =201 +1[3], S0it Kews = Kal3].
On en déduit qua K 8t % ont le méme reste dans la division euclidienne par 5.
Par conséquent, 5 divise xn i of seuiament s 5 divise Xeu e
€} D'Epsfgs la question précédente, les restes de la divisien suclidiznne da % par 5 formant une swle périodqu
période 4. _ .
Orxp=3, xi=5 xx=9 el a= 1?.Mnrsxnasﬂdivlafhlepaiﬁsl_el seulu!mr!l sin=4k+ 1.
Or d'aprés la question 4)a), % est divisible par 5 si et seulement 5 Y- ast divisible par 5, alors xn &l yn &
5 gl ef seulement sin = dk + 1, avec k enfier naturel.

g ¢

ool divisibks P

1) pged(12, 5) = 1, alors Iquation 12x— 5y = 3 admet des soilitions,

Remarquons que 124 — 5x8 = 3. Alors,

126-5y =1 e 12x-Sy=1204-58 e 12x-4)=5ly-9=0

Finalement, on a : 12(x - 5) = Sy - £)

De catte demiére aqalité, on peut dire que 12 divise 5y - 9) et § divise 12(x - 4). ok - ot dwlsﬂi'f‘
Or 12 et 5 sont premiers entre euy, Sors d'aprés le théoréme de Gauss, on dit que :

Dol 12{x - 4) = 5(y-9) i;=%i=k.nﬁheslmmwmatir.
& x:5k+det',r=12ﬁ+9hémnlunml'ﬂrrelatif.

Vérification : Soil k un entier relafif, 12{5k+4)=5(12k + 8 = 3.

— Pagefté ;ﬁ——“"’iﬁ/.
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Dol Fensemble solubon est 1 5 = {5k + 4, 12k + 9) ; k apparienantd Z ).
|2 20

2)a) On consedira la propridlé Pa: ez, =&[2 1y,

HE S

D'aprés Ménoncé, cna 2o =i, or € =@ =|=24. Donc Py est vraie,

a7 Sk+liw
Suppasons Py vraie pour un certain enter naturel k, monlions qu'alors Py estviale, cest-d-die 2, = e{i Lo
n  Ska

En effat, D'aprés Ihypothése de récurrence, ona z,t=|!L'[E " ].ﬂm::

y {m Gkx g L= x Sk+ilpx
. . a 1105 % — e -
Byt = -£+-Izn=—£+—l-e{" “l=et xe'[* ‘Lif ’ ].ﬂ'ﬂl'.lF'mestmie.
£ i 2 2}
o)
Finalement, pour fout entier naturel n, z, —g'? &
e
b) En effet, Mn est sur la demi droite [Ox) < z,=e'%? * /apparfantd [0, +=f.
= %1—%:1&“ ol m sl un entier relatf
< 12m-5n=3.

e m=5k+4etn=12k + 9, kdans Z (dapres | guestion précédente).
Naotons, que, 12k + 9= 0 si et seulement si k =0 {car k est un entier)
Or n est un entier naturel, donc n= 12k + 9, ol k est un enfier naturel,
L'ensemble des enfiers naturels n pour lesgueds M. est sur la demi droile [Ox) est Fensembla des enfiers n qui s'scrivent
gous 1a forme 1 n = 12k + 9 ol & estun enfier naturel,

1) p étant premier, les diviseurs positifs de p? sant: 1, p, pi,pietp!. DoneS=1sp+pd+pdepf
2)Ona:45—(2pt +p)P=3p7 + dp + 4 >0, carp > 2. Donc [2p? + pJi < 45
45— (2ptepe2fi=-Gpt<l carp>2 ConcdS <(3p? +p+ 22
De ce qui pricéde, on a; (2p? + pf <45 < (2p? +p+ 212
3)a) Sl S=r?, alors ; (2p7 + pf <45 < [2p* +p + 27, Ceat-g-dire (2p? + pj? < 4n? < (2p? & p + 2)2,

¢ 2
Dong fm%{n{y%ﬁ_—-

n'est donc pas un entier.

. 2 +p
Or p étant un nombre pramier plus grand que 2, alors p et 2p2 + p sonl impairs, 5

2 . ;
: p +B+E_2P?+F|'=-| o 2l";'l:'_ non entier alors il existe un entier natured n et un seul el que
2 £

2nf 4p+2
o
Donc i exdste un entier naturel n et un seul tel que (2p? +pj2 < 45 fﬂli!p{* p+2)7 aecSe=nl
b) Puisgue p est impair, alors 2p +p &t ZpP tp 2 sont nombres impairs conséoulis.
ERZp? + p + 1 estun entier natwrel pair comprs entre 2t tpet2pl+p e,

: 24 I’ 4+p+2
M@mlmmllmmﬁﬂnﬂgpz pet 5 .
. 2p% +p+1
Gomme d'aprés la question précédente il exisle un seul tel entier qui est n, alors r,—_-._E— ;
. , 2% +p+1
£) D'agrds la question 2), on a 45 = dn?, Or d'aprés la question 3jb), ona; n= 5 ;

e ——— PGS ] ———
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On peut alors éorire 14 + dp + dpd + dpt+ dpi = [2pd + p + 112,
Ce qui équivaul aprés avor développs el simpliié a: 3 +2p-p?= 0,
d) Ceci revient & résoudre F'équation : 3 + 2p - p* = 0. Qui a pour solutions - -1 et 3,

Or p est posilif, alorsp= 3.
)
Comme |'|=?I:I-|_TFI.|-'1 gtp=3, alors ﬂ=&;3+—!=11.

A1) Notons que tout nombre a la meme panle gue son carmé, ‘

Supposons a el b de méme parite, alors a? et b? ont la méme parité. Comma Ia différence de deus ombie de s

parité est paire, alors a? - b? est pair. C'est-a-dire N est pair. Ce qui est contraire & "énoncé qui dit que N est |r:;’

D'ol a et b r'ont pas la méme parilé, :
2)N=a'-b?=(a-b{fa+b). Posonsp=a-betgq=a+b.

Fussque a et b sont des ertiers nalurels, alors q = a + b est un entier naturel et 2 - b est un entier refatf

Nolons que N est un enfier naturel, donc N est positif, Or a + b est positf, donc le signe de N est celuide s —1
Done a— b est positif. Donc p est aussi un entier naturel, '

Par consequent, N est un produit de deux entiers naturels petg.
3) Comme @ et b sont de parités contraires, alors p et q sont impairs.
B)1ja) Dressons un tableau donnant les restes de X et X2 modulo § :

RestesdeX J O |1 ]2]aflals|[e][7]8
RestesdeXt' | 0 |1 |alaol7|7]o]4]1
b) Les restes possibles de a? - 250 507 modulo 9 :

{:n;nma at - 230 507 = b2, alors d'aprés la question B)1)a), les restes possibles de a? - 250 507 modulo 9 son) - ; :
el

Restes possibles de a? modulo 3 :

Lomme a* = b* + 205 507, alors les restas possibles de &7 sonl 1, 2,5 et 8. Or d'aprés la question Bi1)a), les restes
passibles module 9 d'un carré sort 0, 1, & el 7. Alors ke reste de a2 modulo 9 est 1.

¢) D'aorés la question B)1)a). les nombres dont les carrés ond pour reste 1 modulo 9 ont pour restes 1 ou B modub §
Alors comme a? a pour resta 1 modulo 9, alors les restes possibles modulo 9 de a sont 1 at B,

Z) Justifions que si le coupla (a , b) varifia (E], alors a 2 501 :

Supposons que {a , b) est solutfion de (E), alors on @ a2 — 250 507 = 0. Danc a? = 250 507. Donca 2 501,
Mentrons qu'il n'existe pas de couple solution de (E) da la forme (501, b) :

Supposons qu'll existe un tel couple. Alors on a 5012 - 250507 = b2, Clest-a-dire b? = 484, Ce qui estimpossibie c -
rest pas un camé parfait. Donc b n'existe pas. Donc i n'existe pas de couple (501 | b) solutlon de (E}.

3)a) Notons quion a - a = 1]9] ¢u bien a = B[3].

Or on a 503 = 8[9] et 505 = 1(8], 2lors a esl r_'nngr:,-ial 505 ou i 503 maodkdo 3.

b) Le couple (505 + 9% , b) est solution de (E) signifie (303 + )? - 230 507 = b7 —
Pour k =0, on a ; 5052 — 250 507 = b, C'est-a-dire 4518 = b?. Ce qui est impossibie car 4518 mest pas un cars parts
Pour k=1, 0n 3 5142 - 250 507 = b2, Clesta-dire 13689 = b7, Ce qui équivauta b = 117.

Le couple solution comespondant est (514, 17).

ion 98
'l a1y le nombre de pénodes effecluees rgwmwenl par AetB enha:Ju el .ll.E
On a Jy = Jo = 1050 8t Jy = [Jo + 6) = B1v. C'egt-g-dirg Ji=Jo = 14:'_51,1 el s F-JI:-_— B1v + 6.
On en déduit que 1050 = Blv + 6. C'est-A-dire 1050 - Biv = 6. Sait Iu-2Tv=2.
Finalament, b eouple (U, v} @st solulion de I'GBquaton (Ei).
2)a) En utlisant I'aigonthme d'Euclide, ona :

18 = 771 + B dol 1=3=-2n1

s a =3-(8- 31
=.H ¥+ ix

Mot e

-10=8 + Jx27.
A0(35 - 27x1) + 3=27
-10%35 - 27={-13)

— - ] ﬂ———-"ﬁ#

|
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R e R = |

[.'J.Iﬂ'ﬂl'ﬂ & : Arithinétigue
D'od le couple (10, -13) est une solulion particubére da F'équation (Ea).
b} Pulsgue 0=35 = 2T={-11) = 1, alors -20=35 - 27x(-26) = 2.
Ainsi, le couple (20, -26) esl une solulion de I'équation [E1).
¢) On a d'abord : 35%(-20) - 27%(-26) = 2
Ensuibe, (x, ¥) sodution de (E1) = - My=2
= 35x = 2Ty = 35a(-20) - 27x{-26)
= I5{x + 20) = 27|y » 26).
Abors 35 divise 27y + 26) el 27 divise 35(x + 20).
Or 35 et 27 sont premiars entre eux, alors d'aprés le thécréme de Gauss, 35 divise (y + 25) el 27 divise [x + 20),

Do) 35(x + 20) = 27y + 260 > 1 axiste un entier ralatifk 1ol que ’“E':” * *';:E

=k.
= (=27k-20 el y =35k- 26,
Verification : Soit & un entier retalif, 3527k - 20) - 27(35k - 26) = 2.
D'ou les couples solufions de l'équation (Eq) sont les couples (37k — 20, 35k - 26} ; k apparenanta Z .

d) Le couple (U, v} parmetiant de déterminer Ji es! e couple |u , v) de plus petits entiers naturels soluon de (E1).

Or 2k-2020 < kz% et 35k—-26>0 &Hg%.Laplmpeﬁlewlarpnmftﬂdztesﬂdmch1-

Mdmmh%d&dﬁ (u,w)={7, 9). Eldong Jy = Jo + 10557 = Jp+ T35
3)a) Le nombre de jours qu se sont &coulés est Jy = Jo = T35 jours.

b} Remarguans que 735 = 7x105, Donc ke jour Ji arive exacternent 105 semaines plus tard. Soit un mardi auss,
Puisque nous scmmes le 7 décembre. il reste 24 jours pour finir Fannae 1990,

L'année 2000 étant bissextle, elle a 386 jours. Ansi, au 31 décembre 2000, an aura passé 24 + 365 = 30 jours aprés

e jour Ju. Il nous reste done 735 - 390 = 345 jours pour atleindre le jour Ji. Soit 20 jours avant le 31 décembre 2001.
On sara alars k2 11 décembee 2001 ;

Finalement, La date du jour Jy sera le mardi 11 décembre 2001,

c) Si lastronome mangque co fubur rendez-vous, Il devra astendre le rendez-vous qui sull et qui corespond & La valeur
k=2 doncau=34etaujurJz= Jp # 105434 = Jg + 3570, Soit 2570 jours aprés |e jour Jo.
C'est-g-dire 3570 - 735 = 2835 jours aprés e jour Ji.

. PR ] o ——
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C) GEOMETRIE DANS LESPACE

RAPPEL DU COURS

A. Rappels sur ley angley ovientéy div plawy

As - Angles orlentés et cercle

a) Théaréme fondamental :
Etant donné un cercle (C) de cantre O al deux poinls A el B de (C).

Four fout point M de (C), on 2 : mes(OA DE) = 2mes(MA& MB|{2r]

b} Condltion de cocychicilé de quatre polnts :
Soit A, B, C el D quatre points non alignés.

A, B, C e1D sont cocychques sl et seulament si, mes|CA CB) = mes(DA, IIIB]|-:]
Remarqus ;

—

i 'l"l'f 'l.l.hl' e

Aimsi, de fagon gendrale, nre|CA,CHY= rnes] DA .1'.2';5-:!:'.'.] st of serlemicnd 51 fes polmis A, B, C et 1) sant

rrcychignes ool alimnds,

Ay = Angles orientés et lignes de niveau

a) Ensamble des points M du plan tels que mesiid MB) = :.[!w] ol o appartient 4 .=, =)
Soit Ael B deux points distincis du plan.

® Lnsemée des points M du plan tels que mes(MA.ME) = 0{27)] estla droite (AH) privée du segment (48]

——

= Lensembie des pants M du plan tels que mesiMA MB) = (27| st e segment [AB] privé des pointz A &t B

® Lensemiie des points M cu plan tels qua mes(VA M) = o|2+) (of o est différent da 0 ot %) o5l U arc de carcls
IC) de corde [AB], privé des polnds A el B,

Le cenire de ce cercle est Ie point de renconire de |5 midiatrice du segment |AB) et fa perpendicubaire en A de la dem
droile [AT) ; 00 T est un point tel que Mes[_]’ fB)=n

EEFTI-HFI]UEI s Kodl O nim podend v plan fef qre Mes

LI A L M) = oy ek are de cercle st i rre dy cercle clirconser! au
e s pwints A of B,

triguple ABC, d'cxirdmités A of I, comterant C,

b} Ensemible des points M du plan tels que mas(MA , MB

MB) = I‘T] ol o appartient 3 J-x,
ooil A el B deux poinds distines du plan. i

* L'ensembie des paints M du pran lels qua mﬁ[hﬁﬂi ME) = [11, estla droite [AB) privée des points A ef B.
* L'ensemble des poins M du plan fels que mies{MA , M_ Bl=zn |-n (ol o est différant de 0 et =) est un cerde {C)
assant par A et 8, privé des points A &t B,

——

Il"':""'m":ll-"'-‘ Solt € wn poiut dv plan el gue MesiCA H) =

0 oot ensemble est fo cercle circonserit au trfangle AFG
rivd des painis A ¢ i,

_-—__— P N e ——

—— d
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Chapitre 9 : Gémndirie dany I"espures

Dans toute la suite, E désigne Vespace (affine) et W son espace vectoriel aszocis.
B. Leproduit scalaire dans Vespace:
By - Expressions du produit scalaire

Soit O et ¥ deus vecteurs de W, Le produit scalsine da © & 7 eet le réel noté U-V et défink comme suit©
* S et ¥ sontnonnus, slors -7 = il |7 cos(d, 7)
#  Sidouw estnul alors §-¥=0

Soit A, B et C irois poinis disfincts de 'espace E.
s AB-AC=ABxACxcosBAD

AB-AC = ABxAH , ol H est e projete arthogonal de C surla droite (AR).

Lpe— 2 ol
5 ;.,B.AE=H_E.HS—3E__

Suppasons lespace E muni d'un repére arhonormé,
= Soit Gix,y,2)et ¥{x,y,2)deux vacleurs de lespace vectoriel W.
iV=x'ty'+a e [i]=Jd+ @ +2
= Soll Afxa, ya, Za) et B(xe, ya, zn) deus points de l'espace E.

AB= /(g ~ s 12 +lyg —y )2 + (2 — 2,
Remargques ;

Seit A ef B devs points de E,ona : AR = 1__'“':: | = AR = AR. AR .

Soft i of ¥ deux reclienrs mon i,

® i -V =0 & el seelenreal 5 G el ¥ sopf orhopoua.

® I]ﬁ]:ﬂ Si ol senfevrent 55 0 = 0 .

Bz - Equations et représentations paramétrigues de plans et de droites

4] Le plan

® SaitA un point de E at T un vectéeur non nul de W,

LU'ensemble des points M de l'espace lels que AT =0 estle plan passant par A e doat un vectew nommal ast §
= |'espace E éant muni d'un repére.

L'ansemble des points Mix , y, 2) de Tespace tels que ax + by +cz+d =0 favec{a, b, c)= (0, 0, 0 J} estun plan F
L'égalité ax + by + cz + d = { est appelée une dguabion cartesienne de P dans ie repére donné.

Sl le repére st orthonormé, alors un vecteur normal de P esl dia,b,e).

= SollAunpoint de E, U et ¥ deux vecleurs non colingaires de W,

L'ensemble des peints M de l'espace E tels qu'il exists daux réels a et b virfiant AM= a7l +b% |, 25l e slan passant
par A, o vecteurs direcleurs 0 et ¥,

® L'espace élanl muni d'un repere,

Xm ka4 k'a's xp
L'ensemble des points M{x , y , 2} da lespace tals qu'il exisle deux réals ket k' vérifiant {y = kb + k's'+ y, (o0
Z=ke+K'c'+ I

(a,b.e)=(0,0,0)etfa b, c)=0,0,0)) estleplan P passant par Alxs. w . 20) of de veclewrs direciewrs
ufa b, ejet ¥, b, )

Le systéme ci-dessus est une représentafion paramélrique du plan P dans le repére donné.
b) La dreite :

. VAR e —————
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Chapitre 9 2 (rfpelnie dans i espace

sacieur non nul de W

nide Eet un !
o SR PN E tals quil existe

L'ensemble des paints M de lespace

vecteur directeur -
o Liespace élantmun dun repére. t=Kasy,
i il ‘EﬂiEtE un f‘éﬁjkmﬂﬂl ¥ = kb +
\ ints Mx , .z]dalespamlehq“ ¥
L'ensemble des points M{X..¥ Z=Ket z,

par Al . ¥0 4 ;) et dont un vecleur directeur est "
' b gy

o réel a vérfiant AM =ail | et adrotg

45ary

ol

i l
(a,b,g={0.0.0)es '“m'hnﬂn paramétiqua de la droite D dans le repére donn

gslung k
hﬂ‘;ﬁ_ﬁﬁnﬂlﬁmﬂﬁﬁﬁpmw awair BRE dguarion de la forme 2% + by +cz+d=0.
L "

B - Distance d'un point a un plan

L'gspace #an muni d'un regére of ikl T —_—
' dant uatiune.stanhw:z*d—ﬂel X, ¥ poin
it P le plan dont une & laxy + byg + c2p + d|

doands rls formule : d{A,F) =
La destance de A4 P est =] a? 4 bl 4+ g2

B, - La sphire

1) Définktion : . .
Snﬂhunpulr{-ﬁaEetHunréﬂmwﬁﬂtpn‘sml
. L'ans.ernhladnspnlrﬁshldefns-paﬂEEtahmAH=HE|5TIE| sphére de centre A el de rayon R,
«  Lonsamble des points M de lespace E 18l € s AM < F et la boule de centre A &t da ravon R,

Remargue

B } et iz _'||:,-||| Cre de dicnwréire .l’.-‘n.ﬁ'.’.

L ensemble des points M de Pespace E fefs que AN -5

b) Intersection d'une sphére et d'un plan;
Soit S la sphére de cenire A &1 rayon d& R et P un plan, Notons d la distance de AaP.

» 5id>R, akrs 5 el F ne s rencantrant pas.
s Sid=R. alors 5 el P serencontrent en un sewl point B. P ast alors tangent & Sen B.

e Sid<R, alors P coupe § sulvent un cercle d cenire H, projeté orthaganal ds A sur P et de rayon r=R” =&

&) Equation d'une sphére :

L'espace dtant muni dun rapére orthonomeé. o

L'snsemble des points M{x, ¥ 7) de E tels que (x—a|2 + (y b + (z— ¢}t =R?, ol R es un réel stricternent postl. =
la sphére 5 da centra A{a b, ¢) &1 da rayon FL 1]

Lgalié (<~ afi + (y - 5§7 * (2~ € = ¥ ast une dquation cartésienne de fa sphére S.

fiiim fﬂﬁil'&"&m’e';ﬁ?m";"’”'”‘ quex?+yt ezl axsby+cz+d=0:

L'ensembsie des poinds M(x, v, ) de l'espace lals 3 ) e, sol U0
singlelon, sail Iensemble vide. QUB N+ Y4 32 4 ax # by + ez 4 d = 0 st - soit une s

Bs=Le céine et le eylindre de révohution
a) Le cylindre ;
Soit (D) une drede ca Fespace e B un réel sirictement pesit

Le cylindre dame (0] ef derayon R est ) : _
désigne la distance de M 3 m‘u}_mm des points M de lespace tels que < d[M, (D)) = R &

b) Le cione
Soil (0) et () deux drofles de lespace, sécanles an —
Sait B un point o2 (L) autre que A et C le projess erthogonal dn.B sur (), Fangle BAC a e mesuré 200

e e
Page 72
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Clhapitre 9 : Gémndirie duns I'expaie

Le ene de sommet A, d'axe (D) et de géndratrica (D) est I'ensemble des points M de l'espace lels que - MH = AHiand
ol H est le projesé orthogaonal de M sur (D), 8 est Is deri angle au sommet A du céne. & o I

C. Le bowycentre

Ci - Théoréme et définition

Solt (A1, @), (A2, @), ..., (Aa, @), n points pondérés etm=as +ay 4 . . +a,
Sim= 0, alorsil exste wn point G &l un seul tel que ;1E,'_.n,1'_|.3!:3_,5,2'+___ +8,GA_ ol
Le point G st la barycentre des points pondérds (As ), (Be, @) .., A0, &)

En parficulier. sia:= 33 = . =& ), alors G est apps antre des points Ar, Az, .. . A

Hemarque : §i & est e baryeenire de trois proirets mow (A &), (B ,B) et (C , ¢), afors les pofnis A, 8, C ef G son/

caplanairres.

Cz - Propriétés

* On peul parmuter lordre des points pondérss d'un gystérme, son barycenire ne change pas.
* On peot muttiplier ou diviser les coefficients des points pondérés d'un systéme par un méme réel non nul, son

barycentre ne change pas,
e On peut subdmiser un systéme en de sous-systémes de masses totales non nulles, Le barycenire du systéme inifal

est |2 barycentre des barycentres des sous-systémes, affectés de leurs masses totales.
Ci— Coordonnées du barycentre
L'espace étant muni d'un repére (07, k)

Soil G b2 barycantre des points pondérds (A&, &), (A, 82l . . (A | an) .
Nodons Xz, ¥, Zo) les coordonnées de G, (x, v, 2] bes coordonndes de &, avec 1<i<n.

Ona j;G 2 dqly +a=x? -+ an:fn, I 7 = Ay +ai!'!i —._—aﬂﬁl',l : ':G L -Hl.-l.'q +EEI? + .- +EI'I'!I‘|I
dy +3; + .ty 8y +83 +.. 18, 8y B3 + e By
C4 = Caractérisation du plan et de la droite
a) La droite ;

S0t A et B dewx points disfincts de fespace,

» Ladmite (AB) est Fensemble des barvcantres des points A ef B,
® Lesapment [AB] es! 'ensamble des barycenires de A et B affectés da coefficienis de méme signe.

b) Le plan :

S0l A, B et C trois points non alignes de Mespace.

® La plan (ABC) est "ensembie des barycenires des points & Bel C

» |'inbériaur du triangle ABC est l'ensemble des baryeenires des points A, B et C afiaciés da coefficients de méme

signe,
D. Leproduit vectoriel
Dy - orientation de lespace

Les bases de I'espace peuvent &lre raparties en deux groupes -
1) Le groupe forme des bases dond les vecleurs raspeciant [a régle du bonhomme d'Ampére.
b} E! = groupe formé des bases dont les vecieurs ne fa respectent pas.

R T [ B —
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{ hapurre ¥ L L gl eapinee

& deun Groupes dn bases gl Choisiriun camme eLant formé des, ¢
amies Bes bases indirecies ou da sens négall, ""‘\
dies diecles el coles du groupt b) serent diles indee,,

i ,E] esl directe {resp, ing o

Omenier [espace. ¢'es! stnguer (0
posit oy drect Les autres seront donc |
Par comantan les bases du groups a) seroal i
soci) lorsque 1 base (1.

Lo repdme (O 1, 1. K) estol dred (resp il
Remarques :
o Lesbaws (7 . ] k), (ki J) ot (),

¥ i) onile mente SEIrs.
alors son sens change.
am nil, alors son sens clrange,

crenrs d"nme Dase,

® 5i on permule fey poyiioms de denx vee

slie mm vecienr d wnr base par un pee] mepally A

D, - Le produit vecloriel

Gt T ot ¥ deux vactsurs de [espace.
Le prodult vectonel de U el v estle yecleur poté A Y défni

o SilelV sontcoindaies aorsinV=10.
= Siil el § sontnon colindares,alors GAV=
llorsque 0 = AB &t ¥ = AC Jet fi estlevecteur unitaire orthogonal & U @1 V ‘el que (1.7 7 o

comme sult :

[6]= [} sin oA , oir e est la mesure de Iz, g7

une base diecle.

7 .k une base orthonarmée direcie de Pespace :

r'—‘]l' _r-'-.-'i_-i_

® AT el un vectenr orthogenal 3 @ e d ¥
s §i 7 et 7 sont non calinégines, alors (4 VAT estane dase directe.

o T T TR TN haze orifionormide directe,

=i

e 5i 5 of T sonf uniaires elorthogonaus, alors (4

e Si (i . ¥ . W) estowe base orthomormée de letpace, alorsona: w = I AV ok b= —HOeE

W= i AT lersque (§ ,¥ . W} ext nne bose arthonarmée direcie of W = —if A ¥ lorsque (i@ ¥ w] &

anr base orifeonormés indirecte.

D; - Propriétés algébriques du produit vectorial

ol G, Vel W trois veciewrs de 'espace, kun nombre reel.
L] E.-".;-——;.l"-l-l.
{l-.ﬁ].rxi.l'-_ﬁn:ﬂ]-ahﬁ.ﬁ?}.
« (I+V)aAW=T0AW+VAW &l iA(F+E)=TATETAW.

0: - Coordonnées du prodult vectoriel

L espace vectorel élanl muni d'une base afthanomés deects
Soit U et ¥ de coordonnées respactivas [x ¥ zlel (x' .y . 7).

¥ r]z:';;-
.?..-i-l ','P'

X x
0y - Utilisations du produit vectoriel

G 7 @pour coordonnées

a) Colingarité et alignemen :
o Deuxvecteurs U &t ¥ soni colindaires siel sedementsl T A T = 0

R ——— Page 74
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X

E'l':r.lEI‘M': ¥ = Gidomitrie dans {"expinry R—

» Troig ponts A, B 8t G sonl allgnés si et seulement i, ABA AC = 0

b) Caractérisation du plan :
Soil P le plan passant par un point A ef de vecleurs direcleurs 0 & 7.

# Unvecteur normalduplan Past: oA v .
e Le pian P est donc 'ensemble des points M de Fespace tels qua: AM- (3 A7) =0,

» Oualra points A, B, C et D de 'espaca sofit coplanaires s et seulement si AD tﬁ"" E] o

¢} Position relative do plans et droites dans |'espace ;
Position relative de deux droites :
Soit (D) et (D) deux droiles de vectewrs direcieurs respectifs § of 7
o (D) estparabéle & (D) siet seulement & T A ¥ = §
= (D) estorhogonale a {0°) si et seulement i §-% =0
Posilien relative de deux plans :
Soit {P) et (F") deux plans de vecleurs normaux respectits 7§ et .
s« (P)et (P} sont paraliéles i ot seulement si T A n = 0
* [F)et(P)sont perpendiculaires si et seulament si -n'= 0.
» [P} et(F) sont sécants siat seulements A ARt 0.
Dans cs cas, (F) et (P) sont sécants suivant une droite dont un vecteur directaur est 7 A R° .
Posilion relative d'une droite et d'un plan :
Sait (0) une drodte de vecleur directeur § e {P) un plan dont un veclewr nosmal est 7 |
« (D) est paraliéle & (P) si of soulemantsi T.8 =0 .

= (D} et (P) sont perpendiculaires si et seulement st A 0 = 0

d] Distance d'un point & une droite - distance d'un point & un plan :
»  Soil (D) la droite passant par un point A of de veciew direcleur .

La distance d{Mo , (D)) de (D) & un point Mo de l'espace est donnée par: d(M, (D)) = "

= Soit [P) le plan passant par un point A ef de directeurs T o ¥ (de vesteur normal 7 ).
La distance d{Mp , (F)) d'un point Mo au plan (P} es! donnde par :

WigA - (i A 7)) [ -
d[Mu{FH=W oy df”n,fp]‘]= Hﬁ" ;

&) Calcul d'aires et de volumes :
*  |aire d'un tiangle ABC est : Aire(ABC) = %x "ﬁﬁ. E[r

*  L'aire d'un parallélogramme ABCO est: Alre(ABCD) = Hﬁ A EE'.
*  Levelume d'un téfraédre ABCD est: volume({ABCD) = %x].ﬁ (AR A E}| .

* Levolume dun pavé (paralléliépipéce) ABCOFGHI est: volume{ABCDFGHI) = iFF-qEn AGH|.

 ——————i L A
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Chapitre ¥ £ G ﬁuuﬂ.ru s I'egpuace

EXERCICES “PoUR COMPRENDRE LE COURS

4. Dany le plarv

1 - Calculer le produit scalaire

Exercice 1
ABC st un Tiangle équilatéral direct de cité 2, d'un plan P,

1) Calculer de 3 fagons le produit scalaie AB-AC -

21 Canstruire le point D el cue AD =268 3AC, Calculer 13 dslance AD.

3} On considére le point O misieu de [A8]. Soit | ~DB el j=a0C, ol o estun réel snctement posii

a) Déterminer a pour que le repére (O i, ]} soitorthonorme.
b} Déterminer les coordonnées des points O, A, BetC dans o repére.
c) Calculer alors |e procuil scalare AB- AT .

Solution 1
1) 4+ méthode _ AB . AC = HEHE'CHME AC)
Or ABC est un trangle équiatéral direct, alors mes(AB, E]ag[?n]. Donc AB.AC =E':-:Ems§=2

2* méthode :
Skt H Je projeté orthogonal de B sur la droite [AC). Ona: AB. AC = AHxAC .

H est le mieu de [AC] donc M:%Aﬂ.wr-mméwﬁﬂ. AE-AE=EAEE =2,
3* melhode :

n‘a’-aT::%mI+Ar:*-ac33=%{zz+z'-’-2’}=z.

2} AD? _ AT = (288 - 3AC = #4482 + 9ACT —12RB . AC=4x 2" +9x 2’ —12x2=28.

Finalemeni, AD = =247 .
3)a) [O £) étant la médiatrice de |AB], {OC) est perpendicuiaie & (C8).

Dol 1 estorthogenal T
{0 1. ]) est alors un repére arthonarmé si et seulement s I':'||= “]i: §.

&ma"il:ﬂﬂ.-fe’rIII=|&|DE:-:LDE. 2

i . . 1
Or en dedust que, I|H=1 si et seulement si o sﬁ !

Mais, OC = El::z_—B:E’ EE Dol OE—%EE V3 eta—%:ﬂ_
3 3
h}{jasﬂlmgﬂad.uepére dﬂuﬂapuwmu'dﬂmé-esu,n a).
{j,ﬂl_—DE-——l d'ol Aa pour coordonnées {-1, 0L OB=1 thleapm.rl::mrdnn
EEA_J — .J3] , d'odi C a pour coordonnées (0, ,ﬂ
(W]

¢} Ona: AB apuurwdﬂméﬁ{d O)et AC a pour coordannéss {1, J).
finsi. ABAC= 2:4:1+D:-c-.-'3 =2

F Page 76
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e % Géumdirie dans Iespivige

2
On considére n reclangle ABCD da cblés AD = a el AD = 32,820

- iy i
Soit | le point défini par DI=-DC et J le miieu da [BC). Délerminer une mesure do fangle (A

m,m=[ru+-§n“c][ﬁ+%a—c‘]=[rn+§ra]

AE+-A{]} —ADE - iap? a2 2y 139
N 2 =2 3.."i.E Eﬂ -I-alfh e 2;
Or AlLAJ= Alx Adx cosiAd.
Pour calculer les distances Al et A, on ullisera le théoréme de Pythagora
z
Onaura AR =a® +42° =52 of A2 —0a? _}.3_:3?32 :
d

4
e 13a*
Finglernent, cosiAd = AlAJ . 13./185 .
Alx Ad a7 185
a 5::;—:? -3

Une valeur approchée de I mesure de langle 1AJ est 0,3 radians oy 17.1°.

2 - Calculer Ia distance d'un point 4 une droite

Exercice 3

- On considére dans le planrapporté & un repére onthanotmé (O ; 7, 1) les poits A1, 1), BT, 3 et C4, 0),
Déterminer I'aire du inangie ABC.

» On peut chercher une équation de la drode (AC).

Soit Mix , y) un paint du plan,

Kk+1 &
2
Ce qui dguvaul X + 5y —4 =0, Une dqualion de |a droite (AC) est donc 1 x + Sy =4 =0,

|xa#5ya~4| 12 6428

JE4+5  JE 1

d(B.(AC]) <AC _ 6+/26
2 2%13

M appartient  (AC) si et seulsment si det{AM , AC) =0 . Clest-a-dirs

» On calcule [a distance de B & (AC) en utisant la formule : d{B, (AC) =

% =B,

Nous pouvens alors calculer Maire du fiangle ABC @ Aire{ABC) =
D'odi Fafe du triangle ABC est égale 4 : G ua.
Exercice 4

On considére dans ke plan rapporté & un repédre arthonomé (01, ]). la cercle (C) da cantra 02 , 3) et de rayon 2 &1
la droite (D) d'équation 2x -y + 1 = 0. La droite et e cercle sont-ils sécants ¥

Calculons |a distance du centre du cercle & [ droile :
|2ig—yp+1] 2 _
Cette distance est striclement inférisure au rayon du cerd, donc {C) et (D) se coupent en deux points distincts.

digk, D)=

. PR

-
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i bapitre 9 : Géomélrie dong Cespace

3 - Déterminer des lieux géomélriques

Exercice 5

Dans un plan, ABCD est un rectangle dont les diagonales se coupent en O. On pose AB = 4 ol BL = 2
Déterminer 'ensembte des points M du plan tels que AQ-AM=1.

——

solution 5
Commencons par charcher une solution pariculiére

Existe-t-Hl un point H de |a droite (0A) tel que AQ-AH=17
Si un el point existz, alors les points A, O et H seraient afignés. Donc il existe un réel o tel gue AH = oAD .

oy g e 1
Et puisque AD-AH=1,alorsona AD-(oAT)=1. Cestd-dire. a0A® =1, On en déduit que a =

el

ﬂrhEE=AEE*E-E==15r4=Eﬂ.aIur5ADI=5.Nnr5nzé.Etp&rsun&.mzéﬁ.

Dol ke point H 18l que AH = 5.u.,|:| est solufion da AQ-AM =1, Ainsi:

AG AM=1 & AD-(AH 4 FM) =1  Pointméthede:

A e e Seit A ot B Jﬂu:_pufnttdupﬂ:m et K um rfcf;r.riﬂ'cmrnlpa l|':.

< AD-AH+AD-HM= 1 L'ensemble des poinis M du plan fels gue - ]
= 1+AD0-HM=1 o AM-T=0 ext la droite pasiant par A donl un vecfeur normal
= AD-HM=0 L m-ETul:ﬂrﬂ!ecﬂdfd'fm&rmmm_

|
[ o AM = BM est la midiatrice du segment [AR].
i . A1?rﬁ'rﬂi&cerc{ederenh-:1udrra_pmk

i S - —

Alors l'ensemble des points M est [a droite passant par H & 5:=r-en|:||n:=.1la|ra a (A0),

Exercice 6
308 A et B deux paints destincts du plan. Détarminer Fensemble des points M tels gue :
1) (MA +ME)-MA =0. 2} (MA —MB)-MA =0,

Solution &

1) Soit |le miliew de [AB],

(MA+MEB)-MA=0 es ZMINA=0 < WM-MA=0.

Dol I'ensemble des points M est ie cerdle de diamétre [JA]

2) (MA-MB)MA=0 « BA-NA=D.

D'ods l'ensemble des points M est 12 droite passant par A et perpendiculaire & [AE].

Exercice 7

Soil A et B dew paints distinets du plan.

Diéterminer, selon les valeurs du réel &, Mensemble des paints M tels que ﬂ'n'. =k
MB

Solution 7

Sl k< 0: glors l'ensemble des paints M a:.1 Fensemble vide.
hA

Sik=0;alors E‘IE=G = MA=0 o M= A Lensamole des poins MESI[EE.II’I!HEEH‘I.

WA
Sik=1:alvs = 1 = MA=MB Dol lensembie des paints M esl la médiatrics dy s
5i k est un réel positif différent de 0 ot da 1 1 aloes

D ——— e o T
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Chapitre ¥ : Gésmfirie dasns "f.'«ﬂrr

pi 3 S R
;&Eﬂ o MA=OMB e MA -K'ME =0 o (WA - KWB)MA -+ kiMB) =0,
Soit Gy=bar{[A,1).(B,~K)} et Gy =bar{{A,1),(8,K}.

Ona MA—KMB=(1—KMG, et MA +KNE =1+ kWG, .

pnsi %‘E=t = (-K)NG,-WG; =0 « G, MG, =0.(Carona ki #1)
Dol Fensemble des points M e8! b cercle da diamétre |GiG4].

4 - Angles orientés dans le plan
Exercice 8

ABC est un nangle rectangle en A et mes(CA , CB) =cu+k2n, ol k estun entier relatf, dans ke plan orenté.
O étant le milieu de [BC) et E le point tal que OF = CA .

Evaluer la masure de langle (OA , OB) en fonclion de o,

Solution B
Soil E e point 18l gue DE=CA ona:

OB=CO, DE=CA & mes|{TA,CB)=mes(CA ,CO)=mes(OE, 0B)=+k2n,

La drolie (OE) est perpendiculaine & (AB), O est le miieu de [BC), d'ol |a droike (OE) est
médialrica de [AB].

#
|OA] et [OB] sont dong symétrigues par rapport & (DE).
On obbean alors : rrnea{ﬁ .ﬁ:l =m&slﬁ§ .ﬁ] + ki,

Or (DA ,OB)=(OA ,OE)+(0OE , OB)=2(0A ,OF), alors mes(0OA , O8) = 2o + k2 .

Exergige 0 >
Soit H l'othocentre d'un fiangle ABC non rectangle.

Diémontrer que les points symétnques de H par rapport aux cités du friangie sont des paints du cerche cirpenscrit a
I ABC.

Solution 9

Sioil K le symédrique orthogonal de H par rappor & (AB).
On veul mankrer que A, B, C et K sont cocycliques.

Ona (KA, KB) = —{HA , HB] + k. k estun enter relatif, (Car les deux
angles sont symétriques par rapport  (A3)).

Or (HA) est perpendiculaire & (BC), alors mes{HA , BC) = 'E‘ +km . oit k estun
enber relalkif,

Et (HB) est perpendiculaire & (AC], alors mes{AC , HB)= %ﬂn .

‘ Finalement, on a - (A , AB)=(HA , EC)+(BC, AC)+(AC ,HE) .
Aors, mes(HA  HE) = mes(BC , AC)+ n+kr =—mes(CA , GB) + k., Donc mesiiA , KB) = mes|CA , TB) + k.,

Oron a mes(CA , CB) w ke puisque A, B ot C ne sont pas alignés, alors les points A, B, G et K sant cocycliques.

De fagon analogue, on monire que A, B, C et L (L est le symélrique de H par rapport & (BC)), dune part, A, B, Cal M
(M es! | symétrique de H par rappon & {AC)) d'awre parl, sani cocydiques.
Crod K, L et M sont sur |e cercle clrconsent au iangle ABC.

e W e —

7

i
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Clapitre ¥ : Géomdinie dans "eipace
i
Ln lnang!e EE-'I: estinsord dans un cercle de centre ﬂ. . | ______-“
On agpelle A’ le milieu de l'arc ga corde [BC| ne contenant pas A, B' ke milieu de l'arc de cordz [AC) ne S
Lt 2

&t C'le miliew de I'are de corde |AB] ne contenant pas C.
Monitrer que les drates (A7), (EB') et {CC’) sont concouranies.

A’ estle miiey de larc de corde [BC), B' est Je milieu de farc de corde [AC] et C' est ‘

le miey de Tare de corde [AB], d'ols : I I
(AB, AR')= (AR’ AT); (BC,BE)=(EF,BA) et (CA.CC)=(CC',CB).
Les drodes (AA'), (B8] e1(CL) sond done les hissectrices du tiangle ABC.

?ﬁ&é 50N par conseguent concourantes au point O centre du cerde inscrit au riangle

¥
L3 l.
Exercice 11
Soit A et B deux points disfincts du plan. Déterminer Fansemble des peants M du plan tels que mqﬁfh_ﬁ; =nf |
dans ehatun des cas suivants ; 4
aa=1 bljaz=n ) &f% n'est pas un multiple de L
Construire avee précision cet ensemble, lorsque o= L =E. ﬁ
3 3
a) L'ensemble des points M du plan, tels que mes(A , ﬁﬁ}s D[E'FI #stla drotte (AB) privée du segment [AB].
b} L'ensemble des points M du plan tels que meﬂﬁ : M—éij == 2] estle segment [AE], privé: des points A el B, :
¢) L'ensemble des points M fels que mes(MA , MB) E%l?‘n] eet b demi-cercle de diamétre [A5] contenan le poirt €,
prive des paints A et B tel que ABC soil un tiangle reciangle et Bockle de sens direst
L x :

18 o =i » 500l O le point du plan tel que OAS saitun mangle equilatéral direct an a -
mes{MA MB)= %]_211] équivaut & mes(MA , MB) = mes{OA D_E:}[zq;] , A (©

1 - = (ca
L'ensemble des points M tels que mes(MA \MB) = E[h] est fare (Cy) de cercle o
roonscrl au triangle OAB, d'extrémités A ef B, contenant e poinl O, privé de A st B §

. L] | ; - .

S a = 50it O e point du plan, OAB soit un tiangle &quilstéral direct, on a - .

res(iA M8) = (o] éaivout s mes(iR 8) = v mes( 3R, 0821

———
L'ensembile des points M tels que mes(MA , MB) = 27

BNSE pa q (MA , MB) = 3 [2%] estFars (G5} de cerde cirepnsant au trangle OAB
d'eﬂrémilé‘s.ﬂﬂﬂ.MMIHEEMMQ_MdEAﬂE

i :
Sait A et B deux points distincls du plan. Détermingr 'ensembl des points M du plan tels 3
Que

mes(MA ,MB ) = a =] . dans chacun des c3s sujyans -
a)a=0. 5) 0 nest pas un multiple ga

e ———————————e. P38 B}
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Chapitre ¥ ; Géoméirie dany Pespoce

Conslruire avec précision cel ensemble, pour chacune des valaurs de g suivanies | % } ol —
2

b
3

a) L'ensemble des points M du plan, tels que mes(MA , MB) = 0[] st la dreits (A8} privée das points A ef B,
b) L'ensemble des points M tels que mes(MA , M8 ) = axfw] estun cercle passant par A at B prive des points A el B.

Pour avair son cenire, considérons un point T fel gue !.les|;ﬁ AB) =,

Son centre est ke point d'interséction de la médialrice [AB] et de & droita passant par A el parpendiculaire 2 la droite
(AT

N
Pour g =— :
“7%
A
™ 4 i
Pour o == - soit O le pont du plan tel que OAB soit un angle équilatéral direct, ona ;

mes{MA , NE) sg[ﬂ équivaut & mes(MA ,I1B) = mes(DA , 0B)[x].

Lensemble des points M tels que mes(MA .ﬁﬁ;:-}[ﬂ] est fe cercle circonscrit au triangle

COAB, prvida AetB,

Pour o =% : Fensemble des points M fels que mes(MA M) = ;ITl est |2 carcle de diamédre [AB], privé des points
AetB,

B. Calculer le produit scalaire dans UVespace:

Exercice 13
Dans I'espace, muni d'un regére orthonoms.
On considére les points A{1,1,3), BiWZ +1,0,2) et CZ+1,2,2).

Calouler AB, AC et langle CAB . Que peut-on dire du friang'e ABC 7

» AB 2 pour coordannées (V2 ,—1,—1) el AG a pour coordonndes (V2 ,1,—1) . Donc;
M= B 4P AR =2 ot AC=J(VZR+ P +{—1F =2. Dol AB=AC=2
sD'mepartona AB-AC =+2u/2 +(=Tx1+{=1)x[-1)=2.

ol d'autre partona AS . AC = ABx ACosCAB = dcosCAB

Dol 4c0sCAB =2 . Dang wsl:.ﬁ.E:% . Par conséquent, mesCAB -% .

* AB=AC=2el meﬁ'::ﬁﬂ:%.-d'mlermgieﬁ.ﬂﬂe&téqmtamfal

Exercice 14

ABCDEFGH est un cube daréte a. | ext la milleu de [FG]

B e T
/
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Chapitre 9 : Géumréirie dans [Tespace

5l

1)e EE‘E =AB-AB = Ap? = 22 (B et le projetd orthogonal de C sur (AB)).
* Ladroite (AB) est orthogonale aux droites (AD) et (AE), denc (AB) est orthogonale au plan (AED) qui contien,

droite (AH). D'l (AB) es1 arhogonale 4(AH). D'odl AB- AH=D.

Autre méthode ;

On peul écrire : AH= AD + AE .

Mlarsona: AB-AH=AB AD+AB - AE =040 =0

. E'E=E-{E+E+E]=AEI +AB.AD+AB-AE =a’ +0+0=a°,
— o o { i o ST e I

- N-HF=[AE+EAD+E]{AB+#E}=#BE+AE-AE+-%FD-#E+%

2) Dans le repire orthonormé [ﬁ.;lﬁ A5

AB 3D 'AEAE ;

Glaa:#.{ﬂ.ﬂ.G},E{a.n,EI]_E[::,a.ﬂj,F{a,-:},aj,G-[a.a,a}.H[ﬂ.ﬂ.E}HI[E.E,E]-

AD.AE + AE-AB+AE" = 2a?,

Onobtient alors ;. » AB(a,0,0) et ACla,a,0).Donc AB-AC=axa+0xa+0x0=2",
& ABla.0,0)el Eh:ﬂ.a,i]. Donc ;._E--maaxﬂﬂ}:a-rﬂxa-_-u,
L E[ﬂ,ﬂ.ﬂ] el IE;[a.a.a].Dun: BB AH=gxa+0xa+0xa=2a",
— a W - .
. 1".1[3 .E.ﬂ} el AFla,0.a) . Donc Al-AF =axa+%ﬂn+axa-hz.

Exercice 15

L'espace est muni d'un repére orthonorme. Déterminer une dguafon candsienns -
a) du plan (P) passant par A[1 0, 1) et de vecteur normal fitt, -1.0),

b) du ptan {3) médiateur du segment [DE], svec -4 .1, Thet B[2.3,-5),

a) Soit Mix, ¥, Z) un point de Fespace. _
Mapparientd (F) e AM-i=0 e x-y-1=0,

Line équation cartésienne de (F) estdonc - x=y=1=10.

b) Soit | milieu de [08). On a: 1(-1, 2, 1) et DB[6,2,-12).

Soit M{x, ¥, Z) un point de Fespace.

Mapparient 4 (0) & IM-DE=0 « Brx+2y-12z+14=0
Une équation cartésienne de (Q) est: 3+ y-Gz+ 7 =0,

C. Utiliser le:bavycentre dans Vespace pour démontrer

Exercice 16 o
Soit ABCD un téiragde.

1) Montrer que [es droiles passant par un sommed el le centre de gravilé de 3 face opposée sont concourantes.
2) Monfrer que les segmenis joignan les milicux des antles opposees se Coupent en un méme polnl,

1) Notons &', B', G et [ les centres de gravité réspectifs des taces BCD, ACD, ABD et ABC,

————— P ag 82 I

.
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Chapitre 9 : Géomdtrie dany I"expiice
%

Solt G =bar{{A, 1).(B, 1), {C, 1), (D 1)}

Ona:G=barl(A, 1), (A", 3)}, G=bar{(B,1),(8", 3}, G=bar{(C, 1).(C,3)} et G =harfiD 1}, (D' 1.
D'ols G appartient aux drofles (AA'), (BE'), (CC') et {DD'). (A4"), (BE'), {CC') et -:D}D':I s I:f'.'.ll'llil: ml:lniuir.nmhl:s} en G,
2) Notons 1, J, K, L. M &l Nles miieux respectfs des segments [48), [COJ, [BCL, [AD), [AC), et [BO).

G=barf{A, 1).(8, 1), (C.1).{D. 1)} ;
Ona:G=bad{l,k2)(J,2)],G=haf(K, 2, (L . 2)} el G =bar (M 2D (N, 20

D'ol G est miizu des segments [L1], [KL] et [MN].

Les segmenis joignant les mikieux des ardtes opposés se coupent donc en leur milieu G.

Exerciga 17

Soit ABCD un tetraédre. On considére les points E, F, B, H, | et J céfinis bar

e Fag, i ez e Aok B Wi e B

BE=-8C, AF=ZM, AG=_iF, @il A= « I 15
4 B B 2 8 4

Démontrer que les droites (EF), (GH] el {J) sont concourantes en un méme poind.

BE=&C . : T
HE-IEE. donc E = bar{[B, 3), (C, 1)k AF:EAD' done F=barflA, 5. (O, 3);

e 1 1_ —_ =

AG=—AC, donc G = bar{fA ,5). (C. 1)} BH=%HD, donc H=bar{[B, 1, (D, 1)) =bar {{B . 3), (D, 3)):
ﬂ=§ﬁ- donc | =bar{(A,5),(8, 3k m:%Eﬁ. donc J= barf(C , 1), (D, 3).

Soit K=bar{(A,5).(8.3).(C.1),(D,3)
Ona:K=bar{l,8),(1,4)} K=bar{(E,4),(F, 8]} e K=bar{(G,E),(H,E].
Dol K appartient aux droites (1), (EF} et (GH). Les droftes (1), {EF) et (GH) sont done concourantes en K.

Exercice 18
Soit ABCD un tétraddre. On note G le centre de gravité de la tace BCD et on considére les points |, E et F définis par :
= 1= == 1 — {=

==A0, AE=-= L — i

2 E-ﬂE gt AF SHC
Démontrer que kas points |, E, F et D sont coplanairas.

G estle centre de gravité de la faca BCD, cest-A-dire G =bar {8, 1),(C, 1).{D, 1)).
ﬁ-:‘ﬁ dons, |=bar{(A,3), (G, 1] =bar{{A,9),(G, 3} =barf{A, 9}, (B, 1),(C, 1}, {D, 1)},
E%E donc, E=bar{(A. 5} (B, 1)} E=§ﬁ dong, F = bar{(A , 4),(C, 1]}

Onaalors: |= bar{{4,9), (B, 1L(C, 1), (D, 1)}= bar{(A, 5),(8,1),{A. 4). (S, 1).(D, 1]},
llen résulte que | = bar {(E , 6), (F, 51, (D, 1)}. Par conséquent les points |, E, F el [ sont coplanaires

Exercice 19
Soit ABCO un paraliéfogramme et M un point quelcongue de l'espace.
Demonkrer que M, A, C d'une part el M, B, D d'autre part ant méme ischarycantre.

Solution 19

Eﬂtﬁ s I:I'EF-[{H i T}- |:,ﬂ|,. “I [E [ 1.:'1'

ABCD est un paraliélogramme, donc C =bar {{A,-1).(B, 1), (D, 1)}. (fe lecteur fe wénifiera)
D'l G = bar (M, 1), (A, 1), (A -1), (B, 1), (D. 1]} =bar {M, 1), (B, 1).(@, 1))

Les paints M, A, C d'une part et M, B, D d'autre part ont le méme isoharycentre.

1]
Soit ABCD un parallélogramme, On appelle E le barycentre de {{A , 2), (B , 1)}, F le barycentre de
(B, 2), (C 1)}, G le barycantre de {(C, 2), (D, 1)} et H le harycentre de {(D , 2), (A, 111
Monkrer que le quadrilalére EFGH est un parallélogramme.

I £ T+ 0 B
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Soit (1 = bar [{F, 1),4G, -1}, (H, )i — ‘

Onaf=bar{(F,3),(G.-3).(H.3) =bar {B,2,(C, 1. (C, 2D -1 (0.2 A. )
=har {{A. 1).(8,2)(C. 'ﬂ-[D-u- L

Or ABCD esl un paraliélogramme, alors DB = DA +-DC. Done —DE+DA-_+ DC=10.

Par conséquent D est e barycentre de (A , 1), (B, -1). {C , 1)}, On en deéduil que -

2 =barf{A, 1), (B, 2), (C, -1 (A, 1), (B, -1), (G, 1)} = bar {{&, 2]..1“3 ﬂ?} _E )

Donc E est le barycentre de {(F 1), (G, -1), (H, 1)), Cest-a-dre EF ~EG+EH=10.

Ce qui est équivalentd GF +EA =10. 000 GF =HE. On en conclut que EFGH estun parall&ogramme,

Exercice 21 ;. .

Soit ABCD un paralélogramme &t M le mifleu [DC). Les droites (AM) el {BD) se coupenten N, La paraliéle & (AD)

passant par M coupe (A8) en P. Sait | e milieu de [NP]. Démantrer que les points A, | et C sont alignés.

Chapitre 9 ; Géomeirie daus ['espace

Notons 0 1e baryeentre da {(A . 1), (M, 2)). 00 appartient & (AM)

ABCD est un parallElogramme donc AC =AB + AD danc =AC+ AB+AD=0.
Par conségquent, A st |e barycenire du systéme (B, 1), (G, -1,{D, 1)}
On &n déduit gue O = barf{C , -1, (B, 1), (D, 1), (M, &)} et M &st ba milisu de [LC] donc,
01 = barf{C ,-1), (B, 1), (D, 11, {0, 1%, (C, 11} = taef|B, 1), (D, 2)}. Dol [} appartsent & (BO).
0 est donc te point de rencenfre des deoites (AM) el (BD) qui est M.
Dot M=bar(B, 1), (D, 2} et N = bar{ia , 1), (M, 2}).
Les projections conservent les baryoanires dong, en projetant sur |a droite (AB) paralébernent a la droite (AD), on
obtient : P estle barycentre de (B, 1), (A, 20},
| est l2 barycentra de {{N , 1), (P, 1]}
| est le barycentre de JIM . 33 (P, 3).
| est [2 baryeentre de {(B , 1), (0, 2), (B, 1), (A&, 23}
| est le barycentre de {(8 , 2), (D, 2), (&, 2}
| est le barycentre de [{B, 1), (D, 1), (A, 1))
ABCD glant un parallélegramme, O = bar {{8 -1}, (C, 1), {A, 1]}

]
On en déduit que - 1 = bar (B, 1), (B, 1) (A1 (G, 1) (A 11 = bar J{A, 20, (C. 1]}
Les points A, | et C zont donc alignés.

D. Déterminesr une équatior dune sphéve, d un come; diav
cylindre:
Exercice 22

Dans l'espace muni d'un repére orthonoms (0 7, . k) . On considén les points A {6, 0, 0) e B(O, 6, 0.

1) Déterminer le barycentre G du systéma [0, 13, (A, 2) el (B, 3)
2) Soit C(0, 0, 4).

Déterminer 'ensermble (S) des points M de l'espace tels que © (WO + 2MA + 3WE) MC = 0,

Dionrer une équation cartésienne de (5). Préciser ses édmeanis caraclensiques
3} Soit (P), le plan d'équation x = 0. Déterminer Iintersection ce (3] et (F)

2 g 040418 22, + 3
1}x,,a=.’"'3'+E“E-‘*.+3“L_-ﬂ+1:+ﬂ=z_Yﬁ_—""i"'—h'i' o _ O+0+ EELIG_ED__:IT_,E_{'B_::L

6 B
D'od G est |8 point de eoardonnées (2, 3, 0).
2} = Soit M un point de l'espace.

Ona: MO+ 2MA + 3B =6MG . Dod:
Mapparient4(S) < EMG.MC=0

e WG.MC =0, Dol (3) e la sphére de diaméte [GC|

e ———— |0 84 ﬁ"l
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Chapitre 9 : Géamiétrie dang I expace

o Soi M[x, ¥ . z) un point de 'espace,
Mappartionia [S) & MEG.MC=0 o (2 =X)bx) + (3 - Yy =2 (d 23 = 0
=N 1!*'5"!"'1:'—2.?:-35!'—51:{]

2

= [:-1]’+[:.-__;] +tz—ﬂf=$ (Le fecteur fera les calculs),
‘ol e ; 3y’ 7 29
Dol une équation de {S) est : (x—1° + ].'—E +(z2—2) -

[5) estla Sﬂhéﬂil de canire D[!,%,?] EtdEl'E]'ﬂn R=$.

3) Méthode 1 :
. 1+04
La distance da (0 4 P est: d(2, P) = +u+t1=1. Comme d{ﬂ.PJc%.almﬁJeﬂF] se rencantrent sulvant
un cerdle de rayon £ = 1= =2 etda contre n'lﬂ-.;.zl le projets orfhogeral de 0 sur (P),
Mithode 2 ;
Solt Mix , ¥, Z) un paint de lespace.
2 2

2 3 y 29 3 g 25

Mix, v z) apparient & (S)F1(P) > VA +[F-E] = e [?_E] Yi=a =

¥=0 x=0

Dol {S) &t {P) =& rencontrent suivant le cercle de cantra ﬂ*[l}.%.z} gl d@ rayon r=§.ﬂ!ans la plan (0] k).

Exercice 23
Dans I'sspace muni d'un repéne orthanormeé, en donne A(G, -6, 6). B{5, 0, 6) et C-2, -2 , 111
f)a)Determiner une dquation de la sphére (S) de centre B of passant par A, 3
b) Deéterminer wne équation du plan (7 tangent 4 (5] en A
2ja|Détarminer %5 coordonnées du pied D de ka perperdiculaire (D) & {7) passant par C.
b) Déterminer les coordannées du point dintersaction des dmies [AD) e (BC).

1)a) Le rayon de ($) est; AB=+f{—6-6) +(0+6)> +(6-6 =645

30it M{x , v, z ) un point de l'espace.

Mix.y,z)apparientd(5) e BM=AB o BM:=AR o {x+6F +y2 + z— 612 = 180,
[¥oll una équalion de (S) asl : (x + 6 + y@ + (z - 6)= 180

b) Le vecteur AB & pour coordonnées (-12 6, 0. Sedt M(x , y , 2} un pairt de I'espace.
Mappartienta (I) < AM-AB=0 & 12x-B]+6y#6)+0=0 & ZK-y-18=0,
D'cdi le plan () a pour équafion 2x=y—18=10.

2)a) Déterminons une représentation paramétrique de (D) ;

Soit M(x , ¥, 2) un pairt de Fespaca.

E=—12k=2
Mix,y.Z)apparient (D) <> ilexisteunréel kieique CM=kAB & y=6—2 , ke
=1
X=—12k—2
Une représentation paramétrique de (D) estdonc: { y=6k=2 . ke
=11

Déterminons les coordonnées de D *

e Page &5 e ——————]
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hapitre 9 ; (Fdoméitric dan

e |

§ [fespree

m

= = o = . — 2
2u—y—-16=0 -2k -4 5‘212213 b t__'ﬁ
M § ; g=—12k=-12 ¥e—lp= X=§
¥.2)a =Bk~ :
Y. Z)appartient & ()N &= y=6k-2 y=6k—2 ik
2=11 i z=11
Dol DG -6, 11}
x=6 X=4k'-§
b) Les représentations paramékiques de (AD) et (8C) sont: (AD): {y=—6 ke el (BO): qy=-2' ke
1=Ek+ﬁ' I=&.+E'
Soit M{x , v, ) un point de l'espace,
(x=86
y=—& "G=6
s k'=
M appartient & (ADJN(3C) & z’?"’g_ﬂnaalnrs: -Hk'=-8 .Cestadre {I: 33
X =4k'- — <
. Sk'+G=5k+6
Z=5k'+6
D'oll x=6, y=-6 et z=21, Dol (AD) el {BC) se rencontrent en E6, -6, 21).
Exercice 24
On eonsidére |'espace rapporlé & un repére orthancemé (0.1, T, K.

Ecire une equalion carlésienne de ia sphére (S) de cantre (1, 2, 3) et tangente au plan d'équation 2% -y + 2+ 23]

o Le rayon de |3 sphére est la distance de son centre O au plan d'équation 2x -y + 2+ 2 = 0, qui est:
[2x1-2+3+2 5 3

i tr B &

e SoitM(x , y, 2) un pont da Fespace,
Mix,y,z) appartienta (3) < OM=

Dol le reyon de ka sphive est R =

]

J6
Une énuation de la sphére de centre 0 ! de rayon ﬁﬁlﬁ- ost! (x—1)2 +[?—?}=+{I—3}2=E-
B

25 &
@ M=2 o - +y-2 -3 =1

Exercice 35

Dans Mespace muni d'un repéee orhonomé (0: 7, 7., K], on ales points 43,0, 1), 8(2, 5, 1) et {1, -1, 2)
Montrer que OABC esl un télragdre,
Déterminer une équalion cartésienne de la tphire circonscrile au tétraddre 0 AEC

Sail x, y et z trois nombres réeds, _

™
DR +y0B +20C =0 o (-30,0.04(-2y, 5, y}+(2,-2,281=(0.0,0)
=3 [—3:—2&'+-’..5?-1.1+yah].=|:nlﬂ|'u}

- +zml

oy —2=0

E+y+22=10
La résaluion de systéme abouSt 8 ix=y=z=9,
M'EEMWEQ_A.H_H-.EtEEmmmHaHﬁHIH
Alors OABC astun téraddre.

e —— IF.gE“ -

——

=

ralement, kes points O, A, B &t C sont non coplanaires.
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Chapitre 9 : Géométrie dans I'expace
W

» Soil (S) la sphére circonscrile & CABC, une dquation de (S) est sous la forme, 52+ y2 + 20+ ax + by +cz +d =0,
O apparfienta (S)done 0+ 0+0+0+0+0+d=0,scitd=0.

Aappartientd (S)donc G+ 0+1-32+0+c=0, soit Ja-c=10

Bappartientd (S)donc 4+25+1-2a+5b+c=0, 5022 Sb-c=30

C appartient & () Equivauld 1+ 1+4+a-b+2c=0,s0la-b+2c=-6.

Ja=c=10
D'oil le systéme d'équations © {2a—5b—c=30.
A=bddo=—G
La résolufion de ce systéme parmel de trouver &=%, b :; el ,::_%‘
Dene une équation cartésienne de (5) est: x® +yF +2° +%1—%r-%§z:ﬂ

i 1
SoitA(1,2,3).B(-2,1.4),C(2,0,3)etDi-1,2,3).
Déterminer Mntersection de la drorte (CO) et de |a sphere de diametre [AB).

Déterminons une équalion de la sphére (5) de diamétre [AB] :

Soil M{x , v , 2) un point de lNaspace.

Mix,y,z)appartent &S) e AMBM=0 & (=TE+D* -2y~ 1)+ 2-3)z-4=0
& xR+ Zex-y-Tz+12=0.

Une équation dz (3) estdonc: )@ +y3+ 28+ x-Jy-Tz+12=0.

Déterminons une représentation paramétrique de la droite (CD) :

Le vecteur CDa pour coordonnées (3,2, 0),

¥oe= —dh+2
Mix.y,7) apparfient 4(DC) e il edsteun elkislque CH=KCD & Jy=X ke
Tis 3

(DC) est donc lersemble des points M{-3k + 2, 2k, 3) avec k variant dans R .
M(-3k + 2 , 2% , 3) appartient 3 (S) si et seulement si {2 - 3K + (Zk) +3 + 2-3k-N2k)-T=3+12=0.

o L, H+Af1:8 - N- N2
Cesi-d-dine 13k2 - 21K + 6 = 0. Cete équation a pour solubions : k= % et k il i
DVl la drofle (CO) &t la sphére (S) se rencontrent en deux points © .
y 1-3178 211+ 129 i p—_—— 11+ 3128 2"@,3J
1 . TG T % L. a3
Exercice 27 >

L'aspace est muni d'un repére orthonarmé (O 7.7.%).
A 1) Détenminer une équation cartésienne du cyfindre d'ase {0 7) &t de rayon 2
2) Dééerminer une équation canésienne du cyfindre d'axe (0 T), passant par le point A1, 2 3). ]
B - 1) Déterminer une &quation cartésienne du cine oblenu parra'rﬂialim de la drofte (OB) autour de laxe (O k), O

B estle point de coordonnées (0, 5, 5).
2)a) I::'Igmm que les plans (P) et () d'équations respectives x +y - = EI el 2x - z = 0 ne sont pas paralléles.
b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (D), intersection de {P) et ().

¢} Diterrriner Une équation du cine (C) de génératrice (D) et daxe (O 1.

A-1) Soit M(x , y, 2) un point de l'espaca el H son projeté orthogoral sur (0 7).

————— P20 87 e —————
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. %ﬁ Chapitre 9 : Géomidinie dans !‘ﬂ

; o I

L2 distance de M3 (0 7) est: HM=yffx—x2 + [y~ 0] +(z—0F =y’ +2°. . o

M. SPRArent 3 notre cylindre si et seulement o, HM = 2, Clest-4-gire HM? = 4. Ce qui éguivauta y? + 27=4,
L'oil notre eyindre a pour équation yi + 22z 4,

2) Soit A' le projeté arihogonal de & sw (0 ]).
L] 2 =
A pour cootdonnées (0,2, 0) e rayon du clindreast AR =[O~ 12+ 2—27 + (03 =G

Sod M{x, y. 2) un point de Fespace et Hson proieté orthogonal sur (07 ).
H a pour coordonnéns {0,y 0

La distance de M (0; ) est: HM= yJ{x—0F +(y—yP +(z—0F =+ 2.

M apoartient & notre cylndre s et seulement si, HM=+/10. Clestd-dire HME = 10, Ce qui équivautd i + 2= 1
['oi notre cylndre a pour equation x? + 22 = 10,

B=1) Soit B le projeté ofthogenal de B sur (0 5).
Ona:BY0.0,5), B8'=i0—0 +(0— 5 + (55 =5 at 08" = of{(—0)F +(0— 07 + (50 =5.
Motons 8 Fangle BOE, hnH:%‘:;:ﬁ 1

—_—

5
Sait M. y, z) un point de Fespace et H son prcjeté orthogonal sur (O F).
H & pour coordonnéas (0,0, z), 3
Ladistance de M & (0 K) est: HM:J[x_n].*Hy_uF -2 =2+ &t 0H=u'?=[z1.
M apparient & notre edne si et seulement 5/, M = OHianD . Cest-a-dre HMZ = OHF x 1,
Ce qui équivaut a x° +y* =2 D'oli natre céne 2 pour équation @ +y2 -z =1,

2)a) Les vecleurs Ti(1,1,—2) ot 2.0, - 1) sontles vecteurs nommaus respectifs des plans (P) el (P).
Sail & un nombre rdal,

A'=an < 0.2, ==(a,a,-23) = d=0el a=m2¢t -2a=-1.Cenqu ast shswde.

Denc a n'existe pas, E1 par conséouent, T et 7' sont ron colndaires, Finalement, (F) el (P} ne sont pas paraliélas,
b) Soit M{x, y . 2] un point de l'espace.

=k
: ; +y-22=0
Mix . y , ) apparient & (F)N{F') {IE:—:iD = iy=3%k, ke
=2
K=k
Dm:;unemprés&ntaunnpaﬂﬂé!rquedehdrﬁie{ﬂ}.hlﬁsa:ﬁunue{ﬂ]elqp';aﬂ: y=3% . ke
Z=0%

c) Le sommet du oine (C) es! le point de rencontre de (D) f Faxe {O;
Un point de (0) est E(1, 3, 2) (en posant k = 1].

(C) estdonc le cbne d'axe (07}, de sommet O &l passant parE,

Soit E'le projeté orthogonal de € sur (017). '
Ona:E(1,0,0), EE'=y(1—1f +(0-3)F +(0- 27 = i3 al 0" = i1 - 0ff
Natons 8 Fangle EOE' tanazgigz-“:—r_ﬁ=4ﬁ_

1) quiestofn 0, 0),

(0= 0P 4+ 0-0fF =1.

Sait M{x, ¥ , 2] un point de Fespace et H son projets orif st o (075,
H a pour coordonnées (x 0, 0),

e = Pageia

Scanned by CamScanner



Cliapiira @ - Er fonitfe aanr .!'m:,r.lm:i'l

Ladistance 2 Ma (0 7) est: HM = [ T T — S

| ¥ 422 Erﬂ-l-!-—-u.."rx_fa-[ﬂ.
M appartient a (C) si et seulement si, HM = OHtang Clest-d-dire HM® = DH? w13
Ce qui équivaut 3 ¥* + 2° =13%% . Dot natre cene Pour équation 13x - y2 - z2= g

t. Déterminesr des liews géom étviques

Exercice 2§
Dans lespace euclidien, on considare deuy painis A et B de Fespace tals que A3 = §
Déterminer I'ensemble des points M de l'espace tels que WA -G = 1,

Solution 28
Seit | le mifew de [AB] et M un paint quelcongua de l'esoace. j

rﬁ.ma=a_ = (M- W+ =3 e MR (M=) =3 o ME-1A22] o Mf—9=3 o Mi=23
Dod; lensemble cherché et la sphése de centre | e de rayon 243,

Exercico29

Dianvs I'espace euclidien, on considére les points A et B i=ls que AR = 6,

Détemminer 'ensemble des points M de lespace tels que WA

——=3,

Soit M un point de I'espace. I - - &=

H%-a < MA=IMB o MA'=SNB' e WA' OB =0 o (VK- SHIB)ITA + 395} 0.

Soit Gi =bar{(A, 1).(B, -3)} et Gz =barf(a, 1), (B, 3)}.

Ona MA 308 = _2MG, o m-rﬁnmﬁ_!.ﬁ.jnsi.%g:ﬂ o —BNG, MG, =0 = WG, MG,=0.
Dol Tensemble cherché est la sphére de diamétre [Gi Gl i

ABCOEFGH est un cube de cité a_ Soit O le centre de I face ABCD,
Déterminer lensembie des points M de 'espace tels que (VA + 208+ FIC) - 0B = —2a7
Lndicztion : 0% pourra vérifier que A appartfent & oot ensemile,

Soit G barycantre des points pondérés (A , 1,(8,2)et(C,1).0na:

G'=barf{A, 1),(C. 1) (B, 2} =bar{[0, 2), (B, 2i}. D'oli G' est miieu de [08],
Et MA -+ 2MB +MC =MA + MC + 208 = M0 -+ 2NB = 414G,
Ansi WA+ VB +NG) DE=-2a' & 4WG-DE=-20 & ﬂt.ﬁ=;_az1

Montrons que A est une solution particullére de : G- OF 223?'

e
"

ona: G'A=

o S
—1: B+AD) et OF = (-AB~AD + 2AE)
Done: 7. 0F - (8 + ) %{-ﬁ—ﬁﬂﬁﬁh—J;-{ﬂiiﬂ-ﬁj—ﬂﬂzh'éﬂﬂz'%ﬂz-

D'ols A vérifia bel et bien [égalits G'A-DE =E'a“ Dicii:

. PO B
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GE-GA.OE=D & (GN-G'A)}-0E=0 & AN BE

Chapitre ¥ ¢ Giomeie dans Peipace

ﬁ'!ﬁ-héu%u’ o GM.CE=GA-08 e GN

D'eés l'onsemble cherché est o plan passant por A it dont un vacteur nommal est O .

Rxzrcice 31 —_—
Oin considire dans l'espace E, le card ABCD de chtd a.

1) Désbarminar le barycantro G du sysiéme 5= {[A, 2), (B, )G, 1
2] Ditarmingr Nonsemble des points M da lespace tels qua

) r:'zﬁﬂ-ﬁ+ﬁ|:]ﬁ".
el 0 (2MA — WB - MC|(MA + MB) = 0. d) R:Hﬁﬂ—ﬁ+ﬁ||=ﬁ—ﬁ||.
1) Soit Fest [application de E vers E qui & tout point M, essocia le pont M tel que ;: GM'= 2MA - M8 + MG

g est Fapplication da E vers E gul 4 tout paint M, a53ocie le point M’ tel que : MM = 2iA — MB - §IE
Déterminer la nalure ef les dlémants caractérisbiques da felqg.

,

)G =barf(A,2),(B.-1),(C1)} & 26GA-GB+0GC=0 & 2GA+BC=0.D'o0 AG=—BC.

b P:{ZMA—MB+MC).AD=10,

[~ ]

2) Ona 2MA-MB+MC=20C ot MA+MB=2MI, 0l estle mileu da [AB]. Ainsi:
a) Mappadertdl < 2MG=DA e nm%nn - EM-;;.

D'od T estla sphiro de centre G 21 de rayon T;a .

b) Maeppartienta P e GMAD=0. D'od Pestle plan passant par G perpendiculave & & dnoile (A0).
¢l Mappartienta Q@ < GMIM=0. D'olQestla sphiére de digmbire [GI]
df MappartientaR = GM=IM. D'ob R estle plan médiateur du segment [IG].

e fiMj=M' = GM =—26M. Dol fest thomothétie de cantre G ef de rapport -2,

e T R T N "

giM =M & MW'=—{AB+AC). D'oll g estla ranslation de vecteur —[AB+AC),

Exercice 32
On considére un cube ABCDEFGH de ofité a.

Monirer gua, pour oul poind M de l'espace MAZ = MO? + MGE = MF,

Déterminer Mensemble des points M de lNespace feds que :

1) MAZ - MDZ + MG = a2,

Z) MAZ = MD? 4 MG = ad, .
) MAZ =MD+ MG2= 0.

MAZ —MD? + MG = (MF -+ FA)2 = (MF +FD)? + (MF ++ FG)?
=MF? + ZMF(FA — FD + FG) -+ FA" =FO° +F5?

Or an a d'une part FA—FD+FG=DA +FG=1

et d'aulre par, FAZ- FD¥+ FG2= FAZ - ([FA? + ADY) + FG? = FG2 - ADZ = 0.

D'ol MAZ=MDE & MG = MF2,

1) MA-MD*+ MG =a! &  MP=a' & FM=a .'
L'ensemble cherché est donc la sphére de centre F el de rayon a. Elle passe par B, Eel G, |
2) MAT-MD?+NG'=-a' < MFI=.g [ona -af <0), L'ensemble cherché est vide. |
3) MAZ-MDF+MGZ=0 e MF=0 e M=F, DodL'ensemble cherché estle singleton {F1

S ———————— e —— Page 3
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Chapitre 9 : Giéométrie duns Pespace
F. Le-produit vectoriel
1= Calculer le produit vectoriel

Exercice 33

Dans une bass erthonommiée directe (1, ], k), ondonne §

1 g S
E.—E.'i] el w{=1.0,3). Délerminar uAv.

a2 =
' _% ’ 3 g |lI J Tetr ’ 1 1
5]:".']: =_EI -.E- _'_II . =-"- i
1.3 ; 0 2
3 1 o
AV estle vecteur de coordonnées [_EI_TI_E] dans ta base (T,7,K).

Exercice 32
On denng les |:-:mt5 Al-1,1,2), B{1,2,0) et E{ﬂ 4 E}dmm:epﬁe arthonarms deect.
1) Calzuler ABAC , 4B et AC. En déduire cosAAC |

Peut-on déduire de la valeur de cosBAC , la mesure en degré de I'angle BAC 7 5i oul quelle est cetie mesure 7
2) Calenler k& nome du produt vecloriel AB A AC . En déduire sinfiAC
Feut-on déduire de la valeur de sinBAC la mesure en degre de Fangle BAC 7

1)Ona 2B a pour coordonndes (2, 1, -2)et AC a pour coordonnées (1,3, 4).
e Donc ABAC=2x141x34(=Fxd=~3

o ABwm 2+ (-2 =3 L AG—F+£5;‘=E

ABAC %

ABxAC 78
o mesSAC agpartient [0, ), alors connalssant cosBAG , on peut déduire mesBAC,

Or ABAC = AB x AL % cosBAG , d'oli cosBAC =

Alaide de la caloslatrica, on a mes*BAG ==101,30°.
2)e ABAAC apour coordonnées (10,10 , 5), donc [IAB.&AEI:JIM+1M+25=1-5-

i = o ﬁﬂﬁ_] S5

o Or Mﬁhﬂi=hﬂxhﬂxmnﬂh¢,ﬂnt shBAC=Lo— ="
26
¢ |l ya deux réels dans [0, ] dont le sinurs @58 5;:

Dot connaissant seulement sinBAG , on ne peul pas déduire mesBAC .

2 - Prouver qu'une base est orthonormée

Exgrcice 35

Dans une hase athonommé directs (i , | , k) de l'espace, on donne :
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U hapeitre ¥ 2 Goomedtrie dons lespoee
J2

U

= =(i+8). 4
hh‘-l“n-.

- 1 | b |I- Fi 3
"{"rrlh:l ol W —-—|;I 2| +k)

I Que ([
0.5, w) e o basa otthonomd do espace. Pricisar son sens.

Ona: e 2 i3 3
g o] = "G*E'—'I )= %+%+-§"1

Eluv:ﬁ_{“—} B

5 : +-_..1-:-—.a{| Do G el ¥ sont edhogonau
Déterminans 2% coard
ey onndosde Ay
unw=£tr+h]h£{-|+1+hp—ﬁ TAT+TAR-KaT+ka]+k
. El{-lnl-ﬁl Iiak-kai+kaj+kak)
Dod Gaf=X(fafois 0 i
AT El_ﬂﬂ:—|—;—T+ﬂ:|=—“l-r§[—|-21+;:|=ﬁ-

Miéthade 2 - :

o 8 e g i
Sait . =-2. g2 3. 6 N R

U Y i o I

2 2 2 3 YT

1
Sait A[- .H.El.aqz.n ) et i3, -2, -2,
Monlrer que les points A, B et C na sont pas alignés.

p— 3 11 =
Le veclzur AB a pour coordonnées {E'_E'E] 81 BC 8 pour ceordonnées (1 | .2 -3)

D'ol ABABC a i 5
pour coordonnées [2.5, 3 . (Le lecteur fera los calculs).

Puisque ABABC =T, alors A, Bet G sont non alignés,

4 ~ Déterminer un vecteur normal ef une equation cartésfenne o'

un plan
Exarcice 37
Déterminer une équalion carésienne du plan (A T —
mmmﬁﬁmﬁﬂ carlésienne du plan | EE]'EUA“'LD]'E“-“-'?|Et':[3.|‘-1:|dﬂrtsunrepﬁre

e —————r PO B2 L NN

J
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Cleapiire ¥ : Géomitrie dons 'eipace

Vérifions d'abord si (ABC) est un plan, ¢'est-d-dire si A, B e1 € sont non alignis,
3B & pour coordonnées (2,0, -2), AC a pour coordenndes (4, 0, -1),

Dot ABAAC a pour coordonnées (0, -6, 0], {Le lecteur fera los calculs).
Puisque ABAAC =0, alors A, BetC sont non alignés.

E1 par consbquent, (ABC) est un plan et AB AAC est un wectew normal au plan (ABC).

Ainsl, soit M{x , v, Z) un point da lNespaca,

Mix,y,Z)appartientd (ABC) < AM.(ABAAC)=0 & Ox{x+1)-Baly-1)+0z=0 e y=1.
D' {ABC) est |2 plan d'éguation y = 1.

5 - Prouver que quatre points ou trais vecteurs sont coplanaires

L'espace @5t muni d'un repére orthonormé direcl.
1) Les vecteurs G(2,-3. 1), ¥(-1,2. 4)et w(3,-2, 1) sont-ils coplanaires 7
2)Les vecteurs T{2,-3, 1), ¥{-1,2, 4)et w(3,-4,6) sonl-ils coplanaires 7

Solution 38

-3 1 4|12 =1
1 5’12 _1]._3 ?U-Dmcﬁﬂ a pour cocrdonnées (-14 -5, 1)

[Eni]-i=-=14:::3-Elxt-2}+1x'1=-23.
Pusgue (G A 7)-w=0, alors les vecleurs G, ¥ et w ne sont pas coplanaires.

1) G ¥ @ pour coordonndes

. Donc i a @ & pow coordonndes (14 , -8, 1),

. . -3 1 4] 2% =4
?]numap:lur.m:m:nnee& | o ' 23 2
(TaF)-w=—14x3—Bx(4)+1x6=0.

Puisque [~ ¥) - w=0, alors les vectews @, ¥ et w sont coplanaires. 2

9
Les poins A{1,0,-1), B(2, 1,0}, C{0, 1,-1)etD{-1, 0, 4] sont-ls coplanares dans un repéare orthonorme direct 7

Les points A, B, C et [ sond eoplanaires s et seulement s les vecteurs AB, 4G et AD sont coplanaires,

— = -k — I Y 41 =
DnaAEI:1.1.1]_AC{-1,1.U}EIAE'(—2.EI.5]-I]'£I|'1AEﬁA'E[L [H1 _H1 1“

Cest-&-dlire 2 vecteur ABAAC a pour coordannées (-1,-1, 2)
(AE AAC)-AD = — 13 {-2)— 10+ 2%5=12 . Puisque (ABAAC)-AD =10, slors les vecteurs AB, AC et AD
sonl non coplanaires, Par conséquent, les points A, B, C et D sont non coplanaires,

6 - Etudier la posifion relative de plans et de droites

Exercice 40
L'espace st muni d'un repére ohonarmé (O, 1, J, K ). Dire si les plans (P4} et {P2) senf paralléles.
P} :2e-3y+d2+2=0 e (Po):3m+2y+22-1=0.

1

1 [ .
P1):x+dy+Bz-1=08t (P} =X——y——2+3=0.
Joox+ 3y (Fa): =X= oy —2Z+3

e - 1+ | I R
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e,

1) ny(2,-3,4) o E (3.2, 2) sant respectivement des vecieurs normax & (Ps) et (Fa)
Orona iy A, (14, 8, 13) I lectaur fera les calouls). Comme 1y AR =0 ,310rS iy €1 iy 5071 N0 coliegpy,
D'ai [Py} et (P2) ne soni pas paralidles.

2) EH .3 Bhet E[é , - % 5 —%} sonk respeclivement des vecteurs narmaux & (P 21 (Fa).

Orona myAng (0,0, 0) (lelecleur fera les calcuis). Comme Ny ANy =0 , alors 0y @10, sont non colnégings
D'ol (P} et (Pz) sont paralléles.

Exercice 41
L'espace est munt dun repére orhonomee (O, |, J, K} . Dare siles plans [Ph) el (P2 sont perpendiculaines,
1N[P):x-y+3Zz-1=0 el (Fr):-x+dy+iz-4=0.

2Py rdz+2=0al |Pg:d+y-2-6=0.

s,

1)y (2,-1, 31t ny (1,4, 2)sont des vecleurs normaun respectifs da (P1) et [P

Ona ny -ny = 0 {le lecteur fera les caleuls]. C'oll ny est orthogonal & ny . Par conséquent (P} es! orthaganal 3 r)
2) ng (1,3, 4) el ny (2,1, 1) sonl des vecteurs nomaux respectiis de (P1) et (Pz)

Dna ny-ny =—3=0 flalecteur fara les calouls).

Danc E{ et r'|£ ne sant pas orthoegonaux &l les plans (Py) et {P2) ne sont pes perperdiculares.

7 - Calculer I'aire d'un triangle ou d'un parallélogramme, le volume d'un tétraédre et ls
distance d'un point a une droite ou a un plan

Exercice 42

ABCDEEGH est un cube de cité 1. L'espace est mani d'un repére orthonomé direct (A AB,AD , AE) .
On désigne par |, le mieu de [EF] et par K ba centra du carmé ADHE.
1)a) Vérifier que BR =IGAIA.

déiduire |'aire du triangle IGA.
g}h[!';s;;jmg volume du letraédre ABIG ef en déduire la distance du point B au plan (AIG)

T s T ey

=

R
1ja)Ona: lﬁ:EﬁB—AE el |F'|.=—5AE.AJ|;|r5_

Em‘=_lﬁAﬁ—%ﬁﬁﬁ—%ﬁﬁmﬁ—ﬁﬁm‘éz;ﬁ+%EFE=%m_E=m+m=EE
£
Par conséguent, E—Eﬁ- A

Autre méthode:
On peut auss utiliser les coordonnées des sammets du cube dans be repére donné.

bj L'sire d triangle IGA est : AirelGA) = %IE,&E||= %B‘H: =%-.|I.ﬁ.EE +AKE
S T T (pae 2 ; 1 || 2 8
=—AH! == [AE? & EHY) ==~ - B
Or AK 3 4[ ] 4a$:rsMe-[B3A} E1+4_4H
2} » Le volume du létragdre ABIG est: Volume(ABIG) = 1];@ ,a,ﬁ,:,.ﬁ|
: :

_—_—an&ﬂ=—§J
R _
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Chaplere ¥ | Gifondirie dasis [ 'i‘.'.'ﬁr:i'

Gans e reqdte donnd, ana :B(1, 0, 0) H[u : %] ol [%m]

Donc BX a pour coordonnées [—1%%} 8l B a pour coordonnées [%,E.—TJ.
= 1
ol BR-B=—7+0-7=-1.

|
Et finglament, 'l.fﬂume{AElIG]=E uy..
Autrs méthoce :

Pourfa caleul da BR-T8 , on peut aussi écrire ; ﬁ:-ﬁ+%ﬁ]+%ﬁ al E=.;_BHE_
ors | R 1=~ AB? 4+ AB-RE 4+~ AD . AB— 175 A+ AE MB—agt =11y,
2 4 Z 4 2 2 2

e Solt 0 I&wﬂiﬂ‘rﬁ arthogonal da B sur la plan (AIG).
Volume{ABIG) = —DE:H: ArelAIG) , d'al 08 = “{"‘E'E} - % %
La distance de B &u plan (AIG) esl : OB =-";E.

Exercice 43
Dans |'espace rapporté & un repdre arthonormié direct (O, 1, J | K), on considére les points A{1, 2, 3),

BiZ,-3,4)etbevectaur U (1,2,-3).
On note H ke projeté orihogonal de B sur fa droite D{A ; U ), passant par A el de vectewr directeur .

1) Calculer |Eii , puis montrer que AHW14 =i.-fﬁ.ii|.
2) En déduire la distance du point B & la droite D[A [ 4 ).

F“jl

3) Calculer d{B, (D)), la distance de B & la droite DIA | 1) en usisant 3 formule : &8 , (D)) = S

f)s Ona BB(1,6 1), 0(1,2,3).0onc AB-B=1x14(=5)x2+1x(-3)=-12. Dol ﬁ.ﬁ|=1z_
' Or RB-0 = (AFi+ )0 = ARG+ 8.0 H étant le projeté ofthogonal de B sur la droite D(A; T
Ona, FB-0=0, dod AB.3 = AR.i= AHx|i] xcos(AH, 0.

Puisque H spparfienia D(A; T ), alors ona mﬂ[ﬁr_ﬁlﬁﬂiﬂ].

= AHx]i]x = AH¢ [T Comme i = /12 , alors AHA/T4 =|AB.i].

AB.[
2) Diaprés la questicn 1}, on a: P.H=|jﬁ-| -=%‘r=ﬂ .

Dol |ﬁ_i cos(AH , T)

, 117 1tT
La triangle ABH est rectangle en H, d'ot BHE = AB? - A =—-. Dol BH= =

"',r

La distance de B 4 l2 droite DA ; T ) est BH= 7

Page 95
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Cest-andire BAAT 3 pour coordomées (13, 4 , 7). Parsuie [BA A ] = VB8 116529 = ;.

17
U'od ladsstance de Ba (D) est : d(8. (D)) —?

Chapitre # ; Gifaméine dans Iespace
—_ 5 2] |-1 -
3] BAAT apour coordonnées o i .

Exercice 44

L'espace est muni 3 un repére orthonome (0, 1, J, K). Soit A{1,2,3), B(-1,4, 3), C(2, 0, 1) et Diﬁ.IjE.,'"'--
1) Déterminar un vecteur normal au plan (ABC).

2} Détarminer une équation du plan (ABC).

3) Montrer que k2 point D n'appartient pas au plan (ABC).

4) Caleuler la distance de D au plan (ASC).

5) Calculer le volume du tétreédre ABCD. En déduire 'aire du tiangle ABC.

1) Un vecteur nomal au plan (ABC) est AB A AC . !
Ona AB a pour coordonnées (2,2 , 0) el AG a pour coordennées (1, -2 ,-2),

donc AB AAC apuur:mmméesu _j. Lﬂ '—2‘. I_2 12“
0 = 2 1 L =
Dol Ehmdemmm;{—ﬁ.-l + 2} est un vecleur normal au plan (ABC).
Z) Mix.y.z)appartent 4(ABC) <= AM(BBARC)=0 o Alx-1)-4ly-2)+2z-%=0

& -Jy+z+3=0,
D'l une équabion cartésienna du plan (ABC) et 1 2x + Iy -z - 3=10,

3) 2x0 4+ 2ed—1x15-3=-10 2 [ Dol D n'appartient pas su plan (ABG).

4) La distance de D au plan (ABC) estdonnee parla formule : (D, (ABC)) = I "E"E“"“T]I
AB A AC

Orona: DA(1,-2,-12), DR-(RBAAC) = ~4 +B—24 =30 gl "Emc]:f.a +16+4 =6,

Dot d(D u!,.ae:]:“T La distance de D au plan (ABC) est dans 10
Autre méthode

Cin peut AL U“hmlmu&hm canésienns i T} p.lﬂl'l tﬁ,BE} I}naura d|'|] tAﬂcn iz E“D +E?ﬂ el q FJHE
JEE + 247

' 10

5}« Le volume du téiraddre ABCD est donné par fa formule : Volume(ABCD) =1}[f"ﬂnﬁﬁl-ml =E’”‘""’?
B

Le volume du Wtraddre ABCD est don - T uy,.

| il
® Hotons V'le volume du 1étradare ABCD ; Ave{ABC) faire c tiangle ABC et h In hautaur du télmidre 592

1 10
On aalors : Uhahﬂ"fﬂ'{-"ﬂ'ﬂhﬁ'ﬂu Aire| ABC) = —_—.il_.3

Do |'aire du tiangle ASC el Alrg{ABC) =3 3, *

-‘-_._-_ Page 98 ﬁ’/
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Chapitre 9 : Gfeoundtrie dins 'epiree

B - Déterminer les lieusx geométriques

Exercice 45
Soit A, B et C trois points de fespace orientd,

Diterminer Fansemble des paints M tels que : (MA +MB) AAT =10

Sgit | mikew de (48], MA +M8 = 2M1 , donc

(WA +MB)AAC=0 e MIARE=T & Lesvectours M et AT sond colindaies

Dol Fensemble cherche est [a droite passant par | et paralidhe 4 (ALC).

Exercice 46 >
Soit A et B oeur paints distincts de 'espace orienté, | & milie da [AB).

1) Démantrer que pour tout paint M de l'espace, WA A MB < M A AR

2) Endéduire l'ensembis (E) des peints M de I'espace le's que Waﬁa’ﬂ —MIxAB .

1) MAAME =MA A (WA + AB) = MA A IMA + WA A A8
De méme MiAAB = (MA + Al) A AB = NA » AB +

D'oii MA A MB = MinAB.
2) D'aprés la quastion 1), on a Hm—ﬁnﬁﬂqmnﬁl.

Liensembie (E) est donc lensemble des points M de I'espaca tos cue | il .fTE[I= Mix AB

Or sl M, afors ﬂmmﬁ|=mxaax siniIA .

Done M appartient  (E) ¢ et seulement si sinfIA =1, c'est-d-dire meshilA — ;‘_ .

L'ensermble des points M de lespace beis que mesiIA =§ estle plan médistewr ce [AB], privé du podnt |,
Mais i M = |, aors {14 AB|=0 et lixAB = 0, dloi Mégaliié | MiARB | =MixAB est encore wrie,
Finalemant, I'ensemble (E) des points M tels que !hTA A hﬂ: MixAB est le plan médiateur de [AS],

Exergice 47
L'espace est muni d'un repére arthonome direct (021,
SotA B, Clespoints tels que OA =i, OB=1 e ::IT:

k;
1) Déterminer lensemble des points M de 'espace tels que ﬂm A ﬁ':
2] Déterminer I'ensemble des points M de I'espace tels que '

1) S0it M point de lespace de coordonnées (x, y , z).

OnaAi1,0,0),B(0,1,00etCio,0,1).
Le vectewr MA AMB 3 pour cordonnées (2,2, 1-x- }']ﬂﬁlﬂdeu‘ fera les caleuls).
Le vecteur MB A MC a pour coordonnées {1~ y—-2. %, 2) (le lecleur fara les caiculs).

_——_ P T e
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Clraitee U 2 GGdmmeteie davs espoce

Daonc Hmhﬁ.ﬁr:IM_'BnE" dguivanl @ ¥+ 28+ (1 —x—yf=(1=y-2P + @ + 5% puis a

E-xl-dx42z+ 20y -2yz =0, ensuite {2 =)z + %) = 2{x-2) + 2y{x - 2) = 0, enzuite &
(Z-xfz +x-2y+2)=0elenfindx-z=Ooux-2y+z+2=0,

Par conséquent, l'ensemble des points Mix , v, 2) tels que Iﬁﬂml = Eﬁﬂfﬁ" est la réunion des pign,
déquations respectives x-z=0etx -2y + 2+ 2=0.

2) Draprés ce qui précéde, |ﬁmﬁ|:ﬁﬁﬁni‘ﬁi sietseutement &l x-2=0Doux—2y+z+ 2=,
Comme a la quaston 1}, on montre gue :

Iﬁﬂﬁl:lﬁmml si et seulement si, x—y =0 ou x +y—2z + 2= 0 (I lectaur fera les calouls),

R T e iy A=IUX=2y4+ZT+T=0D K=
-“-Jﬂl"i.IMA&MEI-lmﬂhhﬂZI:lMEhMAi aﬁiéq:j'.'ah}rdil[ = mé[ ?

X=youx+y—2z+2=0" ay N
{ =7 |:|:—E;.'+.--_—2=IZIm_I [1—Ey+z+2.-l]
Ktpy=—2242=10 K=y xt+y—2z+2=0
X=k x=k x=k x=k—2
Enfind {y=k ke R ou {y=k-2 keR ou | y=k KkcR ou { y=k keR.
z=k 2=k 1=k=2 z=Kk

Finalement, I'ensembéa des points Mix , y , z) de I'espace tols que : .
Im.ﬂ ﬁu= II'-'I_E:n ﬁl = iﬁhml est la rbunion des quatre droftes passant respectivement par O,

Al0,-2.0).B{0.0,-2)etC-2 . D, 0) et ayant toutes pour vecieur directewr G=1 + ] +K.

Exercice 48 _

Sait A, B, C trois points non akgnés de 'aspace arientd, _

1) Déterminer Fensemble des points M de lespace (sl que . AR AM = AB A AC
2) Soit | Iz milieu de [AC], oémonirer que Iensemble des points M de espace tels que : MA AMB=MBAMC sl
droite (IB).

1) Scd M un point da 'espace, an a:

FEAAM=RABARC < ABA(AM—AC)=0 < ABACM=0.
Done Fensembla des points M de l'espace tels que AB A AM = ABA AC est la droite passant C et paralléle la drok
':I"'-'E']'

_.__,._l -

(MA, MG ) A ME = 0, ensuite EMMME 0 olanfin MiAME=1D . i
Ce qui signifie gue les points M, | &1 B sont alignés. En d'autres termes, M appartient & la droite (13). |
Finalement, l'ensemble des points M de l'espace tels que : MAAMB =MBAMC estla droite (I8).

Exarcice 4
Dans l'espace muni d'un repére orthonormé direct, soit A ¢t B deux ponts fels que AB = 5,
1) §i M est un point de l'espace, interpréter géométiquament " M_Anlﬁl

2) Déterminer Fensemble des points M de lespace tels qu || A hm" =20,

1) [ AME | représente le double de Isre dutiangle ABM,

e PAQE 3B
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Chapiire ¥ ; “ﬂ"l’ﬂl‘ﬂ'l_l‘ FTI .f'ﬂjlrrrr
2] L'aire du triangle ABM es! aussl égale 4: M;ﬂ'iﬂ

Diod d'aprés la queskion 1), UMA A.MHI: 2 équivaul & AB=d(M, (AB) = 20, Cesl-a-dire diM , (AB)) = 4.

D'od lersembiz des points M de lespace fels gue |m AMB ” =120 estle cylindre d'axa (AB) el de rayon 4,

e R —
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Chapitre # ; Gémndéteie dais Cespace

EXERCIGES POUR 5" puTo-EVALUER

N
e

Exercice 50 25 Eliﬂlﬂﬂﬁ
L -

1) On donne dans I'espace E, krois poinis non alignés A, B, C et le point | défini par Al = AB +_:}Al:

D quels coefficients a, b, ¢ fautl allecler respectivemant A, B et C pour que | soit lewr barycanine 7

2) On suppose maintenant que ABC estun triangle reclangle en At que AB = 2 et AL = 1,
Déterminer Mfensemble das points M de Tespace iels que ©

a) (5] MAF - 2MB2 - MC2 = -3, b) (P): MaZ-2ZMBT + MCI=-3,

Exercice 51 BAC Etranger Z3 minutes
L'espace est muni dun repére orfvononmié (077, |, &)
On considére les points A{1, 0, -1),B(2,1,00,C(0 ., ,-1) et D[=1,0,4).
1}a) Détarminer les coordonnées des vecleurs A8 A AG .
b) Monlrer que les points A, B, C et D sont non coplanaires,
cj Calculer ba volume du fétraédre ABCD.
2) Soit (5) Mensemble des paints M de lespace fels que MAZ + MD? = 29
aj\Vérifier que les poinis B el C apparfiennent 4 {S).
by Determinar la nature of les #dmants caractérishques da (S).

= — 2000

0. A. B et C désignent quatre points non coplanaires de fespace affine eucidien, P et O les milieux respectifs des
segmenis [AC] et [04). ;

On nate D la barycentre des points O, A, B ef C affectés des coofficlents respectits 3, 2, 3 at -2,

1) Montrer que les vectewrs D et AP soni oolinéaires, Flacer ies points A, B, C, O et D surune figurs
Dans la sulte de Nexercice, on note M un peit da |'sspace,
i=ﬁﬁ—m+ﬁ—ﬁ | ;=ﬂ'jﬁ—;m+ﬂi---ﬂfﬁ.
Z)a) Visrifier que ¥ =2PQ etque w=6MD.
by En déduire |z nature de & ainsi quz celle de 5, 00 & est lensembie des pints M tels que 7 ot W soient
colinkzires. S est lensamible des poinds M tels que 7 of w ont la méme nomme.
3] On suppose (pour cette question) que 'espace est muni d'un repém arthonome (0; 7, 7. K) etque les points A, B

el Cont pour coordonndes (2,0, 00, (0,2, 0) et (D, D, 1) respactivemsnt.
Ecrire une équation caésienne de S et un systéme d'équations parameétriques de A

Exercice 53 35 minutes
ABC est un trangle, On pose BC =5, ACshetAB=¢
A estle miieu du seqment [BC]. B' celui de [AC), C' calui de [AB], G Meobarycenive du Fiangle ABC

2 LpE et
1) Moriirer que, pour boul poind M du pian, MAZ -+ MB? = MCE = ag? 4 10 +© *']3 +c
2) En caboulant de deun fagons différentes : (WA +MB-+-MC)2, étabir que

e L v s -
IMA. MA' 4 MB_ME = 3;15___3’_1. ol

3] On considéra les ponts communs aux cercles de diamétras respectife

: : [AAT =t [BCL
Monirer que, lorsquils existent, is appartiennant 4 un cercle de centre G dont on précisera bs raynn en fonclion de .9
etc.

Exercice 54 - 8 —
Drans I'espaca rappertd & un repére orihonomié dirsct (0 T T ; E] O conne les paints Af3 2, -1) et H(T, -1,3)

e ———————————F (e 10 wﬂ

_
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Eﬁuﬂm ? : Glomdrtrie dans Peipree —
1) Calcuder 1a longueur AH,

2) Déterminer une quation du plan (P) passant par H et orthogonal  ta drai H
3) On donne les points B15 .1, 1), 04, -3, 3} e1Dl1 .5 ”19] oile (AH).
Démontrer que B, C et D appartiennent au plan (.

Démontrer que I'aire du friangke BCD est Sgale & 550
Démontrer que be volume cu tétrmédre ABCD est égal & 148 ,
; K|

!E Elul D sont quatre pod t | 4

A B, Walre poenls non coplanaires de 'espace ; | et J son | :

[CO];meest un réel non nul et G = bar ({A, 1), (8, 1), (C, m—2), {0 :;}l.m"m e
1) Construire Gn dans les cas particuliers.
g m=2 b) m =1.

P [ M
Mentrer que 1G =f—]ll’.‘- —D.
2) q m m +?|D

€) En déduire que G; est le milieu du segmant [G].

En deduire que l'ensemble (3) des points G lorsque m décrit [ estincius dan

I 5 Un plan que l'an précisera.
J) Manirer que mJG,, estun vecteur constant. En déduire 'ensemble (8)
Erhties 20 minutes
Soit P un plan affine, A et B deux poinls distingts de P,

.h.lnu1réelugtpﬂurmtpqinlh'lduplan,unamﬁelesﬁiﬂlrm Se={iA aL{B.a+1),(M,-a
1) Déterminer [ensemble E des réels a pour lesquels le systéme Sy ad::'net un gﬂl'j'té‘ﬂl:!:il: geah

2) Scit o appartenant 4 E, on nete @ Mappiication de P vers P, qui & tout point M, assoce e point M
S Queliz est la nature de @, 7 A P associe e point M', barycentre de

Exercicg 57 _Extrait d'un BAC étrang Eqr_ - 45 minutes
L'espace est rapporté & un repére orfhonormé direet (027, | k).
Lde:dntE-ﬁ,B,EetDﬂlﬂpmrcwﬂunr&ﬂimspanljwsﬂ-1 0,243, 2,4), (1,4, 2el(5,-2,4)

On considére fes points |, J et K définis comme suit | milieu de [AB], K milieu de [CD] et Bl = }ﬁﬁ :

1) Déterminer l2s cocrdonnées des points |, J ef K.
£} Montrer que les paints |, J et K ne sont pas alignds, -
Jushfier qu'une équation cartésienne du plan (1K) est Bx + 9y + 5z - 12 =0, .
iner une représentation paramétrioue de la droite (AD) et mantrer que le plan (10K} et la droite (AD) sont sécants

£ un poit L dont on déterminera les coordannées. Monirer que AL =%‘“'_D !

3} Plus généralement, dans ['espace E, on considére un élraddre ABCD ainsi que les points 1, J, K el
L définis par | milisu du segment [AB], K milieu du segment [CD], AL = %ﬁ el E:inn_c :

S0 G le barycentre de (A, 3), (B, 3), (€, 1), (D, 1)}.

Déterminer la baryeantre de {{A., 3), (D, 1)} et la barycentre de {8 , ), (C, 1)}

E“HEUPHN lee paints A, 8, C et D de deux fagons différentes, montrer qua G appartient aux drodes (1K) et (JL).
En déduire que les points |, J, K et L sont coplanaires.

! 45 minutes
Soit A, Bel C trois_points non alignés de fespace el k un réel de intervalie [-1, 1],
On nolee G Iz barycentre du systéme (A, k2 + 1), (B, k), (C , -K)).
1) Représenter las painis A, B, C, le milleu | de [BC] et constuire les points Gi at Go.
2} Montrer que, pour tout réel k de Tintervalle [-1 , 1], on a Iégallté : AG, =ﬁﬁ-
R e —————  Page 101
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—%
Etablir le tableau de variation de la fonction f définie sur [-1, 1] par e ]

En déduire lensemble des paints Ge quand k déerit lintervalle [-1, 1.
3) Déterminer fensemble (E) des points M de lespace tes que . [IM +MB-MC
_mfﬂ|ﬂna-m-mc|

||_|:rm-ma+r.m||.

4) Déterminer fensemble (F) des pants M de fespace tels que | || TMA + WB

5) L'espace est maintenant rapporté 3 un repére orthonormé (O ; .1k
Les points A, B, C onl pour soordonnées respectives (0,0, 2), (1,2, 1) et{-1,2.5).
Le point Ga ef les ensembles (E) et (F) sont défins comme ci-dessus.

Calculer les coordonnées de G el Ga. . .
Montrer gue les ensemblas (E) et (F) sont sécants. Calculer le rayon du cercle (C), intersection de (E) el (F).

Exercice 59 ' n
Sail P un plan. ABC estun triangle rectangle en A ef isocéle tel que AB = AC = a, 00 8 est un réel posilit
Soit m un parametre réel.

1) Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que le sysiéme de points pondérés

{iA.2), (B -1).(C. m)} admette un barycenire Gm.

2) Canstruire Ga, puis Ga. Vérifier que GG, = 2“;5

3) Déterminer Fensemble (T') des points M tels que : Hzﬁ B+ EEH =gm +F|E+LE!

Exarcice 60 — 33 minutes
Dans lespace rappart: A un repére orthonormé cirect (01, k), on considére les points A1 ,2,2), B3 .2 1) &
G(1,3.3).

1) Montrer que les points A, B et C déterminent un plan. Donner une équaticn de ce plan. :
2) On considére les plans (P1) et (P:) d'équations respectives (Pi):x -2y +2z-1=0 et (Pg) 1 x-3y+22+2=0
Montrer que les plans (Py) et (P2} sonl sécanls.
On notera (A) leur droite d'intersection. Montrer que ba point C apparbent a fa droite (A),
Démontrer que be vecieur T {2, 0, -1) est un vecleur direcieur de la droite (A)
Déduire une représentation paramétrique de (3 droife (A).
i=X+1
3) Pour délerminer la distance du paint A 4 la drode [A) déquation paramétrque : | y=3 KeER,
Z=—K+3
On considére ks point M de paramétre k de fa droite (A).
Détarminet Ia valew de k pour que les vecteurs AM et U soient arthogonauy.
En déduire |a distance du point 4 & la droite (A).
Exercice 61 30 minutes
On considére dans le plan orenté un tiangle non aplati ABC.
On note G le barycentre des points pondérés (A, 3), (B, 1) et(C, 1),
Q be barycentre des ponts pondérés (A , 3) et (C, 1),
Et enfin R le barycentre des points pondénés (A, 3) et (B , 1).
1) Démentrer que les droges (BQ) et (CR) passent par G .
2) Soit P le melieu du segment [BC),

Démenirer que les points A, P et G son alignés, Exprimer le vecteur PG en fonclion du vecteur BA, .
3 Solt & Fensemble des pints M du lan tls e : mes(78,11C) = 7).

On suppose que B et C sont fixes et que A décrit lensemble A. Déterminer Fensamble I déerit par le point G

————————eee  Pagml i
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dminufes
el A, B o C brois pesnts non alignés da Nepice orientd
1}|Déﬂ1-l'.mlrarquu: .I‘TE-' .i"rﬁ E.l"l: r.i:ﬂ--é.ﬁ,,m;,
diduire que A B
; FE QUi . == i g |
2 Endiureque- TEC BnCBA  SnACE
45 minutes

Liespaca est muni dun repére orthoganal diect (07,7 ,K) .
On donne lesponts A1, 0,00, B(1 -1, 1).Ci-2, 0, 1), Df-2, 1, 0) et Mix .y, 2).
1) On considtee e vecter V tel que V= 20A—2MB+ WC ,

Déterminer le taplel (2, ¥ , 2) dé coordonnées de M pour que l'an ait simullanémant AEAV=0A o AB-V=0.

7) Déderminer 2 hey géometique des points G, barycentres des points pondérés
(A, A): (B, 4-1);(C. 1=22); (D, 1) lorsque A décrt R
(Tndication : ARCEH est wn parallifogramme nom aplai).
3) Soit H un point de 'espace tel que ABCH soit un iétragdre, | le miligu de [AB], J e milieu de [AC] el K b2 milleu de
[CH].
Soit cx un réed difiérent de -1, 0 ef 1 el H,, le barycentre lorsqu'll exisie des points pondérés (A, 2a+ 1), (B, ax),
(C.ee2).(H.-3).
a) Montrer que H,, estun point du plan (|JK).
bj Soet E be milieu da (1] et F la baryeenire des paints pondasds (1, 1) ; (K, -3).
Maritrer que H,est un peint de la droe (EF).

Exercice®4  Extrail d'n BAC francais — 1987 20 minutes
L'espace est muni d'un repére orthogonal direct (07,7 .K)

On donne les poinis A[-- 0, ﬂ] [ 0 U] et Fio, 1,00

1) Soit M{x , y , 7) un point de lespacs. o S

Calouler les coordonewes du vecteur MA AMB . Déterminer le point Mo tel que MgA AMgB = MgF _

2) Déterminer Fensembile des poinis M du plan (0,7 ,K) te! que: Wﬁﬂ=lhﬂ_l7l

En interprétant EME' comime une zire, monlrer que ces points M sont 3 égale distance du paint F et de la droite

(AB). En oéduire une solution géomairigue. o )
3) Risoutbe |es mémes questions qu'a la question 2) en remplagant le plan (07 ,K) parle plan (0; T, 7).

Exercice 65 Extrait d'un BAC francais — 1381 25 minutes
1) ABC est un triange duplan P tel que AB=AC =5etBC =5
Calculer g produit sealaire AB.AC.

2} On désigne par G ke baryeentre de (A, 2), (B, 3) et (C , 3).
Construire le point G el calculer la distance GA.

3) On considére I'application f de P dans B qui, & lout point M de P, assccie be réel :
F{(M) = 2MB -MC + NC-MA + MA-MB.

Démontrer que Ton &, pour toul point M de P, fiM) = [(G) + 4MG2. Calouler numésiquement fla) et f(G).
4) Déterminer et construire ['ensemble E des poinis M tels que - M) = fA).

MEDEeﬂwmpymmHadebasEAEr:D mrrene:mtreﬂﬂEA EA=EC=ED=2aclOA=3.
1) Meatrer qua b drele (EO) est arthogenale 2u plan (ABCD),
Z) Détermriner suivant les valeurs du réel k, l'ensemble des ponts M de 'espace tels que

MAZ + MB82 + MC2 + MD? = kad, |

_ Page 103 ﬁ
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Exéﬂcmsé POUR ' AUTO-EVALUER = SoLuTIeN

Y,

o e = 21 (G, -1
0) ReFB4 AT « A_281-Gi=0. b =bar{ia, 1), 8,2 €

4 TRY? — 24+ B2 (LG

ALY — il 1
_ 201 — 2MI(iA + 28 ~C) + 1A? — 2B -IC*.
M2 + 142 - 2IBT = ICR

Za)  MAZ- 2B - MC?

o o5 17
. T —_ R ——
.ﬁ|=-ﬁﬂ+%ﬂ.c donc uﬁ=:ﬂﬂ+%nr:::’=ﬁﬂa+-}ﬁﬂz+""5'”:=‘qa o Lk

Tt 1

1= ~ L 2 _.n2
Al= AB+=AC , dorg Bl=—AC et B =—AC =—.
= 2 7 g 4 Fl

i g e o R i e and i3 {7
HI:AE+-%AC.dun: EI:AB-%M: el EF:ﬁAE—:;-AE}I’=ﬁﬂz+;ﬁcz—"ﬂ'm‘“ﬂ i
Dol MA? = 2MB? —Me! = — 2P .,.E-E_E; _mF—-l_anl.
4 4 4 2
MAZ - MBI - M2 =] &= _EMF_%=.-.3 = M|=§.
- 5
D'oi (S} et la sphére de centre |, de rayon -
b} @ MA?- 2MB? + MC2 = MAZ — 2{MA -+ AB)Z + (WA -+ AC) = OMA(—2AB -+ AC) — 2A8% + AC?,
= 2MA(-2AB+AC) -7

Censidérons le point D el que AD = — 288+ AC, on aura alors MA” — 2MB? +MC? =2MA AD—7.
Donc MAZ-ZMB? ¢ MCi=-3 o MAAD=12. '

= Soit H le point de (AD) tel qua HAAD =2,
Ona HA =nAD. Donc HAAD = afD?,
Puisque AD=—2AB + AC , alors AD” = (—2AB+ AC)® =4A82 + AC? =17,
On en déduit HAAD = oAD? =17a . Comme HAAD =2, alors ona 1T =2, Alors o == f T

17 17

* Oncbiient alors MA7 - ZMB2+ MC?=-3 & NAAD=FAAD & AMAD=0.
(P} est ke plan passant par H el ordhogonal & [AD).

1)a) Lescoordonnées de AB soni(1, 1, 1) et celles da AG sonl(-1, | 1),

SR 1 ol -
D'oli AB » AC ( ' i AC
% apaur:mrd-:rnﬁaslk]T DHI _“1 1U.l::ia-'.;l-a-cljrsl AB A AC & pour coordonnées (-1,-1.2)

b) A, B, C et D sont non coplanaires forsque AB, AC et AD sanf non coplanaires, C'est-a-dire (AB A AC)-AD 2 0.

Or AD apour coordonnées (-2, 0, 5), alors (ABAAC)AD=2+0+10=1220.
A, B, C et D sont donc non coplanaines.

c) Le volume du iélraddre ABCD est donnd par ka formule ; l][ﬁhﬁj A_'D’-E Uy
E r LI ]

2)a)» BA apourcoordonndes (-1,-1,-1), BD @ pour coordonndes (-3 , -1 , 4),
. PaE 104 —————— e |
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Eﬁ:'\lﬁ- E||;|=-,IE+1+1ﬁ=1@l§.ﬂmcﬂ,ﬁ2+5m=3+2|§=;§gl Dol Eapparhmlé{ﬁ}
« CA apourcoordonndes (1, -1 0). TD 8 pour eoordonndes |1 , -1, 5),

ch =+, CO=+27 at CA+CD?=2+27 =29 D'ois Cappariient & (5).
by Soi | I miliew g [AD], et M un point de lespace. On a :

: R pelyy = 2
WA $-MD? = (M1 1R)? + (MI+I0F =207 + 2MI(& + D) -+ 2147 = P2 +"‘%= M2 .,%_

Ansi Mapparientd (S) & mh%:m = -2 .M=%.
20

Dlod (5) est ka sphére de centre |, da rayon %

1)0 = bar {[0,3). (A. 2), (8. 3), (C. -2}) = bar (0, 3), (B 3). (4. 4), 1A, -2, (G ,-2)} = bar {[Q, 6], {4, ), |P ,- 4]}.
Dol 60G+4DA 40P =10, cest-d-cre E00-+4PA =1

Danc DQ = %ﬁ - D'oli les vecteurs DO of AP sont colndaires,

iy oy

2ia) 7= M0 — NA + MB — MC = M0 + MB - (NA + NG
=2MQ— 2P (car Q est milieuda [OB] ot P celui de [AC])
. =%]
W= 3MI0 + ZWA + 3MB — 2MC = (MO + DO) + 2(WD + OA) + 3(WD -+ OB) - 2{M5 + G
w= GMD + 300 + 2DA + 308 —20C
=6MD (car D=bar{{D,3).(A.2).(B.%.(C,-2)) D

Dol 7= 2P0 ef w=6MD.
b) & A est ladmite passant par D et de vecteur directewr PO . .
o [fl=# e DM=%FG. Donc (S) est la sphére de certre O et da rayon %Fn

1 — 1 2 1 1 3
d}Ona; o i -1 =1 == st PQ=1" LTI
}Ona F[1.ﬂ.2].ﬂ1[ﬂ.1.ﬂj, F'Ell 1.1, El.ﬂ[ﬂ. . 3]3’: Q 1|| -|—1+4 3"

S0 M(x | ¥, 2) un point de l'espace.

2
* Mix.v,z) appartienta(S) & DM:=%P{]2 = [I-%l +h’—flt+lz+13][=%,
O s s 2 )
c““”ﬂuaﬁda{ﬁ}eﬂ:lx—i +ly=17 + z+§ =T
M= = =
* Mx,y,z)apparfient 4 < DM=KPO aveckréel & y=Kk+1  aveckriel,
1. 1
I=——u—r'—
2 3
2
E—k S
X '1'3

Done: une représentason paramélrique de ladrolte Aest § y=k+1 aveck réel quelcongue.
y TR, |

z=——k—=

3

. P00 T e
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Chapitre 9 = Goméire dans l'espace

1) Sait M un point du plan,
» MAZ + MBT + M2 = (FAG + G +{m+ﬁf+{fﬁ+ﬁ}z

= 3MG? + 200G (GA + GB+GC) + GA® + GB” +6C?

= ME@ +EA!+GE’=‘+GE1 (1) (car GA+GB+GC=0).

e Y et
- AG Emmm:} donc AG? = 1AB*+AG’+2AB-AE]-
T S 2 2
Or BB.AC = +AE -BC _C +I:|E i msz_ |:c ST S JON, SR ]..._{—ﬂ +2h° *En?]

» BG= lf—E?E+E].n‘nnc1

_t,..‘l

BG" = (4B + AC? — 4B AC) = S(4? +b° 26?247 +2a%) =2 2" 7 +26%).

wr

T
E='§{Aﬂ"2-"hﬂ].dﬂnc:

1 o gt ; .
CG” = (AB® +4AC? —4ﬁE-AE]=%{c" 44 -2c? -m“+zaﬂn=§tza1 +2b* ~c?}.

D'ois AG? +BG? +C&7 =%{ai'+t:|z +c),
En remplacant catte valeur de AG? + BG? + GG dans (1), an obfient bien :
MAZ £ N8? £ MC? = G +%¢31 +Hach).
2) (MA +MB+MC)Z =MAZ + M8% +MC? + 2MA  MEB + 2MA -MC + 2VB -MC .
Dong, daprés la question 1,ona:
{m +ME + Ec:'f = aMG? +%[az+h?+c=}+3ﬁ-ﬁ+-ﬁ}+ﬁ MC
=3ur5*+%[a‘+n‘+c’]+4ﬁ-ﬁ+zm-ﬁ (A" est miliey de [BC],donc MB +MC = 20A)
De plus, MA +MB +NC = 3MG , alors (WA +MB + NC)’ = MG,
En égalant les deux expressions de (MA -+ MB-+MC), on obtent
SM-EE-r%{iE +b7 +c2)+ 4MA - MR+ 2B - WIC = oMGE

R LR R e ey y A
Et finalement, 2MA-MA'+ MB-ﬁE=3\dG‘—E{a* +b? +c?).

3) Supposons qu'il exste un point M commun aux cerdles de diamétres [AA] et [BC),
On a alors mﬁ =H§EE =),
En remplacant dans Fégalité 284 - MA"+ MB- NG = 3MG2 _1¢a:+h1 S

e ~;!{Hz +b? +6%) =0, Ceska-gire, GM = 1I||32+ ¥+ '=?

1 fa +|]-2-l-ﬂ
cercle de cenbre G et de ra
M appartient donc au yOn = : >

1) AH= i —xa )+ Ot =¥l +lzu -2 =28,

|
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2) Le vecteur A da mﬂdlunnéaﬁ (-2,-3, 4), est un vecleur nomal do (P)
Ainsi, soit M{x , y , ) un point de fespace.

Mix.y.2) sppartentd (P) & AMAH=0 & 2-1)-3y+1)+de-3)=0 & +y-dz+13=0
Une &quation du plan (P} est dong : 2x + Jy -4z + 13 =1,

« La lacteur vérifiera que les coordonnées des points B, C et [ satisfont bel et bien [égalilé 2« + 3y—dz + 13 =0,
Donc B, CetD appartierment & ().

o L'zire du triangle BCD estdonnée par la formule Ajrﬁﬁcnh__%ﬁ hE-_I]] ]

orona BG & pour coordonnées (10, -4, 2) et B, (5, - 6, -2). Alors BC ABD  pour coordonnées (20, 30, -40).
Dong FL‘.'MTD'|=1E-J'2_9 el Are(BCD)=5478 ua..

« Lt volume du titraddre ABCD est donné par la formule : Volume(ABCD) =%]B_'ﬁ.tﬁ ﬂe._[:l)i_

Ef comme BA a pour coordonneéss (8, 1, -2) akrsona . ﬁ-[ﬁhﬂ_[}'}=im+3}+ﬂﬂ=2m.

145
D'olr Volume{ABCD) e UV,

pAutre méthode:
' 111 Aire(BCD)
On peut aussi calculer 1a distance h de A au plan (BCO) = (P) et alors on aurat ; Valume(ABCT) = Ehx .

Or h= [2ea +3ya —4za +13|_ 29 —f29 , alors 'u'uh.irra{ﬁ.ﬂcl:lj=1 Jﬁxs..fEJ—';E unité de volume).
i 4f VB 3

. = bar{{A, 1), (8, 1), (D, 21) = bar {{1, 2k(D,, 2)}- Denc Gasstie miles d [10)].
J;"} G|=har{[£ﬁ.,1:|. (& 1), (C, -1, (D, 1)} =bar {{. 21 (6.-1). (0. 11}

e Al s [
Dong G, —CG, +0G, =0 donc A, +0C =0 done IG1=-—EI}I3.

= . (c.-10.0., 1 B ;
f;,’zi’m,ﬂ?r_{;{:_ 1%1] ,[g;] = gaim 2} (C,-1) (D, 1.(C, 1) (D, 1)} = bar (G 24,2 A
Dol G; est le miliey de [3‘-:.!]. &
i}fSaitmunréEInmn ! Ga= I.‘.E'F{“ .E:I {C.H'I-I:I.I:D-m]‘l
= e i Dlm}} ' '_. LB e
Gty 5 - i ﬂ;+{m—2]mm+mm=u. i
ﬂ_;;q-{muz:nfhﬁhrr{ﬁhﬁmhﬂ.

'ﬁﬁ-ﬁ:sm'l-ﬂﬁ+ﬂ"_ﬂ.

=
=
=
=

— m-2=. 1=
nlm lG“‘='En_IE+EID' i€ & 0D (I, CetDsont non alignés)
'oll G 2ppart ssant par | et da veCiswrs directeurs |G € 10 {), sonl non & .
o % g,.m Gnm ;ﬁ;,“ﬁggﬁm conséquent. (3] st contenu dans le plan l:lljﬁ[]]_ _—
Ha1 o B B, 1).(C m—2),{0, m)} = bar (A, 1) (8, 1), (C,m), {D,m),{C.-2)
3} L ] Gﬂ . haﬂ!ﬁ 9 l”l t 1 ¥ P Al bar{“ : E]I “ : h‘n]l {c .f}] 8
Dot 26+ 2Byl — 2B C =0 ; clast-d-dre (B T+ mBd~ Gd—IC = 0.

Dene mG,J=IC . Dol e veceur Mg est constant
1

. @=—1-mf: cesta-dre JGg ==—IC-
i) T = —_ = ]
Sqit m réel non nul, on 3 daprés c& qul précéde, JGy, = -;"3—“31 kvarianidans R .
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Alors Gw décrit ba droite passant par J el paralliéle 4 la draita (Cl), privée du peint J. —
Dot {S) est la droite passant par J parallble & la droite (IC), privée da J.

1) 3z admet un barycentre si et sedemenisia+ g+ 1-a# 0 cestadirea?-1.Donc E= & { 1}

2) M =bar{{A, a), (3., a+ 1), (M, -a)} signific que aM'A + [n-.'-f}-'-'l_"ﬂ— oMM=10.

Cest-d-dire aMA + (o + IMB=0.
Ora+(a+1)=0 équivauta a=_%.mm.-

—;Iﬁ-.t-g-ﬁﬂ.l:'estﬁ-dire AM+MA+AE=0.Donc MM =AB.
@ 4 eslalors la transiation de vecteur AB,
2

® S nz-%.aﬂsma

IE,.in_=—1

2.a‘mcmsidannslepmttkhartmiu].m.::rHJI}.EIna:
aMA+(a+WMBE=0 « aMG+GA) +{a+)(NG+GBl=0 o oMG+(x+IMG=0

i ]
o+ 1

lisl o+ 0] el Po est Fapplication Identigue.

= GM'=

P, esl 'homothéte de centre G el de rapport

1) Les coordorndes de | sond (1, 1,-1) et celles de K sont (3,-3, 3).

1] r,= 5

<Al —
1 N i f 51 §
BJ==BC —2|=|-= == . Dol J|=,=, ==
"4 = ¥ 2 = ¥i > [2 7'" 2

Z;+4 3 5

it Fi=——

2 | =g

2)» Ona: u[-z- -% -gl iK(2,-4,4) donc WAIK(=8,-9,-5=7,

Do 1) et K sont non colingaires et les points 1, J &1 K sant done non slignés,
» [es coordonnées des points [, J et K vérifient Méquation 8x+ Oy + 52— 12=0,
Dod |, J et K appartiennent au plan d'équation Bx + Gy + Sz - 12=10.

De plus, les ponts |, J et K sont non alignés, alors le plan (LK) existe et a pour équation : Bx+ 9y + 5z -12=10.

H='E|'I—1
o M{x,y,Z) appariient & (AD) <> il existe un réel k tei que, AM=kAD y=-2 keR.
f=K42
x=—1+6k K = =146k
y=—2 y=—2
ariient & (LUKIN =
o M{x.¥,Z)app (MEIN(AD) S = i

Bx+0y+52—-12=0 — B 48k — 18K + 10+ 10k — 12 =0
1

On en déduit que h-—-%.:— y=—3 e:zug Do (1K) et (AD) sont sécants en L[' ! 5]

1

2 2722

- 3 11 .
e AL apour coordonnées [E i r.dﬁmﬁrnecm —AD. Dol ﬂ.L—EAEI-

ﬂpﬂﬂim_#
-
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o T T i
31-!£=:;E = 4AL=A0 & D+3A=7. Do L=bar {{A, 3),{D, 1))

. Ej:i-E'_E: - M_B+|Ehﬁ. oy "I'_"h[““B,J]. [E| 1=|}|
» Dune part, G = barf(A  3), (B, 3), (€, 1),{D, 1)) = bar{ll, 6), (K, 2)). D'ois G appartient 4
; = D ot £ £ (1K)
o D'aulre parl, G =bar((A, 3), (B, 3), (C, 1), {D, 1)} = barf{A , 3, (D, 3 ’ Eli'fﬂ
D'od G agpartiet & (L) h=tbarl{A, 3), (0, 1), (B, 3), (C, 1)} = bari(L. 4), {, 4}
Les droites {IK) ef (1L} sont @%ors stcantes en G, done coplanaires. Dol les points 1, J, L el K son Siisin
Solution 58

1) Gy =bar([A, 2), (B, 1), (C,-1)). D'l AB, = —%ET:.

G-1=bar({A, 2, B, 1), (C, 1)} Dod AG, %E- :
Ze G=bail(A, K +1),(B,1L(C. K & (4194, +455, —kCGo 3. :
&+ 146, +kBC=0 “'
e o e i
f =] =—-H.|'_',. = —
Ao k¥ 41 Dois AG k"-+1m'
= fest une fenclion définie, continue ef dérivable sur [1, 1) &t pour out x &ldmant de [-1.1] I'{x) =£,

lIE +1]=
Four toul xappartenanta 1 [ onal'{x) < 0 avec (1) =f'[-1) =0,
festdonc sirictement décroissante sur [-1, 1) et on a le tableau de variation de f qui suit:

A B e et

T r D

PRI
i

sl 1 |
x|
!

E

o DeFétude de f, on déduil que, quand k dézrit[-1, 1), fik) déonit [ .%- ;
L'ensemble des poirts Ge quand k décnit [-1 . 1] esidone lo sagment [5G 1] ;
3} Mappartient 3 (B) e uﬂﬁ+ﬁ—ﬁﬂ=ﬂﬁ—ﬁ+ﬁlﬂ Iﬁ”:lﬂﬁﬁj! & MG =MG .y
D'od (E) et le plan médiatour du segment [GiG 1]
4) M appartient & (F) & !ﬂﬁ-j—ﬁ-_-ﬁﬁl:lﬁ—ﬁ—ﬁl = Aﬂﬁ,”z"—ﬁ-ﬁl

o |||

= GiM=alL

Pl | —=

Dons (F) €5t 12 sphitre: de canire Gy el de rayon Al

5) » Daprés b quastion 1), ona: ﬁ;=—%ﬁ. BC(0.0.4) denc AG{0.0,~2) et Gi{n,0,0).

E:h%a‘d donc AGL;(0.02) o G_,{0.04).

% On constate que AB_; = —AG; , donc A est le milleu de [GiG.1]
Détermingns une équation cartésienne du plan (E) !
SaitM{x, y , 2 ) un point da fespace,

Mappajden:a{a s AM-GG_ =0 e Oxx-0)+0y-0)+duz-2=0 o z-2=0,

h Pﬂ!IETH [
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Chapiire ¥ : Gidonnel fr il eaprace

Dunclumn[Einpqu:eqm:ﬂ

Le rayon da la sphere (F) es!: =6 (I locteur [ora les calcuts),
10x04+0x0-+1%0-9 5 _pp
La distance du centre de la sphére au plan (E) 0% - N

D'l (F) &1 (E) se rencontrent suivant un cercle de rayon JAF -4 = J2.

1) Le systéme {{A , 2), (B, 1), (C . m)) admet un barg.-:enlr&sl ol cpulement si; 2 -1 +m# 0. Cest-a-ditem 2.4

2) » Gy = bar 1A, 2), (B, 1)) donc 2GyA—GgB =1 conc Ggh = AB.

G
Gy et done le symétrique de B par rappod ah
» Ge=baiA 2 (8.1).(C.2) =barGs, 1), (€. 2) N
Done GG, +2G,C = =0, donc CB; = PGGD Gy / . :
T —— — o =
o O 2GA-G8+256=0 o ML=+ e GL=75(AB+AC) i

a2
Done ﬂ;ﬂ’—-[mumhm Aﬂ:—-:a +a? +n:--a D'l G;.EsT

Puisque EEEI} -|-EIE‘-:E =0, alors Ezﬁg = - EG;C .

2a2 EaJ‘

Par conséquant GG =2G;C S Finalement GyGy =——-

3] Gz est barycentre de ([A, 2}, (8, -1}, (C, 21}, Donc 2MA — W8 +20C = MG, .

561 G le cenire de gravilé du angle ABC. One A+ MB+MC =3MG.
D'ol Mappartienta (Ty) & MG =MG. (M) estdonc la médiatrice du segment [G:G).

Solution &0 i S 1
1w OnaAB(2,0,-1, ACI01,1) donc ABAAC(1,—2,2)=0. (Le lecteur fera les calculs)
Doil les vecteurs AB et AC sont non colnéaires.

Les paints A, B &l C sond par conséquent non afignés, el déterminent un plan.
= Soit Mx,y,z) un point de [espace,

M apparlient & (ABC) <= AM-(ABAAC =0 e 1xx—1)-Ixiy-2)+2x(z-2)=0 & x-2y+2z-1=0
Une éguation cartéslenna du plan (ABC) est dong ; x=2y v+ 227 1.

2w n(t.2,2)etny(1,-3, 2) sonl des veclaurs normaux respectifs de (P1) et (Py).

Orona nyAng(2,0,—1)=0. (Le lectewr fera les calculs)

ol les plans (Py) et [Ps) sont sécants suivant une draite (A) dont un vecteur directeur est E-"*E[E 0, =1,
o 1=-253+1=3-1=0, dod C apparfient &(P).
1=2=3+2=}+2=0, dol Capparlient a (Pz).
Puisque C appartient & (Py) el & (P2). alors C apparfient & (AL
» On constate que U=ny A E qui est un vecleur directeur de [A). Done i est vecteur drecleur de (4).
= (4] estla drode passant par C{1, 3 , 3) el de vectew directeur T (2,0 1),

n=2%+1
Une représentation paramélrique de (A)est: | y=3  keR.
I=-}+1

3) » M estun point da 1) de paramétre k, d'ol M a pour coordonndes (2% + 1,3, k + 3} k tant un rbel,

e Puge 110 -
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Chapitre ¥ ; Géamdine dizmy e ey

= ———
AMI=0 < 4k+k=120 = k=

[T

O'od AW et orthogonal & T (2,0 -1) sl et souemant s k=
5
» Sait H ke projeld orthoganal de A sur (4),
o :
Hes!lepoinl g (4) G parameire — (daprés o2 qui prdoéde). Donc la distance du point A 4 fa drodie () est AH,

2 13) doncan (.5 1 _3/
Orona AH[EJ'I.E]. donc AH= ‘Eg'l"z—s“!"ﬁ:‘s—. F-ﬂﬂllmem.lamﬂamdﬂﬂﬁqﬂjﬂﬁl ‘3%.

1)» Gest le barycenlre des points pandérés (A, 3), (B, 1) el (C, 1) el Q le barycentre des painls pondérés (A 3) el

(C, 1). Donc G est le barycenire de (Q1, 4) et (8., 1). On en décuit que G appartient 4 fa droite (B0) -
» G estle barycentre des points pondérés (4 |, 3), (B, 1)et(C, 1) et R l= barycenire des paints pondénds (A . 3) et

(8, 1). Done G est le barycentre de (R, 4) e1(C, 1). Onen déduit que G appartient 3 (CR),

Finalement, les drmites (BQ) et (CR) passent par G

Z) » 5 estle barycentre des Emint:; puql:léfést.ﬁ.&}, (B, 1) etiC, 1) et P est le milieu de [BC].

Donc & est barycentre des points pondérés (A , 3) ot (P, 2). On en déduit que A, P et G sont alignés.

o G=tarflp,3),(P.2)} & 3ICA+3CP=0 o 55_9+ﬁ=ﬁlu'ﬂﬁﬁ§=§p]_

J) = Lensemble & est le cercle de diameétre [BC]. privé des paints B et C.
= P estle mikeu de [BC), P est donc le centre de oo cercle,

M
De plus, PG =EF’H. - danc G est limage de A par fhomolhébe de centre P et de rappart %
Si A décrit le cercly do centre P et de rayon PB, alors G décrit le cercle de centre P (car P est invariant par calte
i3 3 : A
homathétie) &t de rayon EPE privét des poirds imapes de B et C par 'homothétie définie o-dessus.

1) Soit A, B et C trows paints de l'espace,
ﬁﬂﬂﬂﬂ—ﬂﬁﬂﬁ:ﬁ.ﬁﬁ+ﬁﬂﬁ=[ﬁ+ﬁ]ﬂﬁ:ﬁnﬁ 0.
Doh AB A AG =CA ACB .

Deméme, GA ACE—BEABA =CA ACB +ABATE = [CA+AB)ACE=CBACE=0.

Sl i ot g - | e ¥

2) Soil A, B el C trois poinds de I'espace.
Ona daprés ca qui précéde, AB A AC =CA ACBE =BCABA . Danc |

ﬁﬁﬁ|=lﬁﬁnﬁlanﬁﬁnﬁﬂ.
C'est-ddite ABx AC x snBAT =CA x CBx sinAGE =BG = BA xsinABG .

1 1 1

ABxACxSnBAC CA=CBxsnACE BCxBAxsinABC
ABxACxBC ABxAC =BC _ ABxACxBC

ABx AC xSINBAC CAxCBxSNACB BCxBAxSnABC

Ee"l”'PETﬂE’[d'éu‘ireap'és simplification, EE._= _A_E._- _AE.._.
sinBAC  sinACE =inABC

Done

En multipiant par ABxACHBC, ona -

1) 50it G la barycantre des poirts (A, 2), (B, -2) et{C, 1)

% Pﬂﬂ'”” e ——— e ey
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e — Chiapitre 9 £ 1 famtrie dans Pespaet
p 2x0-2x1+ 1=
-_,_l.—-___-

2yd— 2x 14 1x(=2) 2x0=2xi=+TXT = (50l (2,2, 1)
a4l it

SoitMix , v , z) un point de lespace, on @ V=MG.

Donc V a pour coordonnées (-2 -x, 2-¥ . -1-2) [

G a pour coordonnées [

-1 2=y ||} —1'—-:”0 —2-y
g —1-z[]0 =2=x|'|-1 2-y

|

AB a pour coordonndes (0, -1, 1) el AB AV apmrmdfﬂﬂﬁﬂi

soif (y+2z-1,-x-2,-2-x).
y+2z—1=1
Ainsi, ABAV = DA équiveutd 1 —x—2=0 (1)
—K=—2=1
El AB-V =0 équivaul 2 0x(-2 - x) - 1x(2 -y) # Bx- 1=
y+z=2

Des relations (1) et {2), on cbbent e systéme {x+2=0.
y=z=13

z)= 0, soit y-2-3= 0(2).

1
La résolution de ce systéme permet de conclure que x = -2, ¥ =§ el I==oh

Done be point M tel que AB AV =OA st AB-V =0 estle point de coordonnees [_E'f'_EJ'

2] Notons quiona & + (A~ 1) +(1- 24 + 1= 1 et 10, done pour fout réel ., G, sxisie.
ABCD est un paraliélogramme, donc AC = AB +AD .

G, est barycantre des paints pondérés (A, ) ; (B, L-1):(C. 1-2A}: (D, 1) équivaul &
NGLA + (A — 15,8+ (1— 205, C +Bp0 = 0. Done AT, = (3 - 1}AB + {1— 2\AC +AD,
Done AG, = (A —1)AB + (1 —2\)(AE + AD) + AD =—)AB +{2-20)AD,

Danc lorsgue A décrit R, G, décit k2 plan (ABC).
3)a) | est milieu [AB] done | = bar{(A , «, (B, o)}
J est milieu de [AC] donc J = bar{(A, a + 1), (G, a+ 1)}
K act miliew de [CH] donc K =bar{{C . -3), (H , -3)}. Alors,
H, = bar{(A, 2ce+ 1), (B, &), {C, &2}, (H, - 3]}
=bar{(A , ), (B, a). (A, &+ 1),(C, e+ 1), (C,-3), (H, -3}
= par{(l , Jex), (J, 2o * 2), (K, 6)}.
Puisque H, = bar{(l , 2t} (. 22 + 2. (R, - 6]}, akors Hy, estun paint du plan {I0K) .
b} E est le milieu de [L)] donc E=bar(l , 2a), (J, 20)}
F st le barycentre (J , 1), (K, -3), done F =Dbar{{J, 2), (K ;- 6)}. Alors
H, = bar{l, 2a), (1. 20+ 2). (K, - 6} ]
= barfll , 2a}, (4, 2¢2). (. 2). (K, -B]}
= har{(E A, (F -4}
Puisque H, = bar{(E , 4a, IF, - 41}, alors Hgy estun pont da la droile (EF),

1] SoitM[x,Y . Z) un point de |'espace,
T sl
w Ona Hﬂ{- %—:‘.—']ﬂ“’l] af ME—.{.E_:I_!'I._E

e

done MA ANB @ pour coordonnées

o X
2 2 || solt {0,z
==Y =¥

o Soil Malx , ¥ , 2) un point da lespace,

e —— Page 112 o IﬂJ
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Chapiire % - Geéumétrie dani e ﬁ” .

0

o =10
MAAMB=MF = (0.-z.y)=(x,1-y.2) = {T—r=—: e f=1
G

Y=~

Z) » Soit M{x , ¥, 2) un point de Tespacs.
M est dans fe plan (0 j k), doncx =0,

o ovns b, FANTB| 72 o i~ 7 7

W-F“W=FFI S Praz(laypen o ¥=1-y+y¢ o I=%-

L'ensemble des paints M du plan (0 7, k) tels que F:.ﬁﬁqui_F-l est done fa droite d'équation 3r=1 dansle
. 2
plan (0; |, k).
mmmmmhmwmmmﬂmrenmm;ij}.
® Notons A Faire du tiangle MAB, on Iﬁtnﬁ.—m-
1 ;
Or. A= ABxMH , ol H est ke projeté orthogonal de M sur (AB) et A8 = 1, alors FALTEI=HH avec MH
représentant ka distance de M 2 la droite (AB), }
A=t B étant symétriques par rapport 4 O, on a H = 0. (i F.ﬂmzﬂhﬂ-
#insi, soit M un poirt du plan (037, §), Fhﬁﬁ]=Fﬁ| si et seulement si, MF = OM,
Alors les points M dy pian (0T, K). tels que FAEFFFI sont 3 égale distance de F et de ka droite (AB)
» Finalement, Fensemble des points M du plan {u:I.EqunuFﬁaﬂ:pﬂmmmmmm

[OF]dans e plan (0 7, k).
3 » St M{x, y, 7) un point de l'espace.
M est dansle plan (0:7 , ), doncz =0,

o o, A7 o

ﬁ:ﬁ,rﬁnﬁﬁl=m = FE+(l-yf o L-WJ+i=0 = r=f€h—1.

Lensermtle des poinis M du plan (0 T, T) tels que thTEFFF} esl donc la parabole d équation y:li:"
dansle pan (0; 7, 7).

* Comme & a quesiion 2], on monire que : 08 AB] = [MF] si et seulement s, MF = HM, o H st e projess
Orihogonal de M sur ta droite (AB),
Finalement, lensemble des peints M du pian (0: 1 , ) tels que F.Emﬁl=m est la parabole de foyer F i de
Grectice (AB),

5 Page 113
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Chapeitree ¥ 2 figamétrie dans egpace

i 8 P_pet  25.4.25-36 T

2 2 4 i
2) » 501 Hie millew du sagment [BC), ona G = bar({A, 2). (B. 3).(C. 3} =barf(A, 2). (H. ]}

2y — 3=
3. Finalement, AG = AH.
], donc le triangle ABH st reclangle en 4

Clest-a-dire 26A + 6GH =10, done ?G_..ﬂl+ﬂ-ﬁm =

e ABC est un tiangle isocéle de sommet A, el H est le mileu de lBE.ﬂH £
On paut alors écrire ABZ = AH? « BHE. C'est-a-dire 5= 9+ AHL Donc A = 4.

Par suile, AE=%AH=3 Donc AG = 3.

3) » Soil Mun point du plan, ona:
f{M) = 2ME - MC + MC-MA + MA-MB B
= 210G + B} (WG + BT 4 (WG + BG) - (WG + GA) + (MG + GA} - (MG + GB)
— 4MG? = TG (25T + 266 + GA + BC + GB + GA)+ 26B-GC + GC-GA + GA-GB
— MG + MG (2GA +3GB + 36C) +1(G) .
Comme 2GA + 3GB+ 360 = 0, alors on a: fiM) = 4MG? + f(G).
» Enutilizant |a défnitiondef ona:
{{A) = 2AB.AC -+ AC- AR + AR AB = 2AB-AC , donc A} = 14,
e Enremplacant M par A dans Mégalité fiM) = 4MG2 + f{G), on a -
f{A) = f{G) + 4AGY. Donc 14 = f{G) + 36, Finaternent, fiG)=-22
4) Soit M un paint du plan.
Mapparient 4E > IM)=RA} <> MAY=HG)+IMG? = §4=.00 + MG = GM=3
Danc E est le cercle de centre G et de rayon &,

A,

Solution 66
1) EAC et EBD sont des triangles équilatéraux el O est milieu des segments [AC] et [BD].

Donc la drote (OF) est médiatrice de [AC] el [BO].

Donc la draite {OE) est orthogonale aux croites (AC) el (BD) qui sont secaries en a

Dunc {OC) est orthogonala au plan (ABCD)

2) Soit M un point de 'espace, on 3 MA? + WE? + MC? + MDT = 4MO? + 4042, (Le fecteur fera les calculs).

—4
Ainsi MAZ + MBI+ MC? + MD? = ka®  équivauta AMO2 + 40A2 = ka?. Clest-a-dire OME = 32'[“4 ) :

afk—1

Ainei* 8i k > 4, alors, 'ensemble des points M cherché est la sphére de centre O ef de rayon

si k < 4, alore, I'ensamible des poims M cherché est 'ensembie virle,
si k = 4, alors, l'ensamble des poirds M cherche est le singleton {0},

— R LA __d“"’
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' “|/() NOMBRES COMPLEXES
RNPPEL DU CouRS
1. Fmdﬁébﬁqwdfmmmcmnpm

- Ay =Historigue

« L'ensembée des nombres complemes a &8 introduit pour Mepondne au probléme suvant ;

« Existe-t-ll un ensembie contenant Fensembls R des nombres réels, dans lequel les régles d'addition et de
myﬂilgrllgatlnn sont les mémes que dans B et Péquation ¥ =m a des solutions méme lorsque m est un réal
négatif 7 ».

* Pour respudre ce probléme, les algébristes ont construit un nombre « imaginaire » |, vérEant Pégalts
fondamentale : if= -1,

= Les nombres qui s'ecrivent sous 12 forme 3 + ib, oib 2 et b soal des nombres réels, permetient de résoudre lo

problema pose. Ces nombres sont appelés les nombres complenes. s sant regroupss dars un enssmble noté ©
o'est Fensemble des nombres complexes,

A, - Forme algébrique d'un nombre complexe

o Toul noamibre complexe 2 5'Gonil de fagon wnique sous la forme 7 = & + ib, ol & et b sont des nombres réels ; cestia
farme algébrique du nomire complexs 1.
# Dans Mécriture 1 = 3 +ib, avec a el b réels :

Le réel 2 est la partie réelle de z : onla note Re(2)

Le résl b estla partie Imaginaire da 2 : an la note Imyz).

Si a =0, on dit gue 2 est un imaginaire pur.

Sib=0,zestun réel,

A3 - Opérations dans C

» addiion, la multiplicaticn, la soustraction, la daision, le calcul des puissances 52 fond dans T commedans R .

11 fiauet juste se rappeler que : £ =-1.
s Soilz=a+ibez=a+ib,a b, & elb étant des nombres reels.

z=7's et seulemenisia=g'etb=1b"
z=(sietseulementsia=0etb=0

A4 - Conjugué d'Un nombre complexe

a) Définition el notation : - ks
Le conjugué d'un complexe z = a + ib, ol 2 et b sont des réels, estle complaxe noté Z, définipar: z=a—ib,

b} Propriétés du conjugusé d'un complexe .
Sl 2 gt 2 doux nombres complaxes
® 7 estun réel =i of sevlement &I, I=2.
z et un imaginaire pur si et sedlemant 5t 2=-2.

., 2—12
. He{zp:z-;?' el Im(z]=T.

——

s Tmz; Irr=2+2"; 2 (#)={2" (nestun entier nafurel) -
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Chapitre 107 Nambres compleres

L 1 ~ 2 (7 estun complexa non nul).
T

1
z" z

P

1 25 ; .
= e (¥ @510 complexa non nul) ; I ,

As - Module d'un nombre n-up:plexu
a) Definition el notation : ]
Le module d'un complexs z est le réel positif naté [z| , défini par: |z} = J7.7.

. f F]
On remanque &, comme 2 = 3 + b, 3 al b étant des nombres réels, alors 7= at+b*,

b) Propriélés du module d'un nombre complexe :
Soit z et " deux nombres complaxes.

Le module d'un nombee réel est sa valeur sbsolue,
[4=I-4=I4

|d=0 siet sewement siz =0,

2-El= v : o — . 1 =—1I =
e T -

Inégalité triangulaire : |z +2{ <[] +[z]. -

z |1| ;
= z' estun complexe nn nul,
z

L

B. Représentution géométrique d'urw nombre complere
Dans ce paragraphe, le plan est nuni d"un repére arthonormé (0;1,]).

B1 - Affixe et point image

A toutnombre complexa 2 = a +ib, @ et b &lanl des nombres réels, on peul faire comespondra un poeint Ma , b &
plan el un geul, ol réciprogquement. ;

Le point M est appelé le peint image du nombre complexe z et ke complexe z es! appelé 'affie du point M
O &orit parfois My pour désigner le point M ef 2w pour désigner le complexe 2.
De fagon analogue, ke vecleur Uz ,b) & pour affice le complexe z =a + b,
(i peul remarguer qgue :

M est sur Paxe des abseietes 5 ol senlement of = et g réel.

M ext sur Iaxe des ardonsées s of senfentent 5§ 2 est um imapinaire pur.
Llaxe des absclsies esf wlory appelé Maxe des réels of PMaxe des ordomnnées eo Poxe
tin parie alors du plan complexe on plan de Cauchy ponr désipuer e phazr,

Dewx pointy sont confondas lorsqu’ils ont la méure uffire.
e mime,

des imaginaires purs.
dewx vectenrs sont dpass borsguils ont Io méme affice.

B; - Interprétation géométrique d'un complexe et du module d'un complexe

a) Complexe et vecteur:

S0it A ot B deux points du plen daffies respaclives za o 2,
* levedeur QA apouraffixe 7.
o Leveceaur AE a3 pour afive 2 - 2,

Soit U el ¥ deux vecteurs d'afixes respectives Ig el Iy elaun nombre rael
o Laffoeduvecteur G4 ¥ est 2 + 22,
#  |'affive du vecteur 30 est azy .
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Chapitre 160 ¢ Noimbres complexcs

b) L'affixe du millew, I'affixe du barycentro :

Soit A et B deux points ou plan d'affixes respeclives 2. af 2o,
| & affice 2, le mileu de [AB].
+ I
Ona: 2= 3‘*_2—%'* |
Soit (A, )rsiss N points pondérés duplan telsque  +ma ¢ .. . + 0. #0.
G ke barycentre des points pondenés (A, @i sn.
z,, laffixe du point A el z5 celle de G,

{'11IJ,I + EEIIA! 5 Rl T = Elrl‘lﬂ
g+ g F ot g,

Ona. Ig=

¢) Interprétation géometrique du module ..
Solt A ¢l B deux points du plan d'affces respectives zael ze

Ona:e DA = |z,] * AB=|zg —2,|
C. Formey trigonométrigues d’un nombre complexe novw ruds

Dans ce paragraphe, le plan est muni d°un repére orthonormé direct o:1.0.

Cs = Argument d'un nombre complexe

a] Vecabulaire et notation :
. Soit z un complexe non rul, &t M son point image. = A

On appelle argument de . que I'on note arg(z), toute mesure de Mangle crienté { i,OM)

Remargue ; : . !
&1 & ext un argament de =, afors tont récl de la forme a + 2w, & clani nn eafier retatif, esf st siu argriurent de

Et toat argoement de £ sera eussi de la forme a + L ewtiar rolatif,
I fonit manebre complexe a aee infiaie darguments.

Lorsque e est un argument de 2, on écrira alors Jang = o # k2 (k élani un enfier relztif) ou argz = a [2n).

b} Propriétés sur 'argument
Soil 7 un nombre complexe non nul.
= zestun réel non nul 5i et seulement si argz = 0[n]
7 est un réel strictement posifif si et seulement s, argz = 0[2n]
7 est un réel stictement négalif si et seulement si, arg2 = ni2n]

. T o
z st un imaginaire pur non nul, i et seulement si, argz = E[n; :

o Siargz = er [2n], alors on & !
arz = —ed 2] el arg(-z) 5 + a [3n].
s Soit 7 et 7 deux nombres complexes non nuls, on &

=f'd 2 I p—,
2=7 el seulzment si, an,;z':argzﬂ?w' ]
s Soit 2t deuy nombres complexes non nuls.
argz = ~argz[27] argfzz) = arga + arg?’ [2n], arg{z®) = nargz [2n]
1 L i
Hl'g;; —argz(2) ary = argz—argz [27].
ﬁ POGE 117 po— 88—
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Chapltre 19 ; Nomibres complexes
C: - Formes trigonométrigues d'un nombre complexe nen nul =

a) Coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires ; :
Toul point M du olan £51 determiné par 12 donnde de es coordonnées cartésiennss (x| y) ou lors
- 2 ]
l'origine O, par la dannée de ses coordonnées polaires (r, ). ;00 r=0M=+/x" +y el Best
Fangle orisntd (7,0M),

De méme tout nombre complexe est parfaitement déterming par sa forme 2igétrique x + Iy ou lersquil ast gy gy
a donnée de son modulte r et 'un de ses arguments B, On notera alors 2 = Ir; 8] '

quil ESt difltrery 4
e MESLrg g '

b Formes trigonométriques dun nombre complexe non nul ;
Soit 2 un complexe non rul, de forme algebrque x 4 iy, x el v &lant des réels. de module r et dont un argumeny .
r=qu? 442
Ona:{ x=rcosd .
¥ =rsind

Donc z=r{cos + ising) : eette deriturs ast une forme trigonométrique de =
(Notons gue daws cette derifure, onar> )

¢l Propositions
Soit 2 = [loos +ising) et 7' = Fleosd + i), ol r et sont deux réels slriclement positiis, 8 &t 0’ deux rdels,
Ona: e 77 =m{cos(d + &) + lsin{@ + @) ® ' =m(cosin) + isin{ng)) ol n est un entier relati

. 1.=;1ﬂ:ﬁ{-l]'}+isin[—ﬂ'}}. o 2=r{cos(—8)+Isin{—]) |

* -z =ricos(@ + m) + isin(B + m)), . ‘;'

%,ﬂx{ﬂ —§') +isin(—0)

€1 - Notation exponentielle d'un complexa non nul

F
a} Metation :
s Solt 8 un nombre réel.

Le complzxe de madule 1 f dont un argument ast 8 est noté & e se it « exponentalle i s,
Dane: o = cosf4iging .

® 5i un complexe non mul 2 & pour module r et pour argument B, Alors 2=re® - C'esl une forme exponentialle de

b} Propriélés :
® 350it B un nombee réel et run résl striclement positil.

|Eﬁ|='| at E'EEF.EEIEH].

o z=re" siot seulement si, [ A=r.

argz = 02q]
. P e o sz _
" k|
V=i =1 HI1=I e_'E-—I
» Soif B el & daux réels et n un entier ralatil
eflgh — glie8) (2)" =g A ﬁ= M0,
@' g'!

&) Formule de Moivre :
Scel n un entler relatif ef x un namhre réel,

= (cosx + isinx)® = cosmx + lsinng » {Cosx - Isinx)* = cosnx - Isinnx

e ——— P 0 T ———'#
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Chapiire 10 : Nomlres coniplexes

d) Formules d'Euler:
Sait w un nomibre réet el n un entier ralatif,

® ~[e i
8 +8& : |
- I;bﬂ=-—2—— el EII‘IiIlzE -
i —ing :
g8 2 I e
» COSMK= ; el sinng = :
|

D. Equationy dansC

Les équaticns at s-_g-sliames d'équalions se résolvent dans C comme dans K.
pans T, les éguations de la forme Piz) = 0, d'inconnue complexe I, o F est un pelynime de degré u, admettent
solutions distincies oo confondues.

Dy - Racines carrées complexes

a) Théoreme et définition :

&git A un nombre complete.
L'équation z¢ = & admet daux solutions opposées 8 el -0 dans .

5 at -5 sont appalés les racines camies complexes de A

b) Détermination des racines camées complexs :

Sgit A un nambre complexs. ol
« 5 A estun réel posiif, alors o5 racines carbes complexes de Asonl. YO & A,

« Si A estun réel stictement nigatif, alors les racines carrées complexes de A sont =& et —W-4 .
e Si A resl pas un nambre reel On pose 2= X +1y, x e1y ¢ient dies nombres réels el y est non N,
< —y' =Re(8)
ralesystéme: | X +yi=|8]
2y =Imi )

iame sont les couples (parte réelle, partie imaginalre] des racines carrées § et -5
JA lorsgue A n'esi riel positi.

Aors résoudre [aguation 28 = A, revient a résoud

Les couples solutions (X, y) de oo 5YE
Atlention : J1 est strictement interdit d*écrive

¢} Résolution de I'équation 4g24 br +¢=0,dans C.
Cefle aquation se risoud dans L comme dans B !
& Oncalcule ke discrminant 4.

. Dﬂd!rmzlesraﬁnﬁcmﬁmmﬂﬁdaﬁ:ﬁat-&. _ |
o On choisil une des ragines carmées COMpIEXEs comme ékant |a racine carrée de A eton appiUE les foamiules

usuelsdans R | zy=—— ® 27735
D, - Racines n-izmes d'un complexe non mul

a) Théoreme et définition :
Sait A un complexe non nul #tn Uun antier naturel non nul.
L'éguation 20 = A admel n solulions distncles.

———————— Page 113 #
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Chapigre £ @ Nombne s cenirpieaies

St & =re® ol est un réel strictement positf et B un nombre réel, alors les solutions de cetie équation sonj jey
P 2=
M=)

complexes u, =Yre 8 n Jevariantdans {0, 1.....n-1}.

Les n complexes w sont les racines nddmes da A,

b} Détermination des racines n-iémes -

Soit A=re® ol resiun réel striclement posit el @ un nombre réel.
On pose 2 = we¥, ol x est un réel strictement positif et f un nombre reel.

Alors résoudre I'équation 7 = A, cest-a-dire 36" =e", revient 4 résoudre le systéme [ Kk . K 3pparten
ny T
alZ,

La résalition de ce sysiéme permet d'écring -

=
8 0l k varie dans {0, 1,...,n =1},
n n
Par canséquent, les n solutions s
5N oe ['dquation zn = A sonflos -er:ﬁ" P b kv -
sont les rasines niémes de & % ,obkvarie dans{0,1,...,n-1};qi

c} _H.umal'q-u- impartanta :
Soit My, ol k est dans [0, 1... ... n}, les n points images des n racines n-iémes w de A,
On remarque que : » Gﬁi.:%'?-ummiespuim:hhsumﬁumm&memumnnﬂetdemwﬁ o

* mes(OM, .OM,,, jE%E[En].
Donc les paints M: farment un polygine réqulier & n ciss,
d) Les racines n-iémes de Funité -
* Les racines n-iémes de 'unité sont los racines n-lsmes de 1.

Ce sant les n complexas |, =a © .nirl-:variuhns{ﬂ.i.....n—l}_

= 5 on connail une racine n-&me 2 d'un . . .
rvalligiiar. i par fogim mm_“ﬁm“mﬂmﬁﬂ@ &, alors pour avoir ioutes les racines nidmes da A, I suffit de

# i -uﬂl
G‘ﬂ#ﬁ-ﬂ‘nhnmdnﬁm&ﬂﬂﬁﬂhﬂlasmﬂﬂﬂ zueh"_.k'raﬂadm{ﬂ i n-1}

e ——— L1
e ———
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¢ES POUR COMPRENDRE LE CoURS

eYERGY
A. Fﬂﬂﬂ&algébffqu&dfmmnmcmﬂplﬂw

f-l Calcufer dans I'ensemble des nombres complexes

algebrique les nombres complexes suivants |

Ecrire sous forme . K
az= [1+=j{.'1+21:'f3- ] b)zz={1-Ip G 1_1+i
(14 ) 2

d} Il- = .?—i'

a) 11:{1+ij-[3+2i:|i3-i]5{“5:'[3-1:”'5*1.44- i e
hJIi,_-.,“.-ij-‘i:{'l-—.-lilil:'l—ij=-2i[1—[]=-2-—2|. £) 13—1_+|_—{1+;.}“_'.] 5 2
p_5i_(2-52+D_9-8_9_§
d2=357" @-2+) 5 5 8
i+ 2 (5 —13) 24 10,
1+i {142 _ AL L
) zs-[ﬂﬁ] (3+27 =5+13 (5+12)5—1% 169 T
HEH ta kil dlad;
) zp=(-2+-0+(-3-4)+ =1+ A=A+ =g =g
1.,;3-;5 T i pn jin=1 pedd vl nﬂne;lunenliﬂrnalmel.
culer . " ;
E;Edmleralm TP 2T R L
B e d - "421: e
1- '1“ e 1996 = 42488).
2 LB T = g -'I—_-‘_—ﬂ {ear .
. uen: Puisl 1_.;_7
On posa i=—l+£u.ﬂmm=rF. En déduire les refations 1 1 +j+* =07 | j-J a1
- S
)
A )
Vérification des relations :
3 i 3
-..I.] 1 "E—ﬂ ] ]'3=f2:u:j=- _1_.j£ _1 |£. =—f—=1,
'HHF"_EJ’E i 2 2| 27 2] 4 4

e ——— PO 121 —
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Chapitee 1 : Nombres e leres

1 - g =
ST N R
F ¥+ ¥ 7 2 2 J
Exareice 4
Calouler (1 4 )7; en déduire (1 + i, T
o (1+if=5

® {1+ =1+ )T = (250 = 2%, 0 = 250 = f 125899 906 042624  (d'apres l'exercice 2) i = 1),

2 — Déterminer les parties réelle et imaginiaire d’un nombre complexe

Exercice §
Onpose 2= x + iy avec « el y rels. Déterminer en fanction de x et y les parties réelle ef imaginaire gg .
N&i=2-3z+2+i ) Ta={1+2)T+ (1 420

) Zo=(x+yP-3lx+iy)e 2 +1= 2~y -3+ 2) +i (Day- 3y + 1]
D'oll Re(Zy)=xt-yi-3x+2 @t i 2s) = 2uy — 3y + 1.
8 D= s+ (texsiygli=(1+xl- oy bidy(fex) e 1o n = - £ 2y + 12 {14 K2y ¢ 1)
Dol Re(Za)=xi—y2+ 2e—y+1 et  Im{Zs)=(1+x)(2y + 1), '
Exgrcice 6

Desterminer fe réel « tel que: @ — 3 + 2 + {27 + x — 10) = 0.

P

wisgue x @st réel, ¥ - Jx + 2 ot 2n + x - 10 sont réals
Done x2 - 3x + 2 et 267 + x - 10 sant respectivament le= parties réele el imaginaire de x¥ — 3x + 2 + {2xi ¢ 1 -4

= A L =1 ol x=12
Ainsi; (2=-3x+ 2]+ if2 +x-10y=0 = Jon Ll - & X=2
22 4 x—10=0 =% W =g
Finalemen, 2—3x+ 24 §2x+x-10) =0 & st sevlement si x = 2,
Exercice 7 ="
Uelermenes [a partie réele et la parlie imaginaire da 7 = Hrzz Jorsque 2 = x +iy, x et y &tand des réels
+i=

L R e I T

existe si el saulement sl, 7 est différent de 0.5 + 0.5

oy [0edi0-20-i0-2)] 2@ 2 gyt aii—14 3y -4
(=2+{1-2¢)  [{1—2x) =2yt —2x) it —2y)] (1= 2x)% +[1— 2y)°

ol

Finalement, Z=—2 "E: it il B s .

{(1— 20" (1 —2y)* =20F +(1—2yF

i Tl B it A T EE 1

D'oil Re(Z) = g o Im(Zj=— 1t =X
(=27 + (129 (-2 +{1- 2y

4~ Déterminer le conjugué d'un nombre complexe

Exercice §
e S
it AV “5A

__
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Chapitre 40 : Nowbrey complesrs

1) Montrer que =15,
2] Monkrar que +[} esin el el e - @5t un imaginaire pur,

J'I —3—_5 ﬁ
547 5+“ 8-
2) Puisque f=e. dlos: a+f=0+T=2Re(a) e a-f=a-&="2ma).

Dol a+p est réed el oc—p eslmmaginairg pur,

Exerciced

&t zun complexe non rul. Ecrire plus simplement |2

fla=|-"=

| [1+..1'J

[N

[ 1] |:1+IF 1 1'|'.E £+l.-a-_1--z_:
-l-' T Z

Sait P un polynéma complexe & coefficients régls
5) Montrer que Pi(z) =Pz} i
o) En déduira que, 5i 2 et racing de P, alors z est aussi racine de P.

a) 3o P, polyndme de degré n. & coefficients réels.
l::-| peul frouvern + 1 réals a0, 34, ._... , An 18l5 que an # 0 &l pour loUtno mitire complexe z,

Pz} =as+ & 24 3:'1'1+ o B

On a alors ., | - i ) _ 2_“
%:3@4'31?".'&}2!-]-... ' 3“2“=$E.+E11+3.222+,,,-l- i =aﬁ+alz+aiiz el H‘“
=gy LT +8Z +...+ 3,2

=Pz}

Dol pour toud mombre complexe Z, ﬁ T F":E] Ly mne
b) 5z est une racine de P, alors P{z) = 0 et done F{zj: 0. Et par zuile, P(z)=0 (car Piz}=Fz) ).

C'est-b-dre 7 astune racine de P, Finalement. si 7 est racine de P slors 7 est sussi racine de P,

Il{:m:quu:-
Cer exvercice demanire BHe pn ppriddd fpoTianie g S
S0it P un polynime & cogfficionts réels.

le quie &

Ni 2 o4f racine de P, alors e :-:'-'r.*,l'.u'll_rm'-d'q-' = ol gnesr racimne de P

4 - Calculer le module d'un nombre complexe

Exercice 11

Céterminer Iz module du complexe :
i) gi by -3 6 -4
) 1-iW3 b) 32 ¢l mﬁ;:ﬂ's&m. .
JJa) {3+ 2 b) (-1 403405+ ¢) w d =+
Page 17]  —

e ————

e ——— |
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Chagitre 1) : Nomdres compleses

ol [543 b |-3]=3 : o |af=yg
2p) Ji-wf3|=T43=2; b) |V3+Z|=\BF2=15,

e) |oosa+ising) =yoosia +sinfa =1;

) [5+21]=[3+2[ = Ja7a = 73 =169y13 ;

B) Ji=1+i{—3+i}— 5+i]|=|—-1-=.1x[-3+i|x|—5+1=~fix«.ﬁ_ﬂxu’2_ﬁ=2Jﬁ'

|':r|__ (N R 5 VT P

|ﬂ_.ﬂ |2- f & d 1+|+l—|_ 1+1 ‘1+I
Attention : On 2 en général pour deux nombres complexes zetz) |z +2/= |z +[z{.
Exercice 12

Déterminer les complexes z tels que: |2 = 1 =[z=1
z

Soitz=x+iy avet xoly rdels non tous nuls, ona:

d'unepartmul%! & |f'=1 & Pief=t
el d'autre part '
[zl=lz—1] & |x+iy|=]x—1+iy] & @ +7¥ =(e=1P4y® & -41=0 & x:%.

V3 43

2 1 1.3 % .
Or, 5@ +y2 13I:-:=E,aluﬁ :H‘ =1, Ce qui éguivaut 4 :r=--2— ou yn-T.

Les nombres complaxas tels que |1|-E|=|z_1 m:%.a.i% at %4?_

Exercige 13 »-
Résaudre dans C, 'dquatien : z+ 3z = (24+1/3)[4.

Soitz =x +iy, x ety étaniréals,
I+3=_|:2+|IH1] = Ex+ir}+3{: ~i)=2+WIW P+ o dx—Ty= 252 +y +|J3E,;-—'

E:l;+r = dx

Js::ﬁ +yt) =—2y
4yt = Ay

Aing, 2+31=(2+h3)je & {3 +3y? =gy #[ W -yt =0 o /=23 o =l
x20 e y<0 x=0 o y=0 x=0 o ys0

Finalement, on 2 y =—xv/3, avec x =0 {car puisque x 2 0, alers on 8 -:.J'E.sn ot ko3 20).
Clest-d-dire, z=x—ix/3 avecx2 0.

On jpeut alors conclura que fensembls solulion de cette dqualion est: S = (x(1=k3), avec xef0, +=l}

B IR TS B
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E-I'Iﬂ'gl-fl'f I : Nombres rnm:h-:r.; —

EEEE'E 14
T4+

i - i | = —m
Sait g un nambee reel, determiner i module de z o

_[H+oi
N

a: ﬁE:‘rn}'Eﬂ&l1+“ﬂ=||_mj'ﬂlzl=nf: )

On

B. Représenter géométriquement uyv nombre complexe

1 - Déterminer l'affixe d'un point, I"affixe d'un vecteur

13
Dans la figure ci-dessous, (01, V) est un repére orthonomé diect,

1) Daterminer les affices -
a) des points O, A, B, C,DetE. =
b} des vecteurs OB, AD, EC , CB et EB
2) Viérifier que ADEC est un paralléiogramme.

m=-1+3 ; d e

gz =0 ; 1-.=1.+|' : ¥
h}:ﬂﬁ=zﬁ=-1+ll ; g =8 =

, o P — T ==143.

2) O remarque que : Zyg = 25F ~1-3, D'oi AD=CE.
On peut donc conclure que ADEC est Un paraliéiogramime.

Exarcica 16 _ . = 51 at=1
A.EedEsmﬂespmmd'afﬁxesrﬂspa:lweﬁ;t;#:mllz::t[ﬂ.l:”ElmlﬂﬂdumuImmm.

Ddarminer les affixes de G, barycentre du sy

97, —2g+2c  M+)—(=2-0=3 5
__L_EE..—-E-,_ 7

pzg_Aki=gi 1

o Uafixe du millu - 2= 2 > -

s L'affixe du barycentre G: 2g =

Exercice 17 )
~Sot M d'affixe z = x + iy ol x el y 500l 083 ra_évelsFé Sﬁaﬂnfnﬁ_ﬁ: ,:EJZT complexe 2
i lonction de x et y, [ parlies el kol ) m—

:;{ E':!Tm"::nerdusshar les ensembles des points M fels que 2 S0 UN TEel, puis tn Imaginase pur

i) {Jn”-qz::“iﬂ!::!-g,uhﬂiw.
DodRe(z )=xt=y et Im{z) =20 2 .
b) # Zestreel <« 2y=0 += x=0 ou y=0

—— P 1 —————————————
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Chapitre 160 ; Nonrhres compleres

D'od Vensemble I des points d'affixe 2 pour lesquels ' sordun réel @5t 1a réunion des axes de SO0 dann
o Zeslimagingirepur < ¥-y=0 & y=xoU Y= k.

D'oli Fensembie Iz des points M d'affixe 2 tels que 2' 50it un imaginaire pur ost [a réunion des promis,

bissactrices. ® Ol Sttgny,

Exercice 18
On considérs s points A, B et G d'affixes respecives 2-+2iv3 , 4 et —1-+h/3 .
Démanirer que les points A, B el C sont alignés.

Ona 2 =23 -2, =—6-2W73 el Iz =2 -1, =-3-hf3.

On constate que 2z =22 . Ce qui signifie que AB = 2AC . Dol les points A, B st C sont alignés.
Exercice 19

Déterniner I'ensemble des points M daffize 2 l2ls que

. sot imaginaire pur.

On pose 2 = x + iy, avec X el y réels,

L. nexisia que si ef sevlement i 1 -i-i’fstD.t'm-é-.di'a z==—1+li.
14+i—2z 2 2
. e 11
Par conségquent, on doit avoir @ {x,y)= EEJ Et pour tout couple de réels (x , v} # [-;- ; -%]
142 (+x)+iy =—212—1}'1—:-|-:.'4—1 —1-x+y
Tri-2z (-20+K-2y)  (-20° +(1-2f (-2 +{1-2y°
1+ 2 . ' . —EH?—E'}E—R+]‘ +1
- 51 un Emaginaine pur, & a1 sedlament 5 ={. Ce qul signifi
1+i—2z (1=2x)% + (1—2y)° o
3 " - J PR U O 17 i} 5
=2% -E]'J—I:+'!|"+'| = {] X +EI+:|' _El!lr:E ;:+_J +[!.-__) ——
(x y]=l1 ] - p g etean it W
i I i o 1 1
33 {x.y) [2 . 2] “‘ﬂ:[f' E]

On reconnalt une dqualion du cercle de centre [ d'affne z = 1 P ] i elde rayon JE
4 4 ;

; 1
On peul aussi var que le point daffive 54- —;-i @stun paint de ce cercle,

e ——— PE0E 135 ﬁ‘

-
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Chapitre 1 : Nombres compleres

[Vl 'ensemble cherche esl le cercle de cantre [ el de rayon %‘E  privé du point o affixe ,1. & li _
2 2

2- Interpréter geométriguement le module d'un nombre complexe
Exercice 20
Soit A, B el C trois points d'affixes respectives 2, 2i 1 (14+/3)1+1),

s) Déterminer les affives des verteurs AB , AC et BC
bj Cabculer les distances AB, AC ¢l BC.
¢) Quelle est alors |a nature du trangle ABC 7

) ¢ g =Lz—Iy=—2+2 ® 2 = =2y = (143 + {1+ 3 - 2= {1+ 3) + {1+ VA
o 2w 2g —2g = (14 V3) + (14 V3N~ 2 = (14+43) 4 (143},
by Calcul des distances

P
o AB=|tg— 2=+ 4=2:2 o AC=|2g—2y[=4l- 1+=-."-]2+|;1+u"5.|-=2-4’_

o BC=|zp — zg|—-.f{1+w.|"_] +{=14+43F =22
€) On remarque que AB=AC=8C. Dol ABC est un iiangle équilatéral.

Exercice 21
Soit A, B, C et D gualre poinis daffixes respeclivesa=-1 +i b= -l c=deld=2-2
&) Calculer les distances BC, BD &l CD, Quelle est |s nature du tiange BCD.
b} Detemminer Faffica w du miiey 1 du segment [CO]. Calculer la dslance 04
c)Justifier qua kes poinis A, B, C &t D appartiennenl & un méme cercle, don on précisera e cenfre &t le {aj'cn
o) Défeminer Maffixe & du pont E symétrique de B par rapport & ©
Quelle esl la natura du quadriatére CEDE.

a) o BC=|c—bj=[t+H=+10 = BD=|d-bj=fi-{=410 o CO=|d-c=p-4{=25
On remarque que - BC? + BD? =10+ 10 = 20 = CD? el BC = B,
(Yol BCD est un triangle rectangle el sockle en B.

d
b) L'affixe du mifieu de JCO) est: 'n'=c—_2|--= 1. 13 pourafiie w=1.

EL A =fa—w|=|-2+i]=+5.
¢} BCD est un iriangle ractangle an B, d'ol be cercle eirconscrit 3 BCD a pour diamétre [CO]

cD
Done pour centre 0 milieu de [CO] et pour reyon ?=u"§ ;

Puisque 124 =<5 | alors A apparSient aussi au cercle de cenbe (0 et de
rayon 45 ,

ol les points A, B, C 21 D appartiennznt au carcke de cenlee el de
rayon +f5 _

d) E esl syméfrique de B par rapport & 0 signifie, © est milieu de [BE]

ufnuw_—;". o donce =2w-b=3+1

(2 étant milieu de [EB] et [CD), CBOE est un paralidlogramme.
Pulsque de pis, BCD estrectangle et isocéle en B, alors CBOE estun !
Carre. |

——————————————————— P00 1] ————————
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Chapitre 10 ! Nombres complexex

Oétermi \ ints M donlt T'affixe z vérifie la condition imposée_g .

< ingr et fL'.I:H'éEE:nter_I ﬂrmrgtlle 1:!E5 pai Aalrihg p 8 dmr?
algibriquement, en utlisant z = x + iy, x el y étan

* géoméiriquement, en interprétant le module en terme de distance

a) [z-244=2 b) g+ 1+i=[z-2-1.

Méthode algébrigue: .
Soit i

TSN+ 1 yappadenantd &
g [2=24i=2 & |-2+iy+0|=2 & Jx-2F +ly+12 =2

& (=2 +{y+12 =4
D'oll l'ensembla {Ex) cherché est bz cercla de cenire A d'affixe 2 - et de rayon 2.
h]|1+i+i1=1:—2—i| o |[:+1}+i{-,r+11|=lﬁx—2]+ily—1]|

& -.f[1+1]2+tr+132=\f{=~9}!+ﬂ1’—1}2
& [Jvt+1]:'-|i-[:|r+‘I:|==I:Jl-EIIE"t"[':f—ﬁE
& B4dy—3=0

Dol Fansemble (E) cherché estla droite déquation Bx + dy - 3 =0,
Méthode géométrique ;

a) Soit point A d'affixe 2 — i

|z-2+i|=2 « |z=5;|=2 & am=2.
b) Soit Cd'afixe -1-i e1B d'affes 2+
[2+1+i|=|2=2-i] « |2—2z¢|=|2-25| < CM=BM.
L'ensemble cherché (Ez) est la médizirice du sepment [BC].

L'ensemble cherché (E-) est le cercle d cantre A el de rayon 2

'l s F
Déterminer, en u_ﬁsarrr la methode géométngque, Fensembile des poents M &affixe 2 telle que:
a) |z—2+i=|z+34 &) [{T+iJ:+21=|E=—2|
Z+i
B) o e d) |22 +1—4] =48

3 Je-2+{=fz+y « [2-2+|=[z53] (car|z] = 2])
" |:—E+f.=|';-:ili

Solt Aet 8 dalixes respectives 2 +§ ot 3

Dna:|z—2+ln=li—2+| = fz—l,,|=|1—zﬂ| + AM=BM.

L'ensemtle cherché est donc la médiatrice dy segment [AB]

| z+i | 2+
o fi+iez] ™ i+i-7 =1 e pal=la-1—| avec z=1+i

= |I—1'E|=Iz—znj avec C et D d'affives respectives —ist 1+
L'ensemble cherché est donc ka médiatrice du sagmen [CO].

, 2 :
&) |1+02+2 =z -7 H|(1+|J[z+mn=|i- & [1+xfz+1-{=z-2 o VB +1-{=]z-1-
Soit E s point diaffixe -1+ et F & point d'affise 2.
Ona: VEM=FM « 26M'=FM' & 22 _ne_o (FM— /ZEW)(F 4. JTEW) =0
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C'ﬁu'pl‘"’:‘ I8 : Nevurdargs e Erey
soit G ={(F.9.€.~2)} et &={IF.1.(€, 7).

Onctiientalors: VEM=FM + (1—v2)SH(1+B)EMl—0 w GMGM=0.
Lansemble charche est donc e cerdle de diamiire [G1G;), ol G, o Gz ont pour affixes respectives
F—uzrg ?-+w-"_ ,,r e+l 2- =3, B
s 1+\@ ] 1+~.|"'r

1

4 1.
Pasons H, [e paint d'ffixs E-IuEl ona: |2—z,|=4, Cesta-die Hif =4,
L'ensemble cherche est donc le cercle de centra H &t de fayon 4,
Exgrgice 24

A toul rél X, 0N ass00e | nombre complexs 7 —

2+ 15

o _ 1—Six |

Onnote M, A, B les oW daflives respectives z, 2, -3, On désigne par | |e milieu da [AB]
a) Démontrer que |IMI ne dépend pas da x,

b) En daduire la courbe a laquelle appartiennent tous les points M lersaue x décril R.

%

a) L'affixe de | est —:—=—E-

24-15x 5[1+5|::|
1—5ix z 21— 5x)

M S(1+5w) 5 [+3 5 yi2a® 5
f-Ex oy D'odila distance IM est indépendante de x_

R :: ,..f,"_

L'afiboe du vecteur IM est: Iy—2 =

. B i g
b) On a pour tout réal x, |H=E.Dﬂl:l'|l:l‘5ql.ﬁ'}r[|-&m[ H.Mamaniemﬂmrchmmfmidemwn E
P

Exergice 25
Four tout complaxa 21, onpose 2' = 5—: el on appalle A, B, M ot M' les points d'affixes respeclives 1, 287
dang un repére arthanomé {0 ;0 V). .

3| Camparer |21 et [z—1 eten dédure [2{. Traduire géométrique ce rsulta pour le poink

fﬁ: ef déduire que r est un résl

) Montrer que los vecteurs AM et BM® sont colinéaires
'S87 C2 QUi preoide pour donner une construction géométrique de M’ connalssant M. Faire una figure.

b} Calculer 2n fonction da 2 et Z le complexe 1w

3)'» S0t 2 un nombre complexe, on 3 |E-_1=|q=|z—1|.

-1

NEEEN

| M-‘- 1 signifie que OM' = 1, alors le point M" appartient au cercle da centre O el do rayon 1.
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Chapitre 1) : Nombres compilexes

-1 E = '

ot 241 _z‘+1_;___'|+1=:—1+_1—1ﬁ 4 1_—2 _

Ble Sot 241, r= = T T -0 -z 1)
P o B
Dot r= e
z—=1z-1

142-2 _ 2Refz}-2
Z-Nz-1 |-’
Comms 2Refz) -2 et |z— 1 sont des réels, alors  estun réel.

o Mnsi, pourz# 1, r=

c) r=E:+—:_dm:f+'|=r[I—1]. Il en découle que BM' =rAN .
-

¢ étant un réel, les vecteurs AM et BM' sont cofinéaires.
d) Remarquons d'abord que A el B sont des points du cercle de cenlre O el de rayon 1.
Pour Refz) # 1, d'aprés Ia question a). M’ appartient au cercle de centre O et de rayon 1.
[¥aprés |a question c) M appartient  1a droite passant par B et parafléle & la droite {AM). Alors M’ est le paint de

rencontre du cerce de centre O et de rayon 1 el la droite passant par B el paraliéle & la droie (AM) autre que B,
Pour Re(z) = 1, M’ et B sont confondus.

C. Ecrive usv nombre complexe novw nul sous forme

1 - Passer de la forme algébrigue a une forme trigonométrique d'un réel non nul ou d'un
imaginaire pur non nul
Exercice 76
En remarquant que les complexes suvants sont réels ou imaginaires. purs, préciser pour chacun, une forme
rigonomeingue ; '
1ia) %i b) -3 (# I d) - mi
21a) cosx {IE]—:.: ) b) Ein% {xe]—%,-:[.r.:tn] c)ix {xréel non nul)

d) — isin2x l_m:]ﬂ.%[:l.

T T S T R — T

1. 1 X .0
1ja) =i=—= —+ign= |.
}a) 2: 2[:!:5 ]

2 7 b) -3=3cosx +isinm)

¢) m=micosd + isind). d) —ti=n[m5%“+iﬁn3?ﬂ_
Z)a) Pour tout Ie]j.ﬁ[.nna;mmrn_ — _ Poinlmathode: =
s .? Soif a un nombre réel non mul 2 |
R OO r R | = Sia<d,alors Ja|=—a e arga =428 |
i = X T K [ 2 |
b)s Size l—iﬂlm EE‘-E.U[ et smi-:l}_ il =—a of m‘gl:lh}!-'iﬂﬂ]

L] = ap#-
0%l s = _[mg (cos % 4 Isin) Siax0,alors |a|=a ef arga =

=2 o arga =g

=

P e —
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Chapitre 10 : Nombres complexes

%

T i =
s S5ixe §E,E[,E'I-I:Ir‘5 EE E'.—

X
el s:lr!i‘.'n-lll. D'ol 5in%=|sm;][m5u + Isind) ,

K
¢) » S x<0, m=-1‘m¢—+'5' 2

e Sixz0 = I[WH-E+ |51IT'IE]

—“+|5m3—1
2

d = S :E]ﬂ ~[ alors EIE]D ﬂ[dhuslnﬂnn On a alors, ~isin2x = (sin2x) :

2 - Passer de la forme algébrque a une forme trigonomélrique d'un nombre complexe non

nul
Exgrcice 27
Eesire 50us forme irigonométrique, chacun das complaxes suivants ©
1)a) 2-23, b} -3-3 ¢ V3 +i.
28 (VE+i) b) (2~ &E)(-3-3); g2

3+

1)a) Posons 2, =2-213 . Ona: |g|=A+12=4.

1
COS[y = =

Sl By un argument de zs,on a | . On peut prendre B,=—1-
si|'||5|.=——E "

)

b} Posonszy =-3-5.0na: |z|=4039=32.

Dol I—Eiu’ﬁ=4[mﬁ[—13]+'rm

42
WEHE—_? I
Sod B un argument de 2z, ona 5 - On peu! prendre By =——
. [
&in ) 2
Dol —3—-F=32 ma[— i:ilﬂsln[—?]].
ﬂm232ﬁ+i. Ens'.lzﬂ]:-.ﬁ-l-'lzi.
=, mﬁﬁs'ﬁ | ;
St @ un argument de 23, on a ; 12 . On peul prendre 8 =—. Dong -.'rﬁ-t-i:z[mEHmE]_
sing, =—
i
a) (V340 = IE[DGE—HEIH— —Eﬂlms[:ix— $isin|3x— J E[m& +|5m5l

h}ﬂ“iﬂﬁ}[‘3—31=d[ [—E]+Im[ : x:h"_[ms[ 31 l+isin[ 3;]

=1z~&[ [—%-HT‘ +1sin I-%-i—“]

-h Page 131 e
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Chapitre 10 : Nwmbres compleres

Dot (2-2W3)-3-3) =122 lﬂﬂ'ﬁ[—'—]“‘“"[ 13; ]

) _3_3*_:1&[:1:5‘_?]—@[—?” wr'i +rsm[_%__g_]
J3+i z[m§+iﬁng
32 ~ttm] . [—1n
=Tlm‘§.[ 12 +I5-|"I[ 12 J]

Exercice 28 e
Solit@ unréel darﬁE . %T{ berine sous forme frigorométrique, chacun des complexes suvants :

a) -cosB-isnB; b sin%+icﬂszi;; c) -cosh + isind | ) -sint - icos8 | €) cos8 + cogj
Solution 28
a) -cosh = isint = -{cosd + isinf) = [cosm + Binm)(cosd +ising)  (car -1 = cosn +1 sinm).
= posl + 1) +isnfb + m)
i | T -, = i o T _E.;."_E s E+'E|HE
b) sm?+1ms?=|[m5?—lsm?J_[mz+Isln2umsl ?] |$|n[ T]I car mEE i 5
= {15 s LA is‘n[E_E
= [z - o) K
Eilr+Ism|—
= 14

¢) - cosh + isind =— (cos8 — isind) = (cosm + isinm)(cos(- 8) + sin(- B)) = cos (m — 8) + isin{rr - 8)

3T X 3= - I
d) -2ind —icosl = -i{cosh - isind) = lmaa—; + Ism?l{:uﬂ;ﬂ} | |51:~.1—E|]}=m5[T-EI] +|s|n{?"- E] :

3=
o) cosh +icosd = (cosBN1 + i) Puisque 0 EE?—E{ ,alorsona cosl < 0,

msu—g -
Posansz=1+i,ona |ff =+/2 el soit aun argument de z, an a: 5 ,donc on peut prendre o=
mﬂ-T

Etdone z=(+/2 msﬂ}[m&% +isin%] ;

a7
Par conséquent, c0sf -+ lcosh = (- cosBjjcos w4 isin :]xﬁ{cﬂ&% +i5-iﬂ%] - [—uﬂﬁhﬁ[ms[% -.7] 4 mn{-;—_l]

3 - Passer d’'une forme trigonométrigue & la forme algébrique
Exercice 29 —
1) Ecrire sous forme figonométrique: a) (1 + i)t b} {24321,
2) En déduire ks formes algébriques de ces complexes. ' |

ekiton 2 i S i s il et SE

1) f1+i* = [f[cns— ism—“ = W7 [:n: B ]+u|n[h _l]-

e Page 132 _d!‘!
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Chaplire 11 : Nuyhros riviipleres

Al S]] -l

6 _ Jn o 3n ;
2a) (1+1) --'-'-[WE'I—H“"—EF] (d'aprés question 1ja)). Do, (1 + = - &,

b) (23 =2 =f"[m=

-2 — 2 = )
b V3% =4" [m[—) i isin[—éi]] [d'agrés question 1)g))

-Eﬁﬁlhl_lﬁl
g 2
=—128 — 1283
Exercice 30
1 B
1—E+TI‘

1 -
_+£|r [r.ns +|.'i|n—]m:Ia d-Er 4|:~‘.}E _1:.1::54 +isin ‘1'_“.:-1-|£
& 2 a 3 3 2 - Sl

4 - Utiliser une forme trigonométrique

Exercice 31
On considére les nombres complexes’ 2, - fz_'{ RS T e L I
I3
a) Déterminer le module t un argument da 2, 75 &t 2
T ., T
b Ecrire z sous forme zlgébrgque. En déduire msﬁ et m%
Solution 31
gl ® ;=2 C0S— - isi . zz=4§[msl+iﬁin1]
& & 4 4
D =} IEIHE] -
. z=t _-——E 08 | = | 4+ 3| = — J Dol 1=m~;[——]+lsin ——l.
% [m +|sm1J B4 B 12
4
Onadone: [z]=+2. |m]=+2 et [=1.

m
angz, ;#Iﬂf T A, EI[E‘?':[ el arng—E[h] F
b} » Forme algébrique de z:

b _VB+iE  (EnEi-)_ BT 2B

i) ¢ ¢ :
, JE+V2 A2 *4"_
» Cormme daprés ce qui précada I=mﬁl_%J-| isin EJ 2 i , alors en dantifiant les

B+2 [ % "E""r

Parties réellas et imaginaires de z, cn a mﬁ["jl% T b 1 L Em[ 12]: ol
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ity [0 Sember) psemgpie i

o F=2/1-2 Poirt méthods ;
s T L‘rh e JiZed=d _ ';-ud'p-l"l'r-ﬁ"l'.rr.l'rf'l grictrrures poetift, & o Bileny o
I | Ffmﬂ*:ﬂl?‘:.ﬂ"fﬁﬂ'-ﬁzﬂﬂ o o prpdem g
= 4 . L 3 o . a2 bd — E=r o o
Dr}..r|_:.4_i-u':_-4 =& P corseouen ..LEI 6= s 2y ™ EE
2 b = o ——
r;f:—?ﬂlr avec ke I, Cent-bdre Ea-;.z-;'--ifif s kel -
On engédut g a'q‘;:—%-—h: kel
B
Or,ema: Refu]> 0 e befy) <0, slors, uef & un srqument de o, on peaf orandrs S dars _;%
Comme —S<— = ikr<T entaine icheous: — <k<-. Toit=0
Z2T n B : (I i
0ol on peut prandes E=—{'§. Dol ar';u.-—:—z—'i:‘i-r grec k=L,
Exgrcice 33
1) Divtermunes susvant bes valisurs ou raely, dficrenide 2. I8 modute of on aoumentde -
r " .. ="
z=(r=3} coa—+iwn—|.
by o 4 |
2] Mondrer que 7% el un réed, priciser 20N e,
1) Six<2: ona r-!;ﬂ.ﬂnmr-:ﬂi’-:}'nfx*ﬁfnﬂ_ﬂgj — e
x . K x . 5x) . ¢
o = & i Rl o T afgn—— | = 5§ ary s = a2, alory 2 et wa vl
z=(2 :]ifn:rsn+|s.mfr.jlc,nr5‘+rmIJ=|‘E X)) cos—=+i i) -
- o Siergrolila, elory zest muriel |
Orods H:E—j e amr=—1Ii=]. strictemers pezinf.
4 & Siarg zmwiif =, alors 243 =a reel b
Six>2: ona r=2>1 mal
Doz Infrvﬁ{m;:*#im-:;J ext e borme Yigorometo s de 2} e 5 H:IE%:I:_M:H'I.
Sy N
Dol [f=x-2 et HEI:E!?T].

2) Six<i:ona gl —.%ihl Done arg 297 w 4530 Sefix], Cent-dedire arg 1'Vs xiir]

SixxZ:ona an;::%[ﬂ:l Donc &g 2% s 450220 x] ced-d-dre g ¥ n xlix]
Pusngus pour ot rbel  Gfrerd de 2, ona arg I e gl dors P el un ried ndgatt
Autra méthode ©

& .

I'iﬁ‘= ¥ — vire E.i'.itl:l-l'.'-ﬁf ={f - .'m{ ‘I’ :E - iy 1 :E.

z {mf‘ *j {-2) mITHEIin-r{W‘J

e ——— P it
B
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Chapitre 10 Nombres courplerrs

1572
L) .. e _ M7 . i
119?1 i [i{-‘?j [WET+IEJI'I ‘] =(x=2)" “(cos493x +isind i) = —{x~7) .

Aansl,

Cpmime X estun ried gt 1972 est pair, alors 2977 sl un réel negati.

5 - Donner I'écriture exponentielle d'un nombre complexe non nul

i - -k
nurrﬁ!ﬂicl'lﬂﬂirf_-iéhfﬂ'ﬁd?: a) & b el g a 2 d e?,

e I i e —————

= i Pt | ;
b) e — Bt 4 sine =i,
F 2

1

g) o =cosmd isinm =-1.

7 5 1 .

- T, oo lI'I'__ T 1.--{_'-:_-_.
Qe ==Wﬁ[—2' ""5"‘[-3]——'- d e’ =cos_+iso=o 4+
Exercice 35 ;
Ecrire sous forme exponenticke |

1. _

. T g] CL

al 1+i b) -3 c) E‘I djx )

_

" . ] s =3=%".
. |1+|1=-.|'§ et arg(1+i} = q.lgﬂl'ﬁm-l' | =28 |
1i 15_@ - e e, . g=exel.
——f == i
i 2 2
i } ivanls -
Ecrire saus fommi pxponentiells les CoMmpExes sLivan _% %
& i
. = N ) o) 2. = gk
+2 =— s——nszn—] ) Ii=—
ﬂ] 4 :LIF by iz 5['313 17 12 :;‘
1=iv3 o7

T

a) E+H=E\Ir§a% el I—iq‘ﬁ:Ea_ii fﬂefecuurvaﬁﬂerces resultats), alars :

A e L
& 4 2l 12
1'=ET_"EE 2
% 3 Ty
X i = sn[ Tl=e 2, Dol zz:ﬁa"yzeq’ﬂ:ﬁ.el g1,
- —-—isin.—zms[—-—- yisn|-=|=
b) -5 = Se el s 5 = T
= 5 1+“ —l'l L _l!rr !1_1
o Tyt E{ ; J'I e “___e'l T ]_E 2 a1,
. ¥ E'I g
|—
az]
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¢ hapitre 107 Nomies compleses

Ecire sous forme expongnefie: 1 = puss (T-I1". En déduire Ia forme aigebrique de (1 = )" e
crife

_

i résulfats).
o i-i= JZ ol angl1-1}= v-iiﬂ-n] (le lecteur vérifiora ces ]

m
ou 1—|=3a 4 ,Done (11" =16e7"".
» Parguile, ona {‘I-—i]-Er =16e~ %" = *6{cos(—27) +lsin[=2n}}=18.

6 = Utiliser les formules de Moivre et d'Euler

Ecire cos I of sindx en fonction de cosx et sinx.
Sl x un nombre réel, :
Cosdx + isindx = {cosx + ising)? = cos + Jicosusink — Jeosk.sintx — Isin'x
= (costx — deosx sinx) + 3costsing — sin'x)
D'l en identifiant les parkes résfies el imaginaires, ona:
Cosdx =cos™—Joosnsin®x et sindy = Jsincosty — sindx,

Exercice 39 > 1
!' Il: Hw I!E -

1) Montrer que 1485 485 485 +e 5 =0,

2% 47 Bm =
2008 14008 + 05— + COS—— + Cos—=1,
En dédure q + s+ ) : - I

n ; 41 &m

2) Monlrer que ms%+ms%:4msz%—2.ms que -::ns?.r +ms?= —2&:@5%.

En diduire [ valeur de m% :

in l: j: LS i

1;i1+&5+35+55+55=1+e5+ +

Iw § I
'—
In ] 1—|e 5
‘?] - 11 _g
e — T —: =

=
=
L

aft ()
gs| +|es
1-af% ~ 1-g% 1-e

= Un complexe esl nul §i ef seulemant si ses parties réelle et imaginaire sont nulles. Or

I i 51 An
= = = = n dn _dm Fimr . B Em E'IT]
5 5 T 5 — — | +| C05— 4 i5H— C08 — 4 | BiN— | 4 | 00— 4 [SIN==
1+8 9 482 +8~ +8 ni+[ms = + Isrl‘l5 [ 5 + l+[ = E]+[ £ 3
dm
_1+|:;|:m~2?1Ir I-ms?-'l-m +ms%! im—+m4—“+sln%“+sin%l

:."I I-‘_'l IE'r B-r:

= 14 005 — 4 05— + COS— + COS—
5 ] 8 5

in ii Em in
== [
Elcomme 148 % +@ T a gt =10, alors t+m%+m4—ﬁ+mﬂ+ Eﬁ“ =,

5 5
2] = On sail que :

e — F'agal 136 dJ
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i 'flrr;liﬂ ¢ N0 Nowbren ¢ aagrler s

2n & 2 m
nﬁ“— . |?|l|. —_ I--"I DIJE-E '||‘ {!M—J— E“J'l 5 1 t[,'H cm?: & ?ur.f’.‘ = 1]_ -‘i|r.|f"| '

i i Emsz = dopa’ =2,
M"_Im!' :|

5 5
(O sail que mﬁd—“ ml[“"ﬂ']---tﬂil ol ma.h- ensl 2 A An i
. 5 5 5 B ﬂ—? -—ms?cmT.ﬂrm
45 | e 20088 i - 2008
« Onnl
O LE fin B i
T i R R Ll G R I
5

dong 14+dc0s? S —2_2esX =0
5 5
done dooe?E  2epsT _1—p
5 5 '

L ,
On en déduil que, i 23l donc solution de Féquation 4X2 - 2X - 1 = 0 qui 2 deus solutions -

II=I+J§ af x2=ﬂ§‘.
4 4
Dr :E]ﬂ#. alorsona cos=> 0. On peut alors conclire que mi._,‘_"“_ﬁ
512 5 B 4
+ Exgrcice 40 2
n
a0 (U} da suite difinie par | u, =EE“ » avec B réel diffbrent de 2pw (ol p est un entier relat).
k=il
fn+1
g+ 1a_yg s[5
1) Montrer que :u, = , puls que Uy =———"8 2
5in—
2
i
n s "+ 0)os[ 2o s o] {20
2 Montrerque : S cos(ki) = el Esm[m; £ 3,3
b= smE k=0 H‘ni

3] Résoudre dans |0, 2n, réquation ; 1 + cosx + cos2x + cos3x + cosdx = 0.

Y Y T M R S R = R

ned

1) # O sait que 1-1-q+v:12 CI =ﬂ-—11, paur lous nomiee complaxe q diférent de 1 of enbiar natural n,

O it feR— : | it
{kan ke Z}, alors ¥ est différent da 1. Ainsl, u, = )~ = (¥ ,—ff_—‘,
k=i k=0 -
1 i+l |
A
gy ﬁ[p,”p_ﬂm ﬂ‘l" o 2isin Tﬂ]
S o' - g" 8 UL L | i i 0
ollal_g 1 al xﬂiﬂni

i % Page 137 —
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Chapitre 10 ; Nombees compleres

—
Eﬂg}l— >

3 -

e .;";' Onocse S=w W wt ot T=wiens s
Sk W=

o Mo s=T.

_: ! 'ﬁ“ﬂ“.ﬁnwm +we, 54T el §xT

-,]E]MESEII

D'ﬂ E:T-

]1:;
=
i—w 1=e?" 11
1|.1+-uu1 W W Wt = T T
Dol 1+wewitwl+wi+wi+wd =0
o THWHE LW RS WS = TE W n e et s uf)= {4 54T
Bpisquel+tw+nd+wlswltwiewd = 0, alos 1+547=0
p ST=(w+w? #wd){ Wl + 0+ W) = Wt £ wd et T R A il
Or Wi =1, dlors wh=w, wi=w? wi=w
Dol ST=w+we+wi+witwi+wi+3=1+3=2 Finalemant, ST=2
311113[ §T=2
Résohvons Méquation X2+ X+ 2 =1,
Son discriminant est A = —7 = (WT)? el ses solutions sont -
—1-iT ~A+iT
;:1—_-_— t dp=—.
Bn on dn

2u 4x '
Im = ki — = g — -t-EHI—-Ei'I—
Remanguons que : ImS = 5‘";"‘“","‘5“? - 7 7

La fonchion sinus &ant crotssanle et posifive sur |ﬂ.ﬂ.-ﬂ E? et'-;- &pparﬁmmnt&lﬂ.amm ET“}F alors on

- 4n
i mT:mn% Cast-4-dira ﬂn%—ﬁgan_ﬂawus%amﬂwa E.wl.dmcnna anrssl sinTtan

,dors S el T sont les solufions de ['equation X2+ X +2=0, :.

.

-

. 4 K
ﬂnmmmm Ims = sn%ﬂmTﬂ—ﬂn%}ﬂ-

Finalemary, T=~'=—Eiﬁ . -I-;hﬁl ;
Rorcedy

Linéarisar costy ol onsty sints,

T R

y N o
e 1:":""1":"'*"’"3\E|i':.l:lrla: PR e

/ -H-h Page 119 —
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Chapitre 10 : Nembees complexes

gt e

&
] E‘EI;'[“'“ +48™ B4 de™™ 407

1 ix =dingy e
=Eiiﬂi Fei 4 de™ 4 g I-+[i| {en regroupant les lermes conjugués el

= %{Emﬂ: + Boos 2k +6)
i
by b
+e 1 1 3
Final bx=|E 8 | —_cosdxt—cosdu4~.
@menl. cos" X [ - l - 5 3
gy e E__—I
» Puurhnﬂréﬂx,nna:m;;:% ot sink=T Eﬂ
b IIEh—E_“‘ l!"'+1_=_-_|:"]'l
cos” xsin' x= _
BE 2
1 . .
= eale™ a2 4t 50~
]

2= 8]~

(0% — 26" — 6™ 44 4 g _ 20~ g0

[(e% + o 50) 2 5 o= ) — (o200 4. 4= 23y 4 4

1
- ﬁ[EmsEx—dm%szsz]

. 1 i 1 1
Finalzm cos? xsint x =— e =y LY
ant, = coshx - Ematx ™ s +—,

16
L} = =
Ecrire sous forme exponenticlie :
- ¥
1} z=1+e" avec o appartenanld 0, nf 2] z;:*h +11, avec o apparienant 4 )0, of
B —

d) =lr'3i':‘ +‘“2 . avec o appartenanl & )0, xf 4) u=cho+ P avec peat f appartenant a |0, 7

i |

[ L = = -
1) 2y =140 =e‘]+ah=ailu T4 ei’}-!m:—[—%]al't':Em[E]a?-
.
Puisgue o appartien] 3 abors 2 ; = i =
ppa a0, n 3 appartiant & ) . [Et par suite, on a msi::ﬂ.

Do sous forme expensnfiels, z, = [Ems[%ne'?.

: i S i i - R i

=1 g_ ¢ o s =—lcolan— quiest un imaginaire pur,
el s E'Ela'%—a"}] s 2

n:na.{i‘,

2

i

Comma -E £ [ﬂ%[, akors .:nta-}E

2

==

g2

=

=0, Done —im:anl%

Dol sous forme exponentielie, 7, = {mtm[%”a-% ]
———————————————————————— ]
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C'hﬂﬁ-i.l'n' 1 ; Nombreg fumpleres —

—3 el A
I =4 =l“m

_||:. DI h £
3 le - Dol sous forme exponentiefs, z, = [d cog’ [%]]e "
in.l.ﬁ.l a-f -

i ¥ J ] I
gz =e"+e"=0 * |8 ye 2

Or cced f appartiennent a |0, o, alors i;- S

ot
ﬂl.i‘ﬂ 2E

s A
2 22|
-} - a4
Dol ona m[EE— = . Parconséquent, I'&criture exponentielle de z; esi- [zm,g Eﬂ ]E'_z‘
!

7~ Retrouver des formules connues de trigonométrie grace aux nombres complexes
Exprcice 44

>

. i : . | |
Démontrer que pour lous reels pelq, on a: ET+E"=ED:5[FE':' M

En daduira qua © cosp+cosq = ?m[%-t—l]cna [p_;i et Sinp + sing = Esin[%ﬂ]m[l’.—_q] :

" = £ -1 |
o e E%[!‘P_;'ﬂ +e"LzE'] = Emﬁ{p—zﬂlehr. Dob @ 4 g® =Em5[p—_—5]a%.
2

* Oronadwepad, e¥ +8% = (cosp+ cosq) +Ifsinp +sing), 1)

el d'autre parl,
mp;q +'|s.|'np';t] - Emlu]mu +3ms{%}ﬂnm

g
| s ln—q]
dopsl—lg i =7
e 7 ™ — @

En iderfifiant les parties réelles et imaginaires dans les éqalites (1) et {2), on 2ura

. p+qg p—_ P+4). .. /P—9
o IE ——— e = —
COE0 + 2050 Eﬂﬁ[ ) ]IIIS[ 2 ]IIIE[ 3 ]

> ef sinp+ sing= 2sin

Soi 8. b et x rois nomibres régls.

'} Démontrer que k3 partie réelie de (a - ib)(cosx + six) est acoss + bsin.

<) Metre s0us 1z forme peos(x - 8) (p > 0 et 8 estun r2el) les nombres complexes |
comit einx,  Joosx—3Tsnx et fBeosx - 2einy.

) 1a - jloosx + I8k} = (acosx + bsinx) # ifasinx - beos<). Done Reffa — ib){cosy + iginx)] = acosk + bsim
2) On utlise fa question précédants -
X 1] .
4

* Onposea=1eth =1, alors:
L {1+ =
me—i-ﬁmxnﬁa:{3+ﬁﬁjet'}—H.n.(ﬁe*e“i:ﬂﬂﬁ-a ”J-Ems[:+—l.
* Onpose a=f6 et b—1/3 , alors:

WS -H¥sin g = Ref{1—e™) 293[@_‘75"}=H5[JE E_+l_"‘|ll =+f2cos
* Onposea =3t bee—343  alyrs

hh Fag? 11 e

_——
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ree 110 2 Nigmbires eompleres o

f_'.'ﬁnp.ll't

JEn:sx+-ﬁsin:=EeE{-.'rth&]a"]'—'Hﬂ 2J2e te |=H*‘-' 220 2S2ens

:_1‘
B

Exercice 46
En ufilisant la motzbon exponentielie, ratrouver las
coci@ + ) = cosB.cosd’ - snB.sinf’ et

fammules suivan!s .

sn(p + @) = sinf.cosl + cash.sind’.

Solution 46
cosiB + §) +isin(B + ) =

= {cosd 4 isinB)(cosd' + isind’) . o
= eosBoost - sirisinf) + i{zinBeosd’ + cosBsing')
En identifiant les parfies réeles et imaginaires de cos(@ + &) Ir jsi{E E El'}l,an a8

cosiB « §) = cosBensd - sinsing’ et sin(B+¥)= sinAcosE’ + cosBsink.

Eﬂ'ﬂ:eﬂgﬁ

§ - Interprétation géométrique de I'argument d'un nombre complexe non nul

Exercice 47 . ——
$nitﬁ.,B,[:ethuaneminmd'aﬁxﬁmspa:ﬂwesa — |+l b=3¢ic=3+3i el d=24++24+20.

Calculer mes{ﬂﬁ .EEJ el mes{D—.ﬁ..ﬁﬁj.
Maontrer gue A, B, C et [ sonl COCYGligues.

L b=S_ 1o gonc ona aglo | ={2a]. Cestdie mes(CA , CB) =—[2a]= ©
a-c 2 a-c) 4 4 4
et ?"_ds 1 (14-i) doncena ar_.][i—}-_—d]' 1E[21-.' C'msi-a-dire mtﬁ-ﬁ?ﬁrzl[zﬂ].
a—d 2442 a—g) 4 - 4
s Puisque mas!ﬁz rrms[DI,ﬁEh:En].avﬂv: NEE;IE?;..TTE.':#M.EEWHFEFEH'.& Z . alors les poinks A, B.L
gl [ sont CoCyCIgqUES.

Mortrer cue bes paints A, Bel G, I'affxes respactives 1,-i el -1= 3, sont alignes.

e — A =_'2_Ei =2. 00 Efg[?': __z”' 25 0f2=].

= - i el
Or mes(AB , AC) = arg[i% (24], alors mes(AB , AG) = 0[2x] . On conchit alrs que A, B &t G son ahgnés.
a—Ip
a B
Soit A B, C el D quatre poinls daffixes respactivesa=-1+1,b=-1 -jic=detd=2-2.
78 o £=D Eq déduire la nalure des triangles ACD el BCD.

Calkculer les nombres complexes 3
— s

T S T T

A4+t 1o, e=b

e Ona: i, = =
d—a 2-24+1-i 3 d=b
: c-—a_l. . c-d3]|_%

o Puisque —— =i, s ona a""‘[d—a =E[hl el |d—a|=3c—q.

—_— - ririd
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. T b1
Ceska-dire, mes(AD, AC)={2n] etaD = 3ac,
O conclut ors que ACD estun fiangls reclangle en A

£ ‘ e=b . e=h
Dz mama, pulsque —— =, gl o Xin 3
g m G_p = s Hﬂ'g{———dl_h —.2[31Tj E1]I:F—|11.—.l?n__b]
Cest-a-dire mes{BD , BC) 5%{2&_—] et BD=fec

D'oli BCD est un riangle rectangle |socikle on B,

Exercice 30

On considere les points A, 8 et C d'afixes rasnect , —
spectives 2+ 24 A
Démontrer que les dreites (AC) et {BC) sont perpandi Iairei_ 3.2-2J3 ot 1413

Exercice 51
Dederminer et représenter le liny géomelrigue das points M d'affixe = du plan vériflant -

a) arglz + 1= %{h& b} arg(3i - 2) = 0[2n)

|

e} ang{{t +ijz + = %:1:]'

d) argiz + 5l =— [m]: &) ¥ i ast un réal sti if§ 241
' = strictesnent posifs - fi B maaqinai
2 z—1 r st un imaginaine pur non nul.

a) Soit Ale point du plan d'affixe -1.

aglz +1) Eg-[h] = mas[ﬁ] E%{En}

& M appartient 4 la demi-droite d'origine A, diigie par_

2 vecteur unilaire ﬁ[ﬂ]ﬁ% ; sln%} privée du point A, -

Do e liew géométrique des points M du plan dont I'affixe 2 vérifia
i1 :
ﬂ'!;l-[1+1j£|—5-[211] est la demi-droite d'origing A, difigés par le vectewr — —1-

. [J3 1
tnitzire -E_IE privde de A
b} arg{di- 2) = Of2n] «» arg[-{z - 3i}] = 0f2n]
= 7+ ang|z - 3i)=0[2x]
& amiz-3)=x2x]
# mes{i ,BM)=rn2n], oiiBest
e pont daffixe 3i.
5 + M appartient 4 la demé-droife d'origine B, difgés
Per Ufcosw , sinm) , privie de 8. |
"“'[-;E 15U géométrique des point M d'affixe z telle que
¥ - 2) = 0[27) st 13 derni-drotte d'origine B, dirigde par la vecteur
Feardonndes -1 , 0) et privee de 8,

—— PO 1] ——

h—_
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{hyapitee 10 : Nambres compleyes '

1 e
¢] Pour tout complexs z, on d {‘I+I:|z+1={i+lj‘z +E[1—lj‘ . Alnsi,

o1 N | o S
a-gi[1+i}:+1|5§[n] ﬁaml[1+l}[1+§[‘—'l]‘=‘§|ﬂ ! 'ensomble | :

s o+ a4 00| =T X

1
—+a
-L'.'I'I*'I'rg

I+%[1—ﬂ]5§[“} 4 i X i—-l--..__
1 O | |

= H'Q[I+E[1—i}]=ﬁ[“l | =2
N 2] 0 Cest e pint g —%{1 i

<+ M apparfient a la drode passant par C dingee par le vecleur ?{ms% B g
1

du paint C. i -

D'odi Ie lieu géométique des point M d'affixe 2 balie que arg[(1+ i]1+1i.=EEw1 e N L b =y
q

L

est la droite passant par G, dirigée par e veclour \'Ema < SiN— ]etp‘wéedaﬂr '''''''' et

d) Pour tout complexe 2, en 8 74+ 5i=2— 5 e b ]
aglz+5)=5lx] argfz —5i) =] L1 T

& n+arg[1--5}5%1nl | .

= mes|i .m}s—a}[q] ol D estle point d'affixe i

< M est sur la droile passant par D, de vecleur normal P P _'l
T (dingéa par i]l. prviée de D ¢ L'ensemble
D'od be ey géométique des point M d'affive z telle que amii+5i] = %[fn] pst == TR B

Faxe des ordonnées privé du peints D(0, 3). - -: —
¢) Soft E d'afixs — | el E" d'affioe 1. e -

I—q': est un réal sticterment positif l ] 0f2x|

3
& mes(EM, EM) = 0[2] EI!
= M app-mr&m a |E droite (EE") privée du segment [EE’].
dd
D'edr le lieu glométique des point M d'affixe z telle que —1 est un réel siictement posilf estla drote (EE ) pivee

segment [EE] ' l“..'ln;al':;ru_l .,,: _
F | T Lﬂm - |
)=

différan de 121 -i,

e mes(E'M , EM) = %h] avec M

différent da El E'.
«* M appartient au corcle de diarmdtre

f ﬂ- st un imaginaire pur non nul & arg[

P e e e e ngu 144
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Chapitre 1 : Nawrines Cilnplerer —
[EET, privé ces poins E et £

2
Déserminer la traduction complexe de la ransfarmation  dans chacun des PP ——

1} { st fa transiation de vecieur u-5,2).

» 1
7) fest [‘nomothetie de repport s el de cenire 02 d'affixe - 4 +4,

¥
3) et 1a rotation d'angle Tﬁ et de canira 0.,

4) fest la rotation d'angle J:,:T

ai de centre £2 d'affize =4 + |,

1) La traduction complexe de la translation f de vecteur (-5, 2) est: FiMy My tel que 2'=2—5+2.

2) La traduction complexe de Ihomothétie f de rapport -% el da centre £2 d'affie -4 = | 85t :

1

fiM, — M el que 2'- f—4+|':|=-E|:z-{-4+i]]. C'msi-4-dire z‘=—21z—ﬁ+%l.

3 =
3) Latraduciion complexe de la rotation 1 de cenire O d'angle = st 1:M, —=M",. ol que =g * 1.

— Wi .
&) La traduction complexe de la rotation f de canire ) dfaffive -4 + [, d'angfe -: est:
e

FiM, e MY, tel que 2'—(—4+i)=8 3 (z—(—4+1)).
1_¥3 yz 12448 %ﬂJ.mmmv&fmmmm

Cest-d-dira ' n.l-E - ?i T

Exercice 53
A tout camplese 2, on associe le nomtre : 2/ =(1+WB3jz +3.
On considéne fa ransformation t du plan gqui & fout point M daffxe 2 associe M daffe .
Onnote |e point d'affive i et A le polnt daffixe 1 +1L ;
1) Calculer 2' pour, successivemnant, z=0, z=ietz=1 %1
mnmﬁlzr (i mdms graphique, les points I, A puis O = {01, F =1 {1} et &' = t{A)
DOnposez=x+iyetz =x +iy ol x, y, X' ety sonf das réels.
a) Exprimer ' el y en fonction de x et v,
b) So (D) la droile dréquation y = xv3 +1.
Déterrniner Fensemble (E) des points M daffive 2 fals que le point W o'affixe ¥ appartienne & la droite (D)
Constuire (D) et (€) sur la graphique du 1).

1} Powr 220,0na: 2’=+3.
® Pourz =i ona: z‘={!+:ﬁ}i+-ﬁ=l
* Por 2214 cna: 2'=(1+K3)1+0)++3=1+(1+3).

e ———————— Page 145 R s
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Chapitre 10 : Neorles eomplexes

j) = :'+i]r':[1+i~.|"3}{x+'rr}*\l'§
= (x=yfA+3) iy + 23
Doi ¥'=x—yvi+y3 e y=y+x3.
b) Me (D) < :f':::l{'ﬁ+'|
= y+xdﬁ=f!—¥ﬁ-‘**ﬁ}ﬁ+1

& y+ufi=xf3-dy+ 341
Finalemant, y = 1. D'ols (E) est la droite d'équation y = 1.

Exercice 34
0n considére dans le plan complexe ks poinks A et B d'affixes respeclives 1 +iet-1+4 S

1) Determiner Faffixe du point C el que ACQBC solt un paraliélogramme.
2) Determiner |'affixe ce D, image de G par la rotalion de centrs B et d'angle % ;

3) Déterminer I'affixe de E antécédent de C par rapport 4 la retation de centre A ¢t d'angle E .

4) Démontrer que D est image de E par la rotabion de cenlre C et dange ; i
En déduire ka nature du trangle QDE.

1) AQBC estun paraliélogramme ¢ i={B}=C
O lgBl=C & Ig=ip & L k-7n & Zz=mn+n = 3. Dodladie de Cestd

2) La traduction complexe de la rotafion f de cantre B ¢l dangle :IET o6l :

M, — M avec 2 (- 1+ Eij=u|E|:z ~{=1+2).

N3 1 g JfF 1,
‘esl- LI e ol - -
Clest-a-dirg z [2 +2|I+[ 14-2i) 2 EI
i N3 : 3 1
Or fiC) = D. Clest-a-dire zp = %+ =ilzg +({—1+ 2] 1—ﬁ——l] %I x3|-|—[—1+2i][1--%—?l.
- 345
Aprés calcuts, on lrouve que . zn-"ﬁE - i "r; i

3) La traduction complexe de la rotation r de centre A et d'angle % est !

FoMy o M, avee z'—{1+|':|veii[z—|:1+i]|jl. Clest-a-dire z' = Eli[:—:1+l}] +{1+10).

Orr(E) = C. Clest-a-dire 2 =B|E|:;!E—|;T+i];l+ (141} . Danc

VE]

%—%Ilifﬁ-f-ﬂﬂﬂ- S 1T::J}+z+|--?‘?@+3+i[§+u’5]-

-5
=8 Fzp —-1=+1+4i=

4) » Lz traduction complexe de la ratation R de cantre O ¢angla % ost, R:M, M, avec 2'=e B2

e ——— P82 145
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Chapitee 10 : Nombres r'n.'.lrr.l.:.lr.:.m.

il E = RIEL 902

Iy -
L PR A AN_ 3. = 3 3fi] 5.
I:'-'*HE=IT+_EI . +E+I[~J’§+E = I+431IETT,T,+,_[%+§
=‘-'§—3+ilrﬁ+5
2 |I 9

=Ip
i m
pii: 0 st image d@ E par la ratation de centre O, dangle =2

» [ est mage de E par rotafion de centre O, d'ol 0D = OE.
par consiguent, |8 triarvgle DDE est isotéle de sommet O,

E. Equationy dang ©

1- Determiner les racines carrées complexes d'un nombre complexe

Détarmings kas racines cameéss complexes dez = - 7 - 24i,

Deéterminer ks racines camees compiexes de 2 = - 7 - 241, c'est determiner les complaxes u fels que u? = .7 = 24j,
Pesons U= #iy ol x, y sonl des nombees réals, On a u? = x2 - v + 2y, Par conséquent,

By =7 2 =18 Ly+L,
w=-7-24 signifie % +y! =25 L, (|7 28i|=25). Coqui bquivents {2y =32 Ly—L, .
y=-24 L xy=-12 05xL,

=3 ou x==3
Clest-adre {y=4 ou y=—4,
:I:H'll‘—12

Pulsque xy = <12 <0, alers 1 el y sont de signes contraires, Dol (x =3 ety = -4) ou (x=-3 ot ¥ =4,
Les racimes carmées complexes de -7 — 24 sontalors 5=3-4] of S=-3+4|

Exgreice 5§
Résoudre dans 12 |'deueation < 22= -3 + di

POSORE 2= ¢ +iy aver x el y résls, Ona 22 = 12—y + 2iny, ainsi

%~y w3 2 =2 1=1 ou x==1

T34 signife | 2 1 =5 Coquidquivaut s |2y =8 Cestddire |y =2 ou y=—2,
2y = 4 ny =2 Xy =2

'”‘""Whﬂuwmtwmﬁnasm. Dol {x=1 at y=2) ou {x=-1at y =2 |'5

s E=1+2 oy 22-1_3
stmble soltion de cette dquation est donc S={1+3, -1-4.

e

2 ~ Résoudre une éguation du second degré

Résoudre dens © jag Bquations

Nﬁu——ﬁ_ PA0e 18] ——
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Chapitre 10 2 Nombres complexes

b) z“m

22 & iz + 6 = 0. Son discriminant sl A = -25 = (5i)2,
—i—a , —i 4G

D'odl les racines de cetie dquahon sont © 2 e -3 et 3= g Vil

D'ail Fensemble solution de cetie equation esi: § = {3, ).

b) Considérons [équation : z +1'w'$ jz—Bl=el.

Son disehminant est A =-T + 24i, On cherche les racings camees complexes de A
Soit u complexs tel ue u? = A, Posons u=x #iy. ol xely sont des nombres reels. Ainsi,

a) zitiz+G=0

a) Considérons lequation :

xt =y =1 ¥=3 ou xA=-3
i = A signifie % +1_fI =25 . Cequiéquivauta {y=4 ou y=-4

Puisque xy = 12 > 0, alors x et y sont de méme signe.
D'oil les racings carées complezesde Asont: =3 +4] ot H=-3-4i
On chaisit & = 3 + 4i une racine camée de A et on applique les formules habifuelles connues dans R :

L E " WTo3-4 3 44T
|-|J|'f, 3+4| 3 : 4 ﬁi o z——lﬁ 3 =——'+—J_|l

Mampe==—"2 1 2 — 2 2 2
: 44— j
I 'ensemble solution de cetfe équation esl: 5= Hi-lr%l .—g—d';'ﬁlJ.
Exercice 58
Résoudra dans T, |es équations
1) (22 +2)(z2+ 1) =0 2] z2-2zcosd + 1=0, 00 8 appartent a |0, .
|

Solution 58
1) [+ 222+ 1)=0 = z242=0 ou Z¢+1=0

= 2% =(iW2) ou =i

i z=i42 ou ze 2 ouz=iouzEd

Les solutions de celte éguation sanl donc @i, -i, i*-.'i et —Iy2,
7] Le discriminant de | équation est : A= dcos®—4 = 4{cos? - 1) = -4sinid = (2isin)?.
Alors les racines de cette équation sont

_2eosBA2800 _ o g et 2, ?&;33'“_‘3 = coséi—[sind),

4]

i L
a) Résoudre dans C , l'équaticn : (22 —4z + §) +iz + 1)=0.
En déchare la résclution dans C de 'équation (22 -4z + SR +(z + TE=0.
b Montrer quil existe des réels A, B, C ¢t D gu'on peul délemmines bels que |
pour tout réed x, {x? - dx + 51 + (x + 1P = (a2 + Ax + BY? + Cx + D),

a) o (F-4z+5)+i{z+1)=0D & Bia+iz+5+i=],
Cetle équabon a pour discriminand ; A = (4 +if- 4[5+ )= .5- 14,
Les racines carées complexes de dsont: §=2-3 et -f= -2+3i (Lefocteur fora les calculs)
Etles sohutions de l'equation sontalors. 21=3-3 el z3=1+| (Le lecteur fara les calculs)
e Ona: [B-dz+5PF+(z+1P=0 = (Z2-dz+ B -2z + 12=0
: “ f2=dz+ 5l +i(z+ 1))z -4z + 5 —i(z+ 1)) =0
5 (F=d248)sifz+1)=0 () ou (22-4z+5)—iz+1)=0 (I

-_—mm e P g 148 _ﬁ
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Chapitre 10 : Nombres com plETes

Or z soltion d# (1} ® (BZ-dze5)eipa)=p
& (4245 +iz+)=0
B T =dz+5-izt )=0
& (2 dz+8 iz =0
S =
(2 —&z45—iz41=0
€ 7 estsolution de 'équation (i1,

Do z est solution de (1) si et seulement si 2 est solution de Mmuaion (I
Ainsi, les soluticns de (1) sort les conjugués des solitions de Féquatien i},

Done les solutions da (1) sont ; 3 +_2i el 1—in}1jugué5[!u.ss:uluﬁjnsdel'éwaﬁcn i).
Finalemen, les solubons de lequalion (22— 4z + 5P 4 (z+ 12 = Deontalors 3+ 3, 1-0,3-20 el1+i

by Pour bout nombre réel x, ona :

[:2 —dx ﬂ: +{x+1° =(x—2;)ix -J:_;‘pl[:ll;-f_2 Nx- E}: o — (2 +!_1:|x -I-z-,E;}dIz —{zq +E]r. + I;I_ﬂ

= (6 —2Re(zy)i + |2, )(x! —2Refzy)s +]ryf)

={x* —Bx + 13 —2x+2)
Finalemnent, (k¥ - 4x + 3)2 + (x + 12 = {12 - fx + 132 ~2¢+2). DoncA=6, B=13, C=-2 et D=2

3~ Résoudre une équation bicarrée

Exgrcice 60

Resowdre dans C: 4+m@+1=0,

Posons £ = 23, I'équation devient : 22 + Z+1 =0 dont be discriminant est: A= -3 = (i3 .

Les racines de cette quation sont : 2'=—%+i£ iy _——%—ig.m lactaur fera les calculs)

.
1,48 1. .3
Frca N s
. 2+12 & Z 2+:E )
Fosons z=x +iy, xely éant das réels :
[ 2 1 et W K
o=t ; z
On aalors |- ]:2+-_.-2:'| e y:%ﬁ al y:-{i
4] e
]
o A 3
| 2 . 1'¢J’=T
Oranaxy >0, dl =1£ i =_1_-£_
Xy ouz 21-[2 o Z . 12
» E=_1_|_*"§ II=—1—i£
£ 2 i
Eﬂmammﬂmw[lﬁ.ﬂnmmm: 1=—%+ilf-' ou z=%-i§.
Finalement, l'ensemble soluticn de I'équation initiale est
P NS S N O
ETEte R R R

8
A).

-h_g_ Page 14— —
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Ehapitee 102 Nanthres vintplenes ‘

4 - Autres fypes d'équations a résoudre

-
- I .F':r!!.:

e e dans C.[equahcn:F

g ol - (11 +2)mt+ 217 + Mo =42 =10,
jot + 40 -42) +1(-20° + 140 = 0.
of -2g*+ 14a son des réels, Dol :

' ol-ttal +3a -d2=0 ()

«qn de (E) 51 &t soylament
s Lomeoesl sojation de { é'gst.a-dim e
Puisque 0 st un réal, alors @ 140t + Ha - 42

1n’—11u=+3-!n-12|+il:-Euthj:ﬂ P 5
ona: (@& = 2olp-T7]=0 & ag=0oua=T.

Eﬂ;iﬁ?& i.:;ﬁ;:gﬁ?::riﬂr}ngl;i 7 est solution du systéme. Par conséguent 7 est funique salution réeta g g
L ' .

+ Posons flz) =20~ {11+ 2022+ 2(17 + Tijz 42, On alars fi71=0

o ;[II:.I__:E]; 2zt + 2[17 + Tilz-42] [P+ (11 + 2T + HAT + TipxT — 4]
1= T} - (11# 2ijfz2 - 79 + A17+ Tijiz—T) _
(2-T)z2+ Tz +48) - {11+ Apz- Tz +T)+ 217+ Mz =T}
=Tt Tz +48= (114 2z +7) + 217+ 70
(2~ TNz~ 22 + 2 +8)
Dok §2) = {z - 7)(2 - 22 + iz + B}
Onaalors ()]  + z2-T=0 ou Ii-?{?*ﬂz+1ﬁz=ﬂlﬁj
L'squation 2% - 2{2 + iz + 6= 0 a pour discriminant 1 & = -12 + 184, _ .
L;?Er:;resnamlses complexss de & sort: §=2+4iet §5=-2-4i (le lecteur e v_énﬁnraj. Elw.-ra pour sahrion
72343 ey z=1-1. Finalement, les solutions de (E) sort alors .z =7, z=3+30 el z=1-1

W §_m mw §n M

reica 62 E

Sed Pz} =2+ (1-2i2 + 1 -2 -2
1) Monkrer que Pz} passéde une racine imaginaine pur,
2] Réspudre dens C [éouation P(z) =0,

T T T L

1) Soit z = vi, o0 v 251 un nombre réel.
PRS0 @ (P +(1-2)f +(1-Bi-220 &5 (242 +iyo4 247 4y~2)=0
" [ —y? 2y =0
-y’ + 27" +y-2=0
y=0 ou y=2
i Ly’*‘ﬁfﬂ—h“

{0 n'esd pas soluson de Féquation —y2+ 2P ey-2=0

El-2%4 24042 _2=q L " ging
imacinaine pur gui est 2. & sysitme admet dong une saule solulion qui est 2 et P(z) mgﬁédg alors une i@

2} P(3) = 0, d'ob Piz) est fackori 7

EPlz) = Pl)- Pz) sable parz - 7).

24 (1= 202 (1= Flz = 2= B3 (4 _ o . 4

PR AL R N
& !' ] E_'q':+|:1—Ei:l[_1—E'i]|:=+ : ;

(Z =2}z + 7y - ” : 8+ (1 - 2 - 2)

[.:-mmi“hf*“ 21 -2+ 129

P{-I"_]:l:' = z:h ]l =?+E-+II=EI

L'tquation 22 - ,
Buation 2+ 7+ 1 ﬂamwdtscrlmma-u&:_azmri}g

m PaQ'E:'IH
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; I i s = . "1"|'-IIE 'S
Dol E.-anrﬂsdalequahun Z+z+1=0soni: z _-—._E.__ ol z..zz_‘l_-;ﬂ_g_

| les solutions de P(z) =0 sont : 3, __.1_:?'1"_1 al :ﬁﬂ

aleman
Fin 5

itPl st 2 izl
j) Monter que P(z) peut secrire comme produit de deuy
2\ Résoudre dans C Méquation Piz) = 0.

gﬂﬁ}mﬂ MG z?ﬁ:f 2+l =zilatsz 2242 +1)= (24 2+ 1)1 4 )
143

—1=if3
9 g (Lelecteur fera les caleuls)
B sl & 1?=[|'-.|E}? = I=i1l'i au zz_i\ﬁ_

polyndmes de degre 2 dont Funm e A + 2,

ol 2=

o :lf:+1=|:| L — -

D les solutions de Péquation P(z) = 0 sort: i/2 , —if3 —1—Ei-..l'5 o~

2
ice G4 -
Réscudre dans | les équalions ©
a) 2+z+{3-2z=0 b) 422 48| - 3=0 g) 2l-z41=0.

T S Ty ™" |

a) Posons 2 =x + iy, ol X et y sont des nombres réels. On a alars

Z+1+(3-2jz=0 e 2+{e+iy)+E-2)-i)=0 = ([Ex-y+D+i-Y-22=0
di-2y+2=0
2 —2i=0
1 1
= i=—— gly=-=.
3 1=

: i :
Dol z= ‘E"’glr . Etl'ensemble solufion de I'équation est: 5= I_3+ %1] '

b) Pesons z=x +iy, ol xety sont des nombres réels.
‘124'5;'!;":—3:[1 S Ay eBpEey@-3=0 12+ dy-3+8uy=0

D'l'.'lil h55du1]ﬂﬁ5 m II
uatio R :
équations sont v -

¢ N
} Posong 2= 4 Iy ol x =1y sont des nombres reels.

- N

= 1A+ =3=0 |

- E ¥

e |12 44yt —3=0 :

x=0 o y=0 |

Ei =1 y=0 j

indfernart :

g R 2 :

1 148 B8 E
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Chapitre 10 ; Nmmbres congplexes l

- S N
Z_T41=0 & (C-y-x+1)+idy+y)=0 e ¥ ¥ “X¥HI=0
2y +y =10

GRSV N P

i
=0 ol ¥=—
y 7

2 2
o [E-y-x+1=0  |F¥ =x+1ep

y=0 i
Z
T
o= | —xs1=0 ;_TE"D
=9 SR
2
I i
L'égquation x2— x + 1=0 'a pas de solufion dans R ,alors 22 —2+1=0 équivautd | = 2 oy =
Finalement, I'quation 2% —2+1=0 admet dewx soktions —%+§i et —51 - %i.

5~ Résoudre des systémes d'équations 3 deux inconnues

Exercice 65

Résoudre dans © =T, le systéms ;

7=~
I42'=5

Ir" KT
2 el 2' sonl les solutions de I'bguation ; 2% - 5z + B = D qui 3 pour solutisns dans C :5_?'? af 2 ;F

Powr z=

5'}1:“5,::11:1 z'=ﬂ.ﬂmurz=s-—wﬁ,ma z':th‘ﬁ.

Les couples {z , £') solutions dans CxC du systéme sond alors :

5+ifT 5-iT| | 5T B+hT
2 " 2 2 " 2

Exercice 66 —
Z+140'=4-H

243 =00
Farsubstitutan I_

QAL -4 -0 A—3=2-3iz)+ 21+ =46
2+ H=-3-14

Résoudredans CxC | e sysléme ;

i '[2—4|hz'=m'f-!|i
z=-31-2-3' 7=—3-2-32
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Chapitee 10 : Nombres can ixes

. I L
ploi [unique couple solution di ce systime est ; l? - e _5_,]

Remarquc On pent utiliser le déterminant pour résoudre o sysiéme

6 - Déterminer les racines n-iemes d'un nombre complexe non nul

Démonirer que A= E+iu"§ est racine de léquation 2% =13 _1M3 :
% 2
En déduire que - A, 1A et~ 1A sont les autres solutions de cette équasan

: 2 13 15 ==

M a,":[EH'uE] =[—4—|\'r§] =E_TI' D'-ﬁlll.ﬁ.e$l5nlulinndel'émamr. 2! =E_-__11“"E|
1w 2
73 143, e .
:-l=___.—.—1 = o= ps o | [ i
16 2 ,ql 1

—

ik 4 _ 13 143, , T
D'od 2 est solution de z T e sl et seulement s y estracine 44me da |'unitg,

i’ i,

Or fes racings 457 de f'unilésont: eo=1, 82 —=j ez g2 = |
73 143, z ;
Dol 2'=——-" & = x z z )

Egmiéqll'_h'aula :Z=A oU 2=iA ou z=-A ou z=dA
o0 — A, ifet -A sont les autres soluSions de Féquation initiafs,

Exercics 58

1 Détgrrnher. sous forme exponentielle, les solufions de léquation : 2% = 4.2 (—1+1) dans

2| Al'side des racines Cuteques de 'unité, écrire les solutions de cette equation sous forma algebrigue
1=

3) Déduire des questions précédentes les valeurs de ms_;' el ani_".; A
1 1

S0lution 68
x,

1) Sous forme expenentialle 4v/Z(—1-+) siécrit: avE(~14+7 =8 ¢ .
Posons 2= ped, ol p est un réel strictement positil el @ un nombre réal

3 . Ax. In
z --WE{—I+|] = 2} —gad b pl-gm--:EET
- p1=Be13ﬂ=3%+k2mkapparljmia z.

& padd n.—%+§tﬂ.kmmma[n.1.z:
U0l e soiionns e e o i AL 1ox,
“m”'"éq'-""'“:ﬂ" Il=4~ﬁ{—-1+i:| dans C sont: 7z, =284, 1,=ze1_?' ot 2;=2eW

m

2 ost sl "WONS que 2g =26 ¥ = +fZ +iyZ est solution de Féquation z° = 42{=1+i)  (1).
Wonde (1) e 2= (g

3
3
= [.I_] =1
Zy

\— Panp 15] pe——
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Eliapitee 10 2 Neambees coum Heves

|

L]

‘ = 2 o5 uno racing cubigue do Munild
Ty

!

= I=~q|r§+k|f.§ ol 2= I_JEE-_E}_.;.EJE_;“I'E U 11_"'@4‘\'%_.-.@1,
2
Les solutions de Mquation, sous forme algébrique sont alare - g
R I A/ P R WY
. 2 ] 2 g
r . 1z
,alors on a —_— el i
l::l:'a;12 <0 el slnw*;-u.

3) Puisque %E E.n

La saluton 2y comespond donc au complexe -ﬁ; ..,'EHJE._\E_

2
Dol 200611826 2gndtn _ V642
2 2 2 2

Dontc ma% =_‘__-JE; v ot s J—ﬁ—-"ﬁ

12 4

< PAGS 15! em—
5 r———

™
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Cluogitre 10 ; Nowrlires compleres

EYERCIGES POUR s’ AuTo-EVALUER

Erercice 69 — 15 minutes
1A B gt Cles ponts d'affives respectives i, Z el iz dans le plan complexe.
g’:mmng, ranesmila des nombres complexes 7 tels que ABC soil un fiangle dquilatéral,
Exercice 70 15 minufes
1.4,
onpose |= ‘E*T' :
I] Dé‘lﬂﬂﬂm IE‘ I'I'Il.'.dliIE Et un ﬂmr_ﬂmj- EEh:l.I'FH' _F. Fl.ﬂ-s Fm- D-éﬂ'":mtrer que '1 +j: * F - u .
2) Sait A, B, C d'affixes respectives 1, j et 7. Démonirer que ABC est un trangle équiatéral ;
Exergice T1 20 minutes
Le plan P &5t muni d'un repére orthonommal drect (O |1, V). Pour x réel, on pose gd=k
- i+x

5] Flacer dans l& plan P les pomis A el B daffixes respeclives | et - | puis le peint M d'affixs réelle
b} Mantrer que le module de 2 est égala a1, pour tout « réel.

e
c} Montrer que © 2 =——F+——31,

i+x
d) Trouver la réed x tel que les parfie réelie el imaginaine de I soient égales )
- 2, 2 = "
Enmnxtelqua'.z:?H?. .

35 minutes

" Sgi A, B, C points du plan d'affixes respeciives 1 +i,- 1+ 3 et2+4i.
On congiruil & lextérieur du triangle ABC trois trangles équialeraux directs ABD, BCE el CAF.
On note M, N el P les cenlres de gravilé des triangles ABD, BOE et CAF. .
A1) Diermiiner les affizes des points D, Eet F. "'I'_' P
" 2) Déterminer les atixas des poins M, N et P. =%
) Montrer que be riangle MNP est équilatéral, - ' .

Exercice 73 23 minutes

: —14if3
O considére dans |e plan complexe, |3 suite de points Ma d'afiixes 2. définies par : z, = o 1

1) Placer les paints Mg, My, Mz, M el Ma.

=00

&) Démontrer que les points M. apparliennent 3 une méme demi-droite.

Exergice 74 30 minutes
: 1+13

On dene dans be plen complexs la suite de paints Ae, d'affixes zn définie par: 2, = 3 z, 8lm=4

11 Détemier les formes sigétriques de i, 22, 2 6t 2i. Placer bes points As, A, A, A, 8t Ay

| On se propose de calculer |3 langueur b, de 1a ligne brisée Astidz . . A

Cn pose d. =|‘1_'M_1I _zﬂl

Monlrer gue (o) est une suite géométrique dont on délerminera la raison et le premier leme,

Nanirer qus |,|=J,J'-r[1-.[-§] l
3} Déterming 15 lmiile de b quand n tend vers +ee

-__ PAge 155  ———
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(- feapeitie 10 - Nioimbees vimiiple ey 1

Exorglco I3

O conklden [aualion 2+ 1 w0, 2 lank un nomlke compliee, b

U} Montrar quo sl & onl welilion do @041« D alor 2 8 sous b lorme o™ gy {M
2) Dot loes sl woutions diann € o Pheuntion 254 1 10, '

) Ecriea 2%+ 1 commuo produl do sbe polmdmon di promins ety & ool felents dars

A} Mantrar quo, pour boul sdol v, on s (2= oWz <o ©) o 2 - Zreonegq
Enddehiro quo s 2% 1 1 (2" e = of3 e 2,

Fl

ABCD ot AEFG sont des carre directs do conlros raspactils P of R, Solt H ol K los pednts tnle ?5%
solen] doux parolilogrammes de cenlron respeciifs 3 of 5, ks Aty

i o g
Démaontror qua PQRS aal un carrd. (On pourra consldérar un repdm orhonammd ' tviggine A) :
Exprelco 17
On s place dans |o plan complexe. On conalddro un paraliélogeamma ABCD., m'”“'-"l\
La relation do conlra D el d'angle O fransforme € on F of fa rotatlon dr e B ol d
Montrr que AEF ost un tranglo lsccdio, GO 56 anghs-0 sl g
1) Résoudre dans 'ensemile des nombras complexas Méqualion 22 - 27 + 7 = 0, 4 mluuj'g;___

Soit K, L ot M les points d'affies respectivas k=1 +1, 1= 1 - | ol m = -3,
On g0 placa dans la plan muni d'un repére orthanorm dirct (0:%. 1.
2)Cn appolie N la symétrique do M par rapport & L. Viéifior qua 'alixe n du poinl N est 24i43-2.

3) La rolation do centre O of d'angle % Iransforme Iz point M en | point A et Iz point N en le pein! C,
Détermines les aflixes a ol ¢ des peints A sl .

4) La franslation de vectour i d'affixe 2i transfommea ke peint M en k2 poinl D el e point N en e point 8.
Daterminer les affines d el b des paints D et B,

%] Manker que ke point K f'alfie k, est milleu des segments [DB] el [AC],
Mankres que ;-:%: L En déduire la nature du quadrilalére ABCD.

g L AN 3 i 5 5 i i
Dans le plan complexe P muni d'un repére orlhonormé direct (O3 T, 7) (unité graphique ! 2 cm.
On note A, B, C el D les points d'affies respectives <21, 4 = 21, 4 + K at 1,
1) Piacer las points A, B, © el D sur la figure qul sera peu & peu complélée. Préciser la natura du iriangle -F-EE ;
2) On désigne par F, I'spplication de P = (A} vers P, qui & toul point M daffixe z, associe le paint M° o afixe 2, fella 02

243

a) Détermingr les images da B et C par F.

o] Déterminer l'ensemile (E) des points M daffe z lelle gua | 2] = 1. Construire (E).
3)a) Montrer qua pour tout nombre complexe 2 distinctde =2l ena:(z - 1)z + ) =-4-4i,

b) Morfrer que pour foul point M distinct de A, et donk I'image par F est nolée M', ona

s W=D,

o DMxAM=4T .
o (@)@ A =[],

Exercice 0 38 miniEs—
1) Exprime: bes racines 2y dans C de l'bguation 2% = 1 gn lonction des nombes 6, =% & appartiani 3

e 132 155
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Chapitee 10 : Nombres romplexes

v 234 sture di polygone dont les sommets A ont pour affikes 2. 7
i mmwmnlre des points Aa. 1
u--

drent de =1, o @ssacie F=——0-:

At p:-mpfﬂ‘i'ﬂ”'d'ﬂ TER

o fonction de 2

yen
! o des resultals

{a i p.-écgdms résoudre dans T l'équalion (u— 115 = (u = 1)
)A

1% mpieﬂ est muni d'un Tepére uﬂmmrmé direct (n i 'r] unita graphrqma dem,
Le plan pants A el B d'affixes respectives a =1 eth=2.

on considére 125 thiess
.EI:EEE':I ]ﬂ ':Innﬂ-EHlEpﬂ*ﬂldEIﬁliEE. E |

1 Non¥er que i g point M WPEI’I'EI'IT au cercle (C) de centre A et de rayon 1.

71 Exprimer [ mesure de l'angle (AB, m} en fenclion de 6.

En .;mmrensenﬂa (E) des poirts M gquand B décril lintervalie |0, nf.

41 0n appedte M' [ wnage de M par la rotation dz centre O ef dangle -20, et on noto 2’ Fafflixe de M |
Nanfrerque Z'=2, 11'15"1”'3 M’ appartent a (C).

4) Dans la suite, on chaisit 8= ~3— . On appelle r1a retafion de centre O et d'angle —? et A' limage de A parr.

) Défini limage (C) du cercle (C) parr. .
Plager sur une figure A, B, A, [C), M, (C7) puis le point M’ image da M parr. |

b) Montrer que le tangle AMO est équlaﬁral

) Montrer que (C) e1(C') s2 coupent en O et M,

) Soit P ke symétrique de M par rapport & A, Montrer que M° est e milieu de [AP].

30 minutes
ABCD es1 un quadrilatére convexe.

Aledédiewr, on construit qualre triangles rectangles isoctles ABA. BCE, CDC et DADen AL B, C et D
Demgntrer que les sagments [A'C et [B'D’] sont orihogonaux et de méme longueur.
Tadication : on pourra suppaser fravailicr dins un repére erihonorme direct,

Exercice 83 Concours d'entres a1 | ENSP de Yagundé — Gameroun — 1998 40 minutes
Pour z, complexe déférent de - |, on pose 2 = ‘:L_E. . 5i M est b point d'affixe 2 et M d'affixe Z.

= [T
Diétarminer et représanter dans le plan complexe l'ensemble des points M verifiant les proprietes suivantes @

1)Z a5t un réel. 2} un argument de Z est --E-

3) La point M’ appariient au cercle de centre B d'affixe i ot de rayon % \

4)Les poinis B, M et M’ sont alignés, L 6) Z+ 1 estun réel non nul,
Exercice 84 BAC — 1995 - Japon 35 minutes
L& plan complexe est muni d'un repére orthonorme direct (O, ¥).
- . I
On considére les points A, B ef C daffixes respectives | zi—JE 2 cn=l-iet Ea—i*
112 Ecrire 73 sous forme algébrique.

) Déterminer I module et un argument de i e 22
L
) Ectite 23 s0us forme rigenométrique. En déduire les valeurs exactes de ms— et s

12
mmllﬂpﬂl!‘dd'ﬂffmez:m
#tla nature du tiangle OI8 7
I h‘h Page 157 e——————
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Chapitre 10 : Nombrey eompleres

- la rolafion de centre O ef d'angle — i
bj Déterminer les images de | el B dans la ratafon ange 12 Endeduire fa naypg o T,

7 'I-"I:_
Exercige 85 :
Le but de Fexercice st de monlrer, & Faide des nombres complaxes, qu'un triangle ARG, daﬁrﬁmﬂ\
cercle creonscril esl aussl sobarycentre, eslun triangle équilatéral, *“31'-'@5,‘
{On dézigne par [1 le plan complaxe rapportd & un repere othonomme direct (04, 7).
Cn note w ke nombee complexe —%+%I :
Si z st un nombre complexe, 2 désigne le nombre complexe conjugué de z.

1)a) Mettre w? sous forme algébague.
bj Montrer que 1+ w+ wi=0el w=w",
2) On cherche les nombres complexes Z, lels que - || =[1+2|=1

{1).
a) Montrer que w satistait {1).

b) Montrer que pour un complexe 2 = x + iy avec x et y réels, vésifiznt (1), ona x = —.

En déduire que w el w soni les seuls nombres complexes safisfaisant (1)
3} Soient &, B el C trois points du cercle ™ du plan I de centre O et de rayan R > 0,

On suppose que O es1|'isobarycentre des points A, B el C, c'est-3-dire ; OA + 084+ 0C =0
On note a l'aflixe de A bl'affixe de B, claffse de C ;elonpose p= b L

—, gq=—.
a) Mortrer que |p =|q| =1 et 1+p=-q

a' a
b) Montrer & l'aide du 2)b), qua l'on a sait p = wsoi p=hT.r A
Dans la swile, on supposera que p = #.
¢} Mantrer, & lalde de 1), que g=w® =w.

¢) Monkrer que b —a = {w—-1)s,c-b = (w-1)b el c—a={w—Ta.
En déduire que le iangle ABC est équilatéral,

Exercice 85 = 1990 = Cam
Eﬂﬂlunrﬁﬂleiqu«a:ﬂﬂl-:%.

30 minyles —

1)a) Résoudre dans Mensemble C des nombras complaxas, |'éguation : 278 = 2{1 + cosifjz + 1+ msE! =0

&) Déterrniner en fanction du réel 1, ke mocue &t un argument de chacune des racines de celie équation. e gt
2) On suppese que 185 racines de 2y el 23 de Iéquation (E) sont les affixes des points respectifs M &1 Ma. Mo
N et Mz appariernent & un méme cercle donl on précsera la conre ef e rayon.

Exercice &7

On cangidére le plan complexe rapponéd & un repéra arthanormé (00, ¥).
Soit U le point d'atfixe 1 &t V |z point d'alfixe 1, ;
1) Démentrer que A, B ot C étant irois paints du plan, deux & deus distincts, d'affixes respectives a, b at con -

mes(AB , AC) = arg i {2a]

¢
b-a

45 minules—

2} Determiner 'ersemble des poinls M du plan daffixe z. lals que I—'; eol un imagnaine pur.
=_

3) On consdira dans |2 plan les paints M dafie 2, W dalfixe 2 el P d'efie 22° o0 2 of 2 sonl dewx nomires
cominlases dislinels el différants de Del 1,

a) Démardres qua les points M, M’ el P sont distinets deus & daus,
b} Demarirer que pour toul complee 7 et pour fout complexe 2’ ena

e eer——
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Chapitee I8 Noglees it gl ey

G— a'-z' & ¢
&= Al —| —any ——
arg zz'uz] 911.__1 "[-' -th]'
o M. Mt P gant alignds s ol soubement & los paints

’ E-,dm-"re u G. UMalr fenl mﬂ"'Llll};]“j, iy a||:|r-||l_:"-|r

&%ﬁﬁdmm, 33 minutos

M:e::tﬂm dans Tensamble des nomres compiexes, féquation en Z, (E1: 21~ 22eas) #1420
1 : ;

seduire lﬂ’émm dans i‘er‘rs_emhle des nompres comploxes, do Féquation an 7
En - trlcos + =0, [Les racines seronl présenites sous forme exponenficle,)
[E1|:ﬁns i plan complese, 00 ConSICere les images M, Mz, M et My des qualra racines de Mgualion (E), Pour quele
E:leﬂ i |:|:| < [ £ H} Las -qu-ah'E‘ FIIEIII'IES El:':lTﬂ-Il log semmeds d'un EBIT'I& 7
k|

puercice8d — — % 45 mintes
2

ol 0 U nombre réel appartenant a J_E - On considére I'&quation d'incannue camglexs 1 -

() {1+ (1 ~itan a) = (1 =iz)1 + i tan a).
() Soitz une sabution d& (E).
a) Montrer que [1+i7| =t —iz]
b:IEn dédhEre e I E.“Uﬂ.rﬁd-

{4 anc : B
en fonction de &,
2] 2) Expemer S o

b) S0tz un nombre réel, on pose 2 =tany, ol  eppartient &

&
2'2]'

Exercice 90 3 minutes
ans fout exercice, be plan complaxe P est rapporté & un repére orthogonal (0,0, 7).
On considére le pelyndme complexe plz) suivant | p(z) =24z # A, ca_] A a5l un nombra réal,
1ja) Sait 20 un nomibre complexe, Démantrer que si plza) = 0 alors plzg)=10.
b O 3t que |'équation plz) = 0 admet trois seiutions distincles cu confondues.
Démonkrer qu'elle posséde au mons une schution réelle. :
7)) Déterminer & pour cue I'éguation p(z) = 0 admette une racine complexs non reefde de module 2,
&) Régoudra Téquation p{z) = 0 pour chacune des valeurs de 3, ainsi trouvees.

Exarcice 9 - 50 minutes
Le plan complexs est rapport & un repére orthonormé dirsel (O 10, ¥) (unité graphigue 4 cm).

0n gésigne par B un nombre réel tel que -t <8 < :
Onzppelle A, M e N les points d'affixes respectives 1, 8% et 1+ Eﬂ ' 1
On désigne pr (C) 2 cercle de centre O e de rayon 1, et par (C) le corcle de cantra A et de rayon 1.

1) Tracer () & (C'), ot placer A, M el N dans e cas 0 =%.
@ .
2 Mariver que N apparient 4 (C'| et dnner a nalure du quadiatére OANM, Détermingr un argumant de 1 # & ,
NOnposeu=1+e"avec-m<Bem
B} Monirer que u ost solution dans © de feguasion : 0 |2 + Zeostz + 2 + 2056 =0, !
. m:fm la seconds solufion de Téguation, i -
520Nt les solufions dans C oe 'dquation 21 -3z +4 = i
4} On cansidire équation (E) - 24 - a2 + = 0 o 3 désigne un nombia réel appastenant 3 10, 4] |
Chanms Ris point datfe , ot T le miley e [OR] | .
MWT'PEndmulairg 4 Fawe rdel passant par T coupe (C) e deux paints U et U’
Irer que les affivas de U et | sond solutions de (E). |

5 Page 159 H
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Eerire ['équation portant sur g traduisant (E] et la résoudre.
¢} Daterminer les sclutions 1, 23, 21 de (E).
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Chapiire 40 : ¥ombres complexer

On considére b plan complexe muni d'un repére orfhogonal !EI A0
On fera une figurz, 4 compiéiar au fur el & mesure des queskons. On prendra 3 em commae Uit ga i
Qe

: ; TCR e 2
A tout point M du plan, distinct de J, d'afice 2, on associe le point M’ d'afiixe 2' définie par: 2/ 2

5 |-.E f
1) Déterminer les points M confondus avec leur image M”. —
2) Etant donné un complexe z, distinet de i, on pose: 2 =x +iyelz =X+ 1y avec x y, ¥’ et y' réelg,

=y =2y
Montrer que . X'= .
que . X :l.ﬂ +{1"1,|":|2

En diduire l'ensernble E des points M dont limage M’ esl située sur 'axe des imaginaires purs,

Diessiner I'ensemble E

3) Trowrver une refafion simpie lant les longuewrs OM, JM et O

En déduire 'ensemble F des points M du plan fels que M et M soient siluds sur un méme cercle dz cengie ()
Dessiner I'ensemble F,

4) Dans tnule cotte question, on considére un point M d'sffie 2 silué sur le carcle d2 cenire J af de rayoy Mo
2

point d'afiize z' correspondant et G Msobanycentre des points J, Met M

Calculer Faffie 2o de G en fonclion de z.

Monirer que G est situé sur un cercle de centre O dont on précisera le rayon.

Apris avolr compark les angles (01, 06) et{Ol, JM) . Effectuer la construction de G. En dédure cells da of
Exercice 93
On considére dans C, Méquation (E): 2% + (1—i/3)z—(1+R3)=0.
1) Resoudne ['equation (E) ef exprimer les solutions 2 etz en fanction des nombres complexes -
i _d+id3
| =J_3_;! gt h= A -;h' 3 ,
Z)a) Metire a el b sous forme Ingonométrique, puls représenter leurs points images respectifs A el B dang le plan
camplexe rapporté & un repére othonormé (00, 7).
« b} En déduire una canstruction simple des paints M' et M" mages des nombres 2° et 2 respectivement.

- : 11
J) Metire z' et 2" sous forme trigenométrique ef en déduire les valeurs exactes de ms% et sm1—_; .

Exercice 94 _BAC C - Tunisie — 2001 30 minutes
Dans le pian complexe P rappoetd & un repére oriohonormé drect (0T, V), on considéne les points A et B d'aflugs
respeciives a et 1, o0 a esf un nombre complexe donné différent da 1,

A0 minutes

I_
Soit f fapplicaton oe P —{a} dans P qui, & tout point M d'affixe 2, associe le point M’ o aflixe 2 telle que z'=-;;

1} Morirer que les affives des peints invariants par [ sonl les soluticns de ['aquation (E); 22 -2z +a =0.
2)a) On suprose que a=1+ ¢ | ol 8 apoariiert & %%l
Résoudre I'équation (E).

b Mettre sous forme bgonomélique chacune des solutions da (E).
J) Cansg calte questicn, on supposa a = -1,

Seit Mun ponl de P - {a) d'affive z et M’ d'affixe 2', image de M par 1.
a) Mantrer que mes(u, BN) -+ mes{u , BN = 012+]

En déduire que 1a droite (AB) estune bissectrica de 'angle MBM' .
bj Mantrer que 2’ est imaginaire pur sl et selement &, |2 =1,

€] En déduire |a construction du point M' image du point M du cercle trigamétrique privé du point 8.

e e R R #ﬂl :
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Chapitre 11 ; Nombres complexes

EXERGIGES POUR §'AUTO-EVALUER — soLuTions

ABG estun Iriangle équilatéral s et seulement i, C estI'image de B par la rotation R de centre A, d'angle g oU par sa

mprcmﬂﬁ"-
=
ummmﬂﬁeﬂﬂeﬁﬂﬂf M, — M, tel que z'-i=p 3z _j).
G S <) I
Cest-a-dire z2'=83(z— . LA L
esta-di (z—i)+i TR sy
- n
celede R est: My — MYy el que 2°—i=e 3{z-i). C'est-d-dire ;-=E"E[I_,]+ l—l%]z—%a—%
Fratement ABC est un triangle équilatésal si el saulament si,
1,48 1, (1 3] 31,
S A ki T 3ﬂ=l5"‘5 gl i
, B Y N S PR Y - N S
Clest-ddie 2= 2+| 3 Z4+ > +2| o4 E_[E_‘T z——E-..E
Cest-d-dire z[—%+{1—%ﬂ=§+%i ou {_;-H[HJ_EE',]E"“?E %I.
Vi 1 -
—+—i s e | -
enfind z=—22 ="""E[-1-|} TR L i S :"T"”"E{m:. !
—1+i| i—ﬁ X = 1+-"|—'_3- : fed
2 EJ 2 2 ¥
| H

ix i
= |
e ||=1 at argjsz—;pw]. » j=a? , dob f=e*=1.
=
* 2000 = JuEET + 2. Do PO = (1) —1+iﬂ =_l_|£=? ,}
2 2 T ||
{ A =
" 1"']"",i2 -—Jtu = [ |

1—] 1_, ' ' I

o
~1_1 Clest-a-die H-i donc -EE-i Dont BC = BA,

De plus on 3 angl‘!‘:—J 3 _;[?“] , done me;{ﬁ BC) = '%[2*] -

Pui ¥ _—r
*9u=BC=BA of mes(BA 50)= -%[zn] , alors ABC est un triangle équitatéral (direct).

hh PAgn 1] ————————
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Cirapitre 1 ; Nowbres comnplexes

a) le lecteur fera una figure 2 N

= +1 _,
b) Soil x un nombre réel, Jz| = Yo =1.
e+

g e
..|::¢—le i) —tli—ﬁl-'lJ:i_x TErr.=1 I:"‘ Euzi_
Wil 14+xt 14X

L=t
o 2= T i) ¥ +1
! 2

I8,
o Sl ST Y =—
Rl = LT

dje
1—x? 2% = 1-xt=dx o dEsN-1=0

—

Catte équation a pour disciminant A =8, et pouf racines X, =1 ++/2
{J'ni:He{zHIrr{stIElsmlemlﬁ :-::—1+1.I"'.nT o 1=r~1_.,|"§,

o \aleur de x pour gue z=1§+i%.

Siz -J_+|";-— alors Rafz) = Im(z). C'est-a-dire x=—142 o x=—1- 42
1(14"]2‘.2{14"} _E?J —Ear_'wﬁ_.ﬂ

POl A= 2 TIRI—AEF | 1 —vZP 4+ 2z N areiz 2

e T CA-1+42) 242 —2+22 V2,

1+¢-1-=¢'if a2z | A-22 2

L}
,.._;.l‘-"—_] P2

e Yl g
Pour x - T4 (-1442)

% L :

Faaleméni z—i[i-+i— g ot sefement 58 x=—1+

LEaat T
: -

1) AED estéquitatéral drect < D estimage de B par |a rofation de centra A dangse 3

¢ In—Ip ==§|{33—?—.n:'

- zu=[%.ri£2-§ (=24 2]+ 1+is—3+(2—B)i

BCE st équilatéral diect <  E estimage de C parla rotation de centre B d'angle 3

=
= g-p=0 (-

o IE-LE‘EH?-F:'JE (le lecteur fera les calculs)

i
CAF est dquilatéral direct < F estimage de A par |3 rotztion de centre C dangle =

L
—i

© Zp-Ip=e (2, ~Z)

&y fmm 3'1_;-"5 +55..;"3 ﬂ&ﬂéttEurfe}am,u[:ujﬂ

—_'-_' Pl@l”“ ﬁ/’
el
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Clapitre 10 : Numihres raneryy

tlatl
g W= 3

I +Ig+EF . 3+-.I'E+{‘|5—- ‘-.I"i

1
3| MN=|2y = 2] EEMT.JE +§..."E

jcar (Bv2 +4/B)° = 168967 ) !

“—EHE_"E

= 2 =Wt

3

2 8

HP‘=|I|'-1 —IMJ=\I@+§~."E a1
m=|zﬁ—zpl=ﬁ+§q’5.

Ji 7a
R e s [

=,

Dol MK = MP = PN. Danc MNP est un triangle équitatéral

1. A8

_l+i—.
2

3

.1
v pE——f—
2 3 Ly =

1) z==1+i3, ;

dessous)
i
) OM, |=.||_|—1+|-u"_|=| 'I-|‘.'ri gn
I

Dbl OMy= By ——==0.

[ pet-tag 271

3
8

I
1 _me
:'“ 2"

iT
gd

3

0

16

1
v B4 =—E-I— (voir Ia figure ci-

ot b5 points My appartiennent & [a mime dem|-drolte.

43 8 aﬁ 2 2
11 o —_— _ _—— T —am mm—
=3 % g g AT W 131l
2) » Soitn enfier naturel, on a
14143 1+iv3
L =| Tnez _':n+1|= ;rzn-ri g I

(Zn41 = 1"ﬂ]|_—| Topl — i-'d

JA-24E] 4T

J e

D'el {dr) est une suile geométnique de raison %, gt de premier tarme o, = |2y —z;|=4

. ﬁn
g

'h=ﬂyﬁu.+.ﬂ.1A, +ot A A =dg b d 4y = iy = 3[1—

(2

3

K

]‘JH_

.

| 3

W7
=

|
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Chapitre 10 : Nombres compleres

) ’

#y
3) Puisque D{%{i.m lim [—T ={.

]

Dod |, =47]1-

Finalement, fim |, =44/7.
F—=—+30

\‘\&"I .2 3 e
4 N

1) Sizestsouondezo+ 1=Daors 28 =-1, donc | =1, Cestandire [2[" =1.
Dob Jg]=1. Parconséquent, z s%crit e avec B réel

F=-1 = o =¢" o 60=x+k2r kapperienantd Z.
C'ost-3-dire ﬂ=%+ k% k appartenanta {0, 1, 2, 3, 4, 5},

- R Aw i | =
= = |== = e l—
Les six solutions de léquation 28 + 1 =0sontdonc: e®, 2, e85 &0 g2 gt
: : . 1., 4.1 H 1
icnest: 5= Iy, ——F=l m———=] | =] ———
L'ensemble solulion de cette équation es 2 +2| 5 2| . Eu > 2.
] L i : iy
3) On peut alors écrire : P i=lz—eb|z-i)z—e ¥ [|z—e € [(z+)|z—0 8

e Ona: z-e2Yz—e @)= (g e Mzt " =2 —22005a +1.

= Onaals;
LA L
z—a 6 fz—ef

" R Em
[ ==
:.—eﬁ][z—ﬁ 5]

I—ET
-I:z: 2rcos— +1]n{a —EmsﬁszH}{: +1)  (d"aprés la question 3))
:{f-zq"-+1‘-]:f+z-.l"+1:|{z +1)

T, T

Considérons un repére orthonormeé direct dorigine A, du plan complexe.
On nolera par des letires minuscules, les affives des points en majuscule.
o ABCD eslun camré direct done

e
z—e?liz +ifz—i). Donc

L)
z-g 6

(z+i)z—i)

d—a ’
Al = AR b=a
== = . d d-a_ .9
WES{AH,P.DJEEIH}.E'EH-HIE arg[b—]—-[z-rn Etparsule.ona: {5 _5
d
AB=0DC b-a=c—d b—-fin=0

Ora=0alors d=ib & b=c-d.

Page 164 .__Esnﬂadd
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Chapiire 10 ; Nombres complexes

eacnant que AEFG el un carré, on monbre qua g =ia et a=Ff-g (le lecteur vériflara les ealculs).

» Dameme,

E=ﬁ g=h—d
) KE sont des paraliélogrammes, donc | __ __Clest-d-dire 1
o AEHDRAC AG=BK g=k-b
o Exprimant alors b, g, retsenfoncionde a, b, o, d e fet g
- d+b : it dis
Pas.irniliel.IdE[EID]. dol p=—5— . @ est mileu de [ED), d'ol =
g+b

s da [EGL dot 1= Q—E—E- .5 et mileu de [BG], doli 5=

R est mili :
o Varffions que PORS ast un parafiélogramme :
d+e d+b e=b o g+e gib b
pE—" 3 f—§= i i .
; 2 2 2 e

Puisque G- P =1~ 5, alors PQ=5R.
par conséquent, PORS est donc un parallélogramma,
» Virfiors que RSP estun wiangle rectangle et isccéle de sommet S

e~hb
. r—=% 7 g-h
‘anirE i é, - = i
D'aprés ca qui priécéd Sl S S
2
r-§ ea=hb i
i =|b | Tl.ﬂhm—-s —_—
Deplus,ona d gl g=ie T i.h-ias—i
Or =3 _j signifie que lr;s =l et m‘g['—_—E- =T[2+]
p=5§ p—35 p—s) 2

Dont: =1 et mes{ﬁ.ﬂ_ﬁizg[%]. Clest-a-tire 5% = 5P of mes(SP -ﬁ':%ih]-

Dol RSP est un triangle rectangle et isochle, de sommet 5.
PORS étant un parsidlogramme el RSP un triangle rectangle isocele 4p sommet 5, slors PORS est un came,

Hnﬁ:ﬂsa,h,t.d.EEthEE‘-HIﬁREﬂtEﬁJEﬂ'h\'EE&EA.E.C.D.EE’[F. _
F estimage de C par |a rolation de cantre O et d'angle 8 dou f=t‘l'ﬂ'{[!—ti:|+l:|- (1)

E estimage de C para rotation d'angle - 8 el de centre B diot- e=e"Rlc-bj+b. (2)

ABCD est un paralélogramme, donc FB—0C o BC=AD.
Dol b-a=c-d et c-b=d-a (3)

D Fégalité (1), on déduit que § _a=ePlc—d)+d=-a. i
De Fégalité (2}, on dédui que @ —a=8(c—b)+b-a. |
En remplagant b—-a par c—d et d—a par =D dans les

expressions dee -4 et f-a, on obtient : f
(c—b)+elc—1) |
.Eﬂ

fra=e®(c—d)+c—b af e—a=e (c=bj+c—d=
n . (g — dj+c—b

Dot [f~a|=|e¥c~ ) +c~b| et [e—d|= ——Tm——‘L e"le—d)+c—Y
2

Dol |f '3] =¥B' = E| el donc AF = AE. Finalemeni, AEF gst isocMe de sommet A

1) Résolution de I'équation 22- 2z +2=0:

' 2+ 2l ; 2-8 .
Son diszimmant est; A = - 4 = (2}, Les solufions de cefte équation gont - 11=—;;—=1+| el 125—5——1—'

e Page 163 -_E_s-ssﬂﬂ-s
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Chapitre 10 : Nombres compleaes
2) Affixe de M : “‘ll-.
| = - (m~1). Cest-d-dire p=—m4+ A=A+ 21— =2+i3-2)

N = (M) signifig n-
Dol n=2+i{vi-2)
3} Affixes de AetC:
= )
Aimage de M par la rotation demntr&ﬂald'amreg signific 2 =¢ 2m. C'esl-d-dire a=i(-i\/3),

Falement a=+/3 .
o
Eeﬂlnﬂgedeﬂpmlamtamdeuenmﬂﬂd‘angla% & c=eln=i24+Vi-2)=2-F 47

Dol c=2-+3+2i.

4] Affixesde DetB:

D/image de M par la ranslation de vecteur § signifle d=m-+2i= —/3 +2i=i(2—5). Dol d=i2—3)
B image de N par la translation de vecteur T signifie b=n42i=21i(3 - 2) + %= 2413 .

Dol b=2+i3.

3] Montrons que [DB] et [AC] onl pour milieu K :
Metons [ le milieu [DB] el J celui de [AC) -
L'aﬁmmpﬁmr&il:d;b '[E“ﬁ};“"'ﬁ:—m:g_

L'afixe du point J est “;“= ﬁ+2;ﬁ+m=1+l=k,
Lﬂkpninlt I, J el K ayant fa méme affixe, ona 1= J= .
D'ed [DB] et [AC] ont le m&me milieu K,

=k
Montrons que = —" —j-
b—kK

p=k  I—A48-1-1  {LFy
En effe, ~—-= AR =1+Iﬁ_mzi.{{}npeutmsrqu2fw1—J§-T—i=i{‘|+Hr§~'r‘,li}].

Kature du quadrilatere ABCD -
[DE] et [AC] ont méme mileu K. D'l ABCD a5t un paraliélogramme,

CK _Je—k| fe-k )
ﬁ(_jq-.i- Dol CK = BK,

e
k) =
El E'“J[hJEEiE“] (car mis%{h}j_

D'ols mes{KB , KC) E—;r[E'Hj . Donc: (KB) est perpendicudaing 3 (KC).
Les diagonales du parabélogramme ABCD ont méme longueur et sont perpendiculaires, donc ABCD astun cars.

' _-FE‘M I'I'I'ﬁm-u "
| Piour montrer g . .
§ur'un gquadriletiee ext fosamge, un reclangle o UR Carré, en général, on montrera d'abord |
q' . H”mmﬂ"jﬂmﬂhr o e b guadrlaiire exf an paralléle : ' ..
f S (e sl e cltly consécutify de méme longuenr au bien sex J'f-'l'|
| * Un parailélogramme est un rectample il P;"F"::"Whirn_ digona |
& dews odlés conséontify arth : .
medime fonpirenr, i openauy ou bien gex diagomales de

* Un paralldlogramme est um carré /i1 ;
¥ nﬂmm:ﬂmuq&m&muuﬂ*m”muwwm,.

£es diaponiales .
o # perpendiculaires ef de méme
dispose dome de deux Mgﬁ l"'_r.rnr par les disgonales, I*nﬁ:::;:r dl.p: cdrds consdenrifs.

R __I__ R — e P e _'_ -
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Clheapitre 18 ) Nombires ronplEees

#ﬂi='=- e
mﬂ pB=lza -2l =4 =4, AC=[zc —zZa| =4+ 4| =22 et BC=|z; ~zy]=|4i|=4.

gl 4 607 =18-+16=32=(42)F =AC? ol AB=8C

i ASC estun triangle reclangle el isocele de sommel principal B.
E}:f Seit B at C les images de B et G par F.

2 _1_.1.4_5_]-_11—?!—11—3
IB'SJTE:EJ_-F 42+ 7

g —(4+2) _A+3—4-2 .

=T 43 4+ 24 2i
Dol les images de B et C par F sont respectivement les paints B0, -1)
et C=0

b| N appartient 4 (E} si et seulement si, l21=1.

z—(4+2) 1 TR I.«| IR oM
———=1. Ce qui signifie -—==1 qui équivaut s —=1.
z—(-2) jz—z] AM
Eifinalemant 3 CM = AM. D'cl (E) estla médiatrice de |AC].
3)a) Seit z un nombre complexe différent de -3, on a -

i _[(z={4+3) ey (2= {4+ 2) — (24 2]
tz—-‘lhtHﬂﬂ—[ - 1]{z+::~ e G

m=j gl

C'esl-a-dire 1

|

Ohai (z' = 1)iz # &) =-4 -4,

k) » Supposans M' =D, c'est-a-dire z =1.
L'égaité (2 — 1)z + 2) = - 4 — di davient {1 - 1)j{z + 2} =-4 - 4i. !
C'agt-d-dire 0=-4 - 4i. Ca qui estabsurde. [Yod 7' est différent de 1. Et par conséquent, M’ est different da D. |

o (- 1)z +2)=-4-4i donc |(2'—1)(z+2)]|=|—4—4i

done |z'—1|xz+2i| =42

done DM AM = 42 | Finalement, DM'x AM =42 . .
o -1z +2)=-4-4 donc arg[(z'— 1Nz + &) |=ang[—4—4i)+k2x 00 k appartientd Z. L{

S
done atg{z'—1}+a1g{z+2i}=T+k2n
h.
4':

Solutian BO

T)® Posons z=pe® avec p>0 el BeR .

Clesl-a-lire (i, DM)-+(0, AM)=""{2x]. Dol ﬁ,ﬁﬁ'}+ﬂﬁ,m]5?izﬂ]_

5 p=1
Bz op Mol ] P Loinid 7 e k2n ke (01,234}
' B — kD ppert 'E=?

T ok iy

kin
Les racines cherchées sont, done les complexes z, =e # o0 ke(l1,2,3 4}

ki
e g |=1, ol 2 estaffixe de Aw

® Soi k appartenanta |0, 1,2, 3, 4), ena: OA, =

00l Ay appariient ay cercls da eanfre O ef de rayon 1

+

rw —— |
De plus, on @ arg‘T"’"- = %[?.’—:] . Dol mes(OAy , DA ) E‘;‘[E“] : |
k
0'0dl les points i ' i
i Ax sont situds sur b cercle de centre O et de rayon 1 f Fangle entre deux vecteurs conséeutifs

\OAc , DAL]) est constants. D' le polygone AshsAefaly ast pentagone régulier,
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Chapitre 10 ; Nombres complexes

» Lisabarycentre des points Ax a pour affixe :

3
4 ik 1)
o E 1—[&5L
5 5 5 B 5 o5 =0
. _ 1-g3 1—eb 1—g
D¥ois lsobarycantre das points As est longine O du repére.
u—1 1
) iI=— o E+z=v-1 & Uz-1)=-1-2 & P o M
u+1 1-z2 ( mmﬁwﬂzmﬂmm”d’“'ﬁ%m,

= u_is_
I u=-1P=u+1f = [EJ—_‘.I 1. 1)

: =1 . . K
Sion pose 2T Péquation (1) devient: 2= 1, cestddie z=e 3 ,avec ke 0,1,2,3. 4,

Remarquons que si k=10, alors 2=1. Mais un'exdste pas pourz = 1,

Or d'aprés la question 2), z.—.“—_—1 = I.I=E-.
U1 -z
daf ke ks
- u_”a“? Pl @ 5[E'T+ﬂ'5‘ Emskﬁl e
= “== E= o = = = [oolan— ol K e {1.2.3.‘1'-
-5 -5 a?[&"?‘—e'E'J aish _Sﬂ * }

Les solutions de Féquation {u - 1F=(u+ 1)* sont les nombres complexes Immnf‘ﬁf ol kesldans (1,2, 3, 4),

1 z=1+¢™ donc z—‘lzﬂm,ﬂfmn }z- =1.D'0 AM=1,
Ilenrénﬂtaq.la!-llappa.'ﬁentaucerdudenemﬁmdemmt

Z—3 1461 = = z—3a —
2w b . Donc mes(AB AM) =amg E—_aJ[hl' aliors m&atﬁ,ﬂﬂ]e?ﬂ[h[.

~ . S . .
" L;;:TI,: iﬂ:;tﬁ c.:E :: S.E‘;: nﬁltf_gé.-ﬂuu E estle cerciy (C) privé du point B.
M image de M par |a rotation r équivaul 4 7' ="z
Done z'=e 21+ e™)=a® {1=7. Do 2'=2

» A=z~ =|s~%|=1. Do M appartianta (C).
4)a) (C) estle cercle de cenfre A' = r{A) et de méme rayon 1 que (C).
=l |1, o8 ‘=1

b) DA =|z,| =1, OM =|z| = T+1aTl 1+4T

2

el AM =1 (car Mapparient & (C)).
Fuisque OA = OM = AM, alors le tiangle AMO est éguilatéral,
cl= CA=1,dol OQapparlient & (C).
Or i) =0, akrs O appartienta (C] =r{C).
* Me(C) et M =rM), dois Me (C).
Or M’ apparfient aussi & (C) d'aprés la question d). aloes O ef M’ appartiennant & {(C) ¢t 3 (C).

d) Aesthe milieu de [PM], d'od 7, =22 :I'“ . Et par suile, z» = 224 - 2w,

2

3 3 ﬁ _EI .qlr' it
ﬂnﬂE}UfE:IF=2—|-nﬂﬂ =__i_'_| Ly = 1 '—_a_1_ 3 T £l 1 W.E
3T g N - t—z- al I'=1=14p 3 =,E_i_2.__

ey
_
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On censidére dans le plan complexe, un reparg rthonarme dirge
Lﬁr.:].tﬂb:ﬂﬁ d'al'g.!ﬂ‘ % ef de centres respectifs o' g

doniging (),

|EIE'1DI1]‘H|'|E L
tDethenA B CetD fm"?”"“ﬂﬂﬂh'rﬂmemal
g, b.L‘-.'[I, .a'l !."-I ¢ d snntiﬂﬁaﬂﬁ;es respecives dE'A_ B c o » . . I.H
Py e 5 IEtDI #
Onadlrs: d=ia-d)+d' dong g+, | : ;
F {H—IE]. p"'f
e=ld-c)+c’ donc :‘-——l-zﬂ"i—nd]. |
1
1+i Br
De mime, ona: g'e=—""f3. & - P
m a 3 {a=b) o bz_ﬁ":h—*ﬁ‘]'.ﬂunr;; \.‘.

ST . | F i 1+
: a+ib) ; I:'lr:+l:l—|a-h:|=-2—-|[|,’d—ia]—{h—i[:}]lf-—i,'l-_-—-i[ll'—b':l.

n'lﬂ-l:l ﬂ-a|=-ﬂ:ﬂr_b|j E‘t E.I'_ -a“ b, __I II . E'._ i
d—pn 1 lendécoule gue- i o sl M
i ] h x s hr 1 ol 'arg[ﬂl_ E_I—[ET[I

Cesladire HE‘I et arg[E::E =_f_|1
oy d—v)= 31

B'D

A"E —m——
Co.0d 32 traduit par — =1 ¢t meg(B" A'C) = -T2z,
Cn paut conchure que : A'

C=BD" e (B'D') est perpendiculairs 4 (AL,

T Zestunriel o £=0 ou argZ=0jn]

: i
e 2= z+3) o |
ou arg 1_EJ—¢TH
L™ 2.0 [z 421} o I
uuargl[z_l_ij_ﬂ[r,
=" .E='2|'|:I E I—-I-_EI-}ED
v g+ =0 _F

= 2=-7 ou mes{AM,CN) = %[11] avec A d'affixe -/ et G 'afixe -2i

D = H=Etﬂ.-2]uuII.IIanparh'e-n!mmrdudndiamvﬂ[ﬂ':]m'fédﬂﬁﬂw- 'I

: Em’“t"'*dﬂ‘ﬁpﬂlrllshﬂeslrenem{&] de diamdire [AC], privé de A0, -1) |

Iﬂl'g.Er;-.__TE,"_fhi ) a:q[lll"'zi}s-lpm] wa X ﬂ'ﬁlg_llh]_ |
Z+i 2 2 z+i) 2

E&qj ) =y
ﬂErrra:Tm ® mes(AN,CH) = n[2], cest-4-dire M appartient au ssgment [AC] privé des painis At C.
iz : Iﬁ'lﬁﬂmhm des poins charché est le segmant (44} = JAC],
e i] = I43 :
I| 1; =5 _1+——‘ —i‘:l = 1 =l g_‘,_.=_1u = |E+|l=2 o AM=2,
D't g =& 1277 iz 2 T R+ 2
ql E,u'-ta M r“]'l'IE.:]EE Fﬂiﬂﬁ M cherché est ke carcle 1{:_2.] de cenire A ol de Fayan 7
M’ s points deux & deux distincls.
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{Trapitre 10 Nomhees complrics

Z-| 7 i

B, Hmhq-mmﬂjgnégﬁ nmsﬂﬂhl.ﬂhl'i..ﬂjﬂ] &3 g _-_,Irl]: U['nl = e €50 un fie
‘”?—'—I . L 1
o 2=t 1=k o) =1 o —— alors:
-1 z-i z—| z-iz<+1) z2°+1
-1 -1 ; "
4 nes —_— = ,avecz2-BlZ#L
B, M e M’ son aligné = 3] = FY
-1 -1

= =—, avecz#-alz#L

P

o T4+i=+1, awcza-etzzi

e z=zOUZ=-2. aveczz-elz#il

e zesiréel ouz estjmaginaire pur, ze-ietzel

s M apparfient a la réunion des axes de coordonnees, avec M= AD  -Thetizg
Hnmsquasiz=i.lu'l=H.dﬂnnlesu-nispm1ssnn!aligni‘£. Dol
I'ensemble {As) des points M cherche astla réunion des awes de coordonnees, privée du point AD , -1).
5 M=M e Z=z 11+12=|=z' o 71=.2 awec ze-i e Z=HZ ouz=-i2
L'ensemble des points M cherché est la paire {M(0, J2), N0, =)}
EJ1+1eumréalnnnndsie15euleman1sl_ ang(Z + 1) £ Ofn].

i 1= 3 :
o aglZ+1=0[n] = EFD|I'1+'E1+1J50[1I] - a,g[‘i_n:__':_ﬂ_- =07
[ |a:.!+|—+§~| :z—|--E-|i—1
Cestidire, s+ =0n] < am E—I_”x;.z_‘l—.'..-. 0[] & agll+i)+ag —i_—l = 0]
e L ]

Donc amZ+1=0[x] < E+ﬂﬁ[ﬁ.ﬁﬁ}£ﬂ[1‘r] ol D est le poini d'am:{e%—gl

& mes(BMDM) = —-E[nl"
D'odi 'ensemila des points cherche est un cercle [Cx) passant par BetD af privé des points B et 0.

. ; -
1)) zz:ﬂ_‘ﬁ-hﬁs (E—HENI+) VB +v2 -.H'E#_Jij

z; i) 21-i1+) 4
_-_Ji_i-lu"i V3 ] ] o] ®

b) 2, = ——-2 = -.u"ilT -LE’ = ﬂ[mﬁ[—E] + liln[—E—” :
Dol | =42 et argz1s—%[2~r].

Ig=ﬁ[~4§—i%]=ﬁimﬂ
i za:ﬂ;ﬂ‘m[—g +isin

& ﬁ[m[_g s

-E]_,,mnl__ﬂ] . Dloi |25 =2 et argz-‘.;-%[zn]

-+

= C0S

L . I 1 = .
—— = |+ i5iN| == +—|= 05— +isin= -
5 4] { 5*4] sz T2

ki

i

——— e _____d'j
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Chapitre 10 : Nombrey con fleres

’JIE +ﬁ gl =11‘E‘r—l +i5i|'|‘:‘£.

= +
JOABET Y T 4 T
wqant o partes roalles etimageaires des deux écriures de 2, on obtent:
b : 3 _\_F_E_t_‘i el Eiﬂi = M
] 12 4

12
Ona al=|z|=1, GH=|=:|=1E et B=|-|=|z; -1=1.

mmtﬂﬂi.w*m:: 1+1=2=08BL D'od OIE est un iriangle reclangle ef isocsle en |
h]ﬁtl-ﬂgmgimagﬁlﬂﬂﬂenﬁmﬁﬁﬂEtElpﬂflammti:ﬂl:IE:Ent'aﬂmd'anglgl Cyva:
. 127

|I|,-=E

|—=" 11 1, & ¥ 3
. lrﬂwzazngxzz = zy. Dot I'mage da B par ta rotasion de cantra O et d"angle 1_';. st A,

» Lesimages respechives de C, | etB par la rolafion de centre O et d'angle % sonf O, Cot A

Wi lrrage du tiangle OIB par cetta rotation st le tiangle OCA.
mdsque bz iang'e OB est rectangle et isoctle en |, alors le triangle OAC est ractangie ef isacdle en C.

u;1+w+w’=1—%+%i—%—g'=ﬂ. Dol 1+w +wi=Q
Bt G=—%—‘f':w’. |
?hl]l‘|=—%+%i = %+%=1 a |1+‘#|=l%+3";§—i

b Scilz =x +iy avec x el y réels, si z wérifie (1), alors [f=[1+2].
Ceqd équivaut suocessivement 2 yJx? +y% = (13247, puis xt +y2=1 *hfﬁ-;ﬁﬁm“:_%_

!

|

=,||i1+3=1 Dol |w|=[t+w =1 1
i 4 L

§

|

1
““‘ﬂpﬂlunmmmz=1+if avec x et y réals, vésifiand (1), on a i
s |
* 302 =+ iy avec x et y risels, si 2 vérifie (1), alors K f7l=1.
Kirsi ||1
i 1"—1 ¥ =1,dong y* _—.-?5 . Done y:ﬂ ou 3‘=—£- I
4 4 2 2 |
Cung : P
2 et (1), alors 2 — 4 Y2 ou 2 1B, Cogadrez=wou z=.
2" 2 2 2 [
| |
|
|

Orw -
i la retafon (1) e} le lectour vérifiera qua w vérifia aussi 1),

-

aigney,
] JEeb w sontles -
W) seuls normbres complenes satisfisant (1),
A8 4 C appartennent s cerde de centre O of rayon . D'cd OA=0B=0C =R

[y . ;
e H*HFH=H.NW lpl= EI:%=1 et |gf= E]':%:I'm” |pl=hl=1.

L] T T e
ﬂH+GE+ﬂG=ﬂ selradmtpra+b+c=10

p \n——_ PAGE 1] ee— i
4
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L hapitre 10 ; Nonhres complenes

=) (endnvisant ks membres de 'egaktd précédente paf &),

b €
Donc 11—;+E_
=1, {#p=-q
On conclut alors que 1+p+q=0 Done ) . )
b} D'nptéslaques'tm 3ja).ona ||:||_—-1- Deplus1+p =.q, donc |1-|. pl_l_q]—h|=i.
D'eds p vérifie la refation (1), donc d'apras la quesbon 2ih). soit p :-w sol p="W,
) Comme p =W. aors—g=1+p=1 +-u=anu={ca1d'apréilaquaslmnbjr 1:“.,, Wi = (),
Dol g =W, Or toujours d'aprés la question 1)b), Wi=w, alrs g=w =w.
a={w=-1)a

d) & p=w, done E:w.mtﬂwa Elalos h-a=wa=
g

e g =W, dong £ —wh, doncc=aw! =bw {car b = wa). Etalorsc-b=bw-b=(w-1)b.
d

s q=W,donc ¢ =wa . Etalors c—a=wa-a={w-1a.

o Decequipréciéde, cna:
AE=]1:I-—4:|[I'—-1}E|=|w—i1x]a|=|w—1|xﬁ.

BE=|I:-I:-[=E{W—1]h'|=|w—1|;-:|h|=|w—1|xﬂ :
AC=|c—a| =|(® ~1)a]= |W—11x|a|=|ﬁ xR=|w—1]xR.
Donc AB=BC =AC =|w—1|xR . Finalement, le triangle ABC est équilatéral,

{ja) L'équaticn 222 - Z(1 + cos2tiz + 1 +cos2t=0 a pour discrimnant ; .
A =41+ cos2lf - {1 + 2c0s20) = 4(1 + cos2ty-1 + cos2l) = - 4(1 - cos?i ) = - dsin?2t = (Zisin2(F

D'oil les racines de ['équation sont : .
g ~cosH)—2Jsin2t 14 eos2t —ishdl ;

21+ cos 2t) 4 Asinl 1+cosdt+isndt
- = -— Iy =
4 2 4 2
il Gt 2l it —il il )
b) e I1=t+u:«:nﬂi+|sln2!=1+|a| o + 8 =eia +& — oMot
2 2 2 z
Orona D=t -::% , dong cost > 0. Alns, |.11}=c-:51 et argzy =1 [2n].
« Remarquons gue 2 est le conjugué de I, done
22| =| 2| =vcost et argza=-argzi|2n, c'esl-a-dire argzs =- {[2n.
2) Les points My et Mz ont pous poordonnies respecives |
1 cos2t sinil . 1 os2t sﬂﬂi]
X' y)=l=+ —| ot Y=zt |
w1=(z+ 525 o ) G+ -5
1 cos2t sindl 1 cos2t st
e -2 ) [ 5F)
. 2|52 2 7Y z 2

2 5 poand
, 1 cos 2t sin2i 1
On a donc d'une parl |x'—— ﬂ:[ [_._ =1,
mpa[l z]” 2l+2 F
- 2 . 2
eld aulme pan [:"-— ll +yd=[mﬁ—ﬂl +[__5'"2tl =l,
2 2 2 4

Dol My el My apparfiennent au carcla da canbre A[% ,i}] et da rayan 1
2

1) Soit M et N deLix points du plan tels qua : AB = OM &t AC=

ON
1 —————————— F'!gﬂ'l?l —‘/
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Chapitre 1O -

Weumbees regipleses

ad'ﬂﬁfpﬂﬂ #rﬂﬁﬁ]:ﬂmﬁﬂﬂﬁﬁm—{ﬁﬁ}
on

orautre part mesitl ON) = 92w [2n] et mes(@, OM) = arga,[2+]
Don mas{AB. AG)= argzy —arp2y [2n], cest-ddire mas(AB  AC) = argr—"[En].
Ty

[—] - E-E-
aors on peul conclure que mes(AB , AC) _argib—a [2n].
i . . . " 1—1 rif z_i
- irsaire plr &1 et seulement si, arglu_]E_ 2
HE-__-’; gl un mag o Zlql ou _2_1 0.

_ == z-1] . —i
Or ¢ aprés laquestion 1),ona mes{UM VM) = argl;_—'IJ[-r:] ouz =i, alors ﬁ esl un imaginaire pur si el

i mes(UM, W)= — M=V.
selement s mes(UM, ) 211'!] au
Cest-3-dine, M appartient au cercle de diamelre [UV], privé du point U,
Finalement, fensemble des points M du plan d'affixe z teis que % est un Imaginaire pur, es! le cercle de diamétre

g prakdupoltll,
3ja) » Puisque Z &t z sont distincts, alors M et M' sont distincts,
» Sopposons M=F, onaalors z=zz. Cesta-dire 2{1 -z} =0. Ce quisignifie z=0ou 2 = 1.
Oy 2 &1 7' sont différents de O &t 1 respeclivement, d'aprés Fénoncd. Donc M et P sont distincts, '
» Supposons M =P, on a alors 2 = zz. Clest-dire 21 - 2) = 0. Ce qui signifie ’ = Qouz = 1. !
Or ' et z sont differents de 0 et 1 respectvement, daprés I'Snoncé. Donc M’ 2t P sont distinets,
Fralemend, les ponts M, M’ el P sont disfincts dewux a deux -

i ' 1 m=-1
| deDett,ona; 2=1= = "
b) Soit 7 et 7' dex complexes différents de D et 1, on a K I Ll %
=1

"-I

PR N 2 Z-z]_ I_'l_ [illg , d
or g o). s ooz = ool ol

1

—_— Lk, L R —_— '
¢) Molons que mes(MP , rF]Earg[il_i]iEﬂj, mes(LIM ,E!M}:Erg[ﬁ][‘h] at
resiUM, OM)= aglﬁ]{h] . Ainsi, dire que ]
o=z z 7 . = -
= e P)=mes{UM', OM') —mes{UM , OM)[2=]. (1)

A ) o e e T

—_—
O M, M ot P sont alignés si et seulement si mesiMP , MP) = 0[x].

|
l
|
|

Cest-d-gire dapris {1) que - mes(UM', OM") = mes{UM , OMl) = 0{=].

Ce qui équivaut aussi & mes(UWF , OMY) = mes(UM , OM)[].
El & d'autres termmes cela signifie : lignes.
_ gue O, U, M et M' sont cocydiques ou alig _ .
I Ain, M, M et P sont alignés si et seulament si las points O, U, M et M’ sont cocycliques ou alignes.

Solution 88 I

1w L'squatinn (E) & pews discriminant A = densi@ - 4 = -4sin?f ={L2Hﬁﬂ]= i

[

/ ——— —— Page 7] m— |
. i

h-_ f.ﬂ
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Clpeitee 10 2 Nonrbee s cornplees

Dienc les racines de I'équalion (E) sont: 2' = cosh ¢ sin0l al 2" = cos0 - ksing,
® DansI'dqualion {E'), posans £ = 22, alors 2 est solution da I'Squalian (E),

Clestddire Z=6" ou Z=0"", costidie 2! =o' ou 2% = o

|g |:|]— I“|E] .'I\I
Or 2 =o' dquivauld z=e? ou z=-p? =E||' o \
2 At )
=" dquivautd z=e ? ou z=-¢ l=g' 2
; ) |E _|E I!rl—-l]] {n|E
Dane les sobuticns de 'dquation (E')sont: 62, 8 2,8' 2 g ! 2

0 i i

1 . _“ I-' =5

2) M, Mz, My et My élant les poinls images de 2, =8 2, 2, =@?, F) =n'|t o
0
-]

s 4
» D'une part le vecteur MM, a pour affie 2, — 2 = EIE —a =1"rsjn-g

i
t“".l &

x| S
et le vecteur MM, apour afixe z;—z;:&{ CLp { E]-Elsln[:—E]=Hsh[E]
2 2)

Les vecteurs MM, ef MMy ayant la méme affixe, sont égau. Et donc MiMaMsMsest un parallélogramme

= 0
* Dautrepa MMy =|2;—2|=|2e Z|=2 of MM, =|z, ~2|=|-20%|=2,

D'od les diagonales du parallélogramme préetdent ont la méme lon
it ' gueur, Done M: MMM est
Ainsi pour que MyMaMiM: soit un camd, il faut et il suffit que ses diagonakes soient nrh‘mg]w;:s.u“ rectangla,

Clest-a-dire mes(ViM; .J-W;}E:"E—[ﬂ].

[ ]

Or mes(MM, M) = amgl 2 =% oy o 2a—% _ =287 4 =
My MM, ) ﬂm[za —z [ ] 24— 2, p—a » alors mes{h My ,Mimq]:g{gﬂ,

|.
—3a i
Finalameni, mes{fﬁﬁ.hﬂzm];g—[ﬁj si et seulement si E‘ET‘E'_ITI:]-

Elcomme, ona:0<8<mx, alors § -E . Finalament, MiMzMaM: est un camé si ef seulement si 0=

ma | =

1)a) z est solution de (EJ, donc {1 + iz)3(1 -itan a) = {1 —iz]3{1 +itan a). Ca qui impligue successhvamant que:
-+ (1 itanay)| = | i2p’(1+itana)|, puis |{1-+ic)]| 1~itanc =| (1~ i2)¥ 1.+ Htano, ot ensuse,

[+ Vi+taf o =[1-if i+a o, enfn [1+12 =] 1"

I en résulte alors que |1+ iz]=|1—iz|

B) Soilz=x+iy ol xelysont des nombres réels, | 14z| =|1—iz| équivaut succassivement 4 -
Ji—y'+ix|=|1+-,r—ixl.puis-:1 —yPeu=(1+yP 4, puis encore y =0, enfin 2 est un réel,
Donc |1+4iz) =|1—iz| sl et seulement si z appartient 4 R .

Orsiz estsolution de fécuation (E) alors |1+iz| =|1- 12|,

Danc s 2 est solution de I'équation (E), akrs, alors 2 estun résl,

I+ilane _ cose+ising o

i—itana  cosa -isha g=o o

bj = Pourz=ftang ona:
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Chapitre 10 : Nonbrey Complegey

= =21 +1 H+F 1+ itann | +i :
_itana) =1 =PI +itang) +iz]' s
L (1—iz)? 1~ Tlane f=iz
o [HHiamel _ s
1—itanp|

& () =e,

L o H‘ﬁﬂ:fﬁﬁl

pigi {1+ 21118 ay=(1-iz)%1+itan o] équivauts e — glin
EEH::EEi“ o Gp=fa+Zkn ke B o '-F=%-HI;I

3 el0.1,2)

; S Bhg _ Lo B
Do les solubions de Méqualion ™" = sont ; 3

sur | .

. o %
Jotons que B foncdion tangente est une bijection de 3

: ¥ , . w R
Dons toul réel Z &bt de facon unique sous la forme tang, ol ¢ appartient & ‘ % ,E{. !
comme les solutons de (E} sant des réels, il est legiime d'écrire 2 = lang.

: ' : 1 ; Biy _ 5 ’ 1 ™
[V résoudre ['équation (E) revient a résoudre l'équation 8¥¥ = ™= dans ]- 5 E[ , finconnue §. .

1‘:+.’-_'1] il
a3 | \

£ _ o i
¢} Les solusions de (E) sont alors :.—_-mni. zz—tan[ 3 l el z, fan[

—_— L — -
1]aJEuhmunnnmhrEmm|:i{:xe. p{ln}=l'ﬂu—4lg+}~—£ua—4?¢ A=y —8Zg+h=MZy)

Or siplas) = 0, aloes plzg}=10 . Donc pizg)=0.

En conclusion, si plzs) = 0 alars p{zg) =0 l
j i i =d—dx+ A
b) Soit [ ta fonciion défnde sur R par fix) : : i
I est dbinie. continue et dérivable sur R | car fanchion polyncme et f(R)=R

ientd R , alors [Equaticn flx) = 0 ad g
mﬂﬁ' 'E'"am"p ] = Dok ak MRS L 5mImmruér:l'f:llE!z'. da modide 2
212} Suppasans que 'équation p(z) = 0 admet une solution non

it idezi, ona: 2 =20" TR =,
U”EH?EI- a qestion 1)a),le conjugu 28 1% de 2 et aUSS Eﬂfﬁ'””;:;é;ﬁfz‘!'ﬁfiz o
Dsprés fa question 1)b), [équation p(x) = 0 a une solulicn bl 134 |- doosc - ajzd + [4acosa + 4z da.

Donc plz) = (22 =2 (e + g1z + 4)(2 - ) = (& — 42006+ )z-a)

Orp(z) = 23- 4z + 1, alors paridenification, ona . P
—dcosa—-a=0 dops=-—3 .
—4 puisd a=2ﬂ oua=—2v2 .

fa00sn+ 4 =—4 qui équivaut a ~a’ +4= —da=5
—da=h ~J=

Pour 3=242 ona .!-.=—E|-a'r2.- oo %

e - ; risclis da module 23 |
Pt a=—-2/2, ona A =842 squaion plz) = dmet une racing COMPEKE TN L
D' les dews valeurs da . pour Izsquelles Iequation p

M=-82 et ) =BV2. L g
I V2 nmr:-:u—:;‘j[h] T L

b) Pour 3 =—382, ona: a=242 ef OB =—"5"

e e—

miet au moins una solution réelle,
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iy il Ny coimgili v

.| I'II!

DA e S 4 [ = il e, r"l" ot 1,
. '\'IJ " i iy ||_I
Poet N o= 3o, Wi A= L L TR a TR i |p A LTT Ii|.|,r,|l

||_ ]

|
O\ A T ) = vt sk ol 2o 4,

2o O e Que AN = |8 -2y =|e” t— 1, Puque AN S 1, alors N appartiont s coree (G,

o Ona e Lee® e o qul e adult par 04 OM=ON,
D QAN gt un paraieiogramime, Ov QA= DM = 1, slors OAMN eal un loannp.
. .'F

Yapila ¢ w-]un*‘[;’mﬂ ]

o 12" wa 40

Crona -x<B<x alre —

lal:l-

<2
i T

r.ﬂz

, Done on a ms[ ]'-I:i

L b
I -
Far consdquent ¢ 2 l:n‘ﬁ L] ast une desiture oxponontialio de 1 + o, Et finalamonl, un argument da 1 ¢ ot =

Ya) o Ona: o=(2+ 2rostu + 2+ 2080 = (1 +0® =2+ 0" t o)1 40" 42407+ 0"
= 1 +20f 0w (34 B0t b0 2 40" He
= 1,
Do et bvn sodution de Néquation 2% (2 + 2oos0)z + 2 + 2e0sl =,
o Sotv (ot solubon, onau+v= 2+ Zeosti=2+ 0" + o, dongv =1 + 0,
Autre méthode

On 22t qua Néquation =*. (2 + 2eos0)z + 2 4 2eosh = 0 est du socond dﬁgrﬁﬁm[ﬂﬂml! réols, alora, on menke &
comme u estune de $0s solulions, Maulre solulion ost 1o conjugud do u, solt 1 + e,

k) On pewt remanquer qua pour {l-- Fquntion 22. (2 + Zcoshjz + 2 + ZcosD = 0 doviont 22 - 32 43 =9

ko 34 u" '“rj

Par consbquent les solutions da Mquatlon 22 + 3z + 3 = 0 sont : 1+nlut1-||:| :' Bofl =———

4) Ustecsse de T est o ndel 2 qul sl oussl l'absclsso dos points Uat U

Pussgue U el U sont 55‘""'}“‘"‘4““ par mpport & l'oxe dos abscisses, alors lours affbxas respectves U olU ' gon
conugudes l'une de Fautre,

Angi, u+u =JRe(u)=a EIIHHII"—!IUF=ﬂ?+¥z,ﬁlmpﬂﬁﬂl|'!+|5l'n'ﬂuﬁiﬂ1'fI'l!ll:I|l.
Or U appartient au carcla (C') qul o pour tqualion {x - 117 + = 1, plors y? = 1 = (= 12

Par consdquent, |uf® =2 +y® =x® 1= (x=12 = Zx=a, car u%.
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Clrapdtee F11 = A

ibres complpyes
et ayanpour Somme S =3 et pour produit P = a, sant solutions de |'tquation g2

—az+5=0

golution 92
Déterminons hos points M confondus a leur image W',

1
y=p =237 = ==:":- = Z--da0 e Hdz-D=0es 220 ol z-—-]-i_
2
Diod les points M confondus a leur image sont les points affixpe respeclives 2=0 gy z =]
- 3
¥ _:‘.x 'I']'z_zﬂ
nlrons que ;| X =
QNGRS x4 (1—y?
[*+iy)?

- I
= & Alyt=- — & paly=X Y +2y
i-2 I={x+iy) - +i{1=y)

*# x'+iy'= 0 = y? 4 Ziry —{1-y))
=% 1= yl=x —i(1—y))

S T
a xtpiy = =5yt = 2%y i iy B + 25y — 2uy

X+ (1—y)
2 " q
) ‘3‘-'[: +!|'E-E}':I i:ﬂz-l-}"—':,l?—;qzﬂ
o 4 {1—y)?

- FP
d'nis :-|=_m:: +¥ —E}I’]
o (1—y)
%) Déduisons-an 'ensemble (E)L
We () & x=0 o —':———':’:z"”z_zﬂ'zn |
X {l—y)
= -x{:z+5r2u23|l]-=ﬂ aee x° Fl—y)* =0
@  x=0 ou 4y —2y=0 avec x=0 ou 1—y=0

I
i
t
ﬂ'uﬁ[E]. ” = x=0 oo [:t—ﬂ]-?-l--{j'--'r}z—1=|] aves (x; y) =1{0;1) |
L mmlundal'a:edesﬂrﬂmnéesnlmme:deﬂecmtredm_I}Eld&raymFtH ivBa du poi l
- FOUVINS uns relation simple liant les longueurs OM, JM et OM' ; il
Slaue: OM=|z|; oM =|z'| LM=z 1| {
? ?
Ilt._:__' ; L 2 ) !
iy 11|'=J~L danc |1‘|=i donc OM'=220  pyog o= .
" i |~ 2| lz—| I M
: ulm_nrrunr'armmble:ﬂ: |
”'I:u“pﬂ'l'lt'lfl!phn_
"el) & onegy oM |
& OM" & ﬂM:TﬁT > OMI=JMxOM e OM=JMouOM=D, :
S €uivaut 4 gipg

0% F) gy e 9€ M @ppartient & la médiatrice de [OJ] ou M = 0.
\ Cai:ulunl: “eurin dé la médiatrice de (0] ef I2 singleton {0} .
" % I'affixe de G en fonction de 2.

de centre J el de rayan 3 donc Jl'l-'l=l-
Gm“bﬂn’:ﬂmdu ; ;

Systéme {(J, 1), (M, 1), (", 1]}. Dono

2 ) ¥

"'J‘i_-{g..ﬂia|+z+z-‘l+t+i'i—z e -1
= : ncz.;:g{i_z}

4=

3

¥ PAge ] ———————
. [
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Chapitee 10 @ Nombres conmpleyes

Monitrons que G est sur un cercle de centre O dont on priclsera le rayon.

1 R |
Ona; 08|20 | == Fia] 3

e | S
3

b | 3

Puisque EH':'.—-g,almﬁeﬂﬁurlemﬂeﬂ&tﬂmeﬂetdemynn R=

Comparons [ﬁ].{]_f::r! at (O, M) :
On a mes{0l, 0G)=am2g 4+ k2 of mes(O1, JM) = arg(z — )+ k2.

+k2n = —ang(z ~ 1) + kZn = —argd —amg(z ~1) + k2= = —ag|z ~ ks,

1
Cr =
g a'gla.[:_ij
Dot mes(01, 0G) = —mes{Ol, JM)+ k2= , donc (01, 0G) =—(01, JN) .
Construction de M° connasssani M ;

—

Matons que G est situé sur be cerdle de centre O ef de rayon %.e’lcuc {ﬁ,ﬂ—{S:l:-{ﬁ'l,m]_

Comme G est e centre de gravité de JMM', alors soit H milieu de [JM), ona . HM' = 3AG .

-

1) Liéquation (E} a pour discrminant: A= (1= i3 +4(14+-W3) =2+ 23 = (1-1/3) = (B 47"

Donc les racines de Méquation (E) sont : z'=t_t+"f§}2+tﬁ+i}='1;u§+"E;":Hh
” ‘1.={—1+N’§]2—i45+ﬂ=—1;i-4'§_~"§2+|=u__ﬂl
B+ 51 B ~14+i3 3
I]'I' = =] = —2ld —Tr.- - +i =_1 —E.'- .E_.I.T.. iai E,
5 3 II D:EE+EIHE et b 7 ?+I' msarmna
b} On remarque qua: 2 =a+ b, donc OM' = OA 408 e | 4
" =b-a,donc OMN" =08 —0A = AB . ’ v

[¥ol & construction de M’ et M* ' W

e P30 178 ——-s-d‘/
_
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L'Hugr'.lrt' T Wiomrbires mmg.lfr:ﬂ ———

q+bhetz"=b-2a. Donc

ﬂfli'f i n n_lx T_in ; ;
g A 61 B3 fr 2 ogx B B
2, e 2 ] Zfa & 4Lah 12 B 2= pisin—
sagbied =2 2 (e 2 +o J=e (e 4 4e4)me 2005 =205 +isT)
ey Mx IS . F—_ i
2 A6 pf LB OERogE R P = T
oo S_a Z (@ ¢ -8 - f=ﬂ|a'[ﬂ' _B ‘b:c“inshE:ﬁ& 12g 1 =\|'r_11!- L

el 1"=E 1 "EE_

gob 2° 5Itm&y§+1“111;} el 2z -ul'_{ms—+isln—:|

- - " '|'|
AW A J_i-; 1+J_ . Mais aussi, 1_fcn511 r-.l"_sm =

Onremarqueque, ="~ "5~ 5 T 5
t_ —1=+3 At 1443
o Boosg == o Vs ==
1in —1-«4’5_—\:"5“!'3 o sir1+"=_1+‘ﬁ=_ﬁ+"'fg.
Fnglement, abt-or=—2B 4 2 W q

_

1) Seit M un point de P—{a} , d'afiixe 2.

fM=M += E—‘f:=: & P-I=i1-3 & r=-Z+a=l,
I_
Rinsl Iespulntsn'.-manlsparrsnntﬁasEul.lllnnsdaqumllnn{l:}.zt 2z+a=0.

2la) L'équation (E) estalors : 2° — 22+ 1+%° =0,
Son disciminantest A =4—4(1+e%)= _ 4™ = (7", ”
El+ﬂ‘ﬂl |

2
finsi, les solufions de (E) sont 21-—r——1— e? et =
n @ % @ E ]
I:E {4 2] {4_":-:': 14 ?]Hzlsh[4 g]

,:1+ EF ,—‘ —Esm[ ]eslun rézel strictemant négatil.

b) = 2-,|='I—iamI =’ —

[ I
il MEEF.
Camma E‘E]E. El,ﬂ ~hal i

= - % 8
b A e P

|
Ainsl, une Torme Irigonométrique de 2y est. Iy = Esm[i+E

'I;-=1+it*=ai" +E%ﬂ“=&'" +E{%H]=E{:_F§ [E_I[E : +a{“ 2 j=a { 2] KEW&[ g]'

Comme HE]~ —[ alors — E , dong —+ Elf -n{ E:H:rs[—+ ]Elmréetslnﬁementnég;hf
e _ s i
Cong, 1;.:-3{4- ‘E]Bln :-:Ema[—}+ §I=FE 4 E]KEM[I-FE]
n B

ool o)

Ja) o Sil M d'affise 2 differende de 1, ¢ M son image par f. Ona:

11;31'.'

Ainsi, une torma Ingonomelrque de 2z est: 2; = —2cos

e — P00 170 —————————
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Chapitre 10 ¢ Nambres complexes

241
— T ] | - ——il= L 2
ma'a.l:-lj.EM}-l-NEE{U,EM'1=3‘9{1_1'+M{I_1I_arm't 'I:l+3"3[1_1 arg(z 1}+,;m]_£|_:i
g2
z2~1
= arg2

Comme on a arg2 =0 [2n], alors on en déduil qu'on a aussi mes{ﬁ.ﬁhmmti,ﬁ;;ﬁgﬁ]_
+ Comme ““ﬂmﬁmﬁiﬁlsﬁhl.alm mes{u, BM) = —mes{u, BM'|[2x)

Ainsi, 13 droite passant par B el de vecteur directeur U, c'osta-dire la doite (AB) estune bissecirice de Fangs {5;;
b) Soit M d'affize 2 différent de 1 et M d'affixe z, son image par f.

z'imaginatepur & r=-1' <« -5"'—1: 1"'1 o —z2-z4z+1=22—2+2-1 e 172 =3
z~ z-
& [of =1
41

fingl, 7' estimaginaire pur =i el seulement s, |z|=1 "
€} Soit M un poini d'affixe z diférent de 1 et M’ son image par [.

D'aprés la quastion 3)b), comme M appartient au cercle igonométrique (C'est-d-dira |2) =1), alors M es! sur lam s
ordonnées (Z' est un imaginaire pur),

Mais auss, les droitas (BM) at (BM') sont eymétriques par rapport a |a droite (AB).

— PE0010) R
3
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2|4 | ISOMETRIES DU PLAN ';
RAPPEL DU GOURS

[hang ce cours, b plan ext nard [,

A, Translatilonw - symélrie centrale - rotution - réflexion

Ay = Translallon

a) Définltion :
La tranelation t du plan P, da vectour U, est I'opplication da P vars P qui & toul poinl M du plan, assocle lo point M’ el
que M =T. Onlanota t;.

b} Expresslon analytique d*une transiatlon : :
Lne application de P vers P esl una lranslation sl o saulemant & son axpression analyliqua ost sous ta forma ;
=X

P Le vacleur do cotlo iranslation est 1 de coordonndes {a , b),

] EH_I:IFHEIM complexe d'una translation ; |
Une application du plan complaxe P vers P est une translation sl et seulement sl son exprossion complexa esl sous la
forme ;2" =z + b, Le vecieur da cette translation as! 0 d'aflixa b,

d) Propridtés :

=« La translation qul fransforme un poinl A en un point B, a pour vecleur A8,
 5iuna translation transfome un point A en un pont B et un point C en un poind D alors ABDG ast un
paraliélogramme, :
* La iranslalion de vecteur nul est I'application Identique duplan P. |5 =i, .
» La ranslation de vecteur non nul ne lalsse aucun peint du plan invariand,

Par confra, |a translalion de vecteur nul lakssa chaque point du plan Invariant.
# La translation de vecteur T esi une bijection du plan el sa réclprogue est la ranstation de vecteur 1 .
* Soif U et v deuxvecteurs,ona ! tyol; =lolg=1,.
» La fransiation transforma une drolta en une drolte qul lul est paraliéle.

A; - Symétrio centrale

a) Définition :
La symétrie centrale ou demi-tour du plan P, de cenire le point 0, est I'application de P vers P qul & tout polnt M du
plen, assoche le point M du plan tel que, 0 est le mifeu du segment [MM]. On la note sa.

b} Expression anulflllqun d'une symitrie centrale ;
Una application de P vars P est une symétria centrale sl el saulement s son expression analyligue est sous la

¥'==~x+a a b
fome ; I Irale esi 0 do coordonndes [—;—j.
T.!_r+h.Lacmtrad&ml‘lﬂamﬂr&r:enrﬂa 313

t) Expression complaxe d'une symérle ;
Une application u plan comglexs P vers P st una symélria contrale sl el souloment ol san exprassion complaxe ol
S0US 13 formme Z'=.z+h,

| ——ISN TR T RS
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Chapitre 11 {smndtries du plan

d] Propriétés:
o La symeie cenirale gus ka
» Si une symétie centrale Fan

e un it A en un peint B, @ pour centre [ rm'lieuln du segmen g
rsslil;m‘ﬂ mﬁ:&m Aenun peint B st un point G en un painl D, alors ACED e15| "

parallélogramms, Le centre de 3 symétrie centrale est alors |8 centre du parallélogramme ACBD

| i o invariant  c'est son cenfre.
s La symétie cenirale laisse Un sesl p-mntlm-.ranan: : c'est 50N ¢
* Tmﬂwnétde centrale s; 25t une bijechon du plan et $a reciproque esl sa.

o Soit et ' deuwx poinis, ona | Sp 934 =Id &l 5 o3 =g

A; - Rotation

Définition :
St 0 un point du plan &t e un nombre réel. . : :
La rotatian du plan P de centre 00, d'angle  est lapplication d& P vers P, qui transforme tout point M différent g g,

' =M

—— ﬂﬂmﬂ.mhm“ﬂﬁ_ﬂﬂ?.
mes{ M QM) = n[ﬂfr]

point M, 1els que :

h) Expression complexe d'une rotation :
Une applicatian du plan complexe F vers P est une rotation si el seulement si son expression complexe esl sous g

forme : 2’ = az + by, avec [a| =1. L'angle de cetta ratation a alors pour mesUre argla).

¢] Propriétés:
o 5ila rofation r du plan de centre (1 et d'angle e transforme un poirrt A en un point B, alors :
- (1AB est un tiangle isocek dz sommet principal ).
- () st situé sur la médiatrice du segment [AB].
- B et situé sur le cercle de centre (0 et de rayon OA
- [ &5t le 2oyl point invariant par f lorsgque son angie est non nul.
o Siune rotation d'angle a transforme un point A en un palrt B et un point C en un point D, alors : AC =BD &

mes(AC.BD) = a[21]

o La rotation de centre 0 dangle 11 est la symétrie centrale de cenkre vl
» ABC estun trangle isocéle rectangle direct {resp. indirect) de sommet A si o seulement si G es! limage de B pxk

guart de tour direct (resp. indirect) de centre A,

Rappelons qu'un quart de faur direct (resp. indirect) et une rolatton dangle % {resp. -% I

s Limage ¢una droita par un quart de four (direct ou indirect) est une droite qui hi est perpendiculaTe. ,
o ABC estun triangle dquitatéral direct (resp, indirect) si et seulsment si G est limage de 8 par la rotation de cenid

stdangle = [rasp. — ).
rﬂ:!eairesn 3]

o La rotation de centre 0 ef d'angle a est une bijection et sa réciproque est|a rotation de canire (2 dange —¢.
® Soilret ' les rolatons de cantre (] et d'angles respectifs aeta.
« Sio+o 2020, alors ror' =M.,
' Sia+ o' #k2n (k étant un entier relalif), alors ror' est la rotation de centre O et d'angle a + 0"
De fagon genérale, soil 7 et 1 bes rotations de centres respectils (1 et Q' et d'angles respectifs @ eta’
:’ Efﬂ v |:|' = 0f2n]. slors rer' estune iranslation,
Sia+a'# k2 (k étant un entier refatif), alors ror’ est une rolation d'angle o+ a'.

A - Réflaxion
a) Définition ;

La réflexion ou symétrie orthogonale s du plan P, d'axe la drote & i i "
o symétic . , est lappl 4 tout PORE
plan, assecle e point M’ du plan tel que, & est la médiatrice du Eag::anl [ﬁMTgnﬂlgEnEt:!: &

S ——— e Page 18]
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fﬁﬂ,l'll-fr.i.! Il Bvewm,

r"n:"S o I_l."ﬂﬂ

b} ermf;;nsfurm un peinl A enun poind B (avec A # B .
{ gu d ! ; g Ur aie | :
o r:H < faxion ransforme un point A en un point B el un point C Enpﬁn pu?net ; FE:TEE-ﬂdU segment [AB].
] ﬁ;lijemhla des points invariants par ung riflexion est e drojte 4 ol ' = B0
L]

Cetle droite A es1'axe de cane réflaxion,
; 121'[:. gt A deun droiltes, 0N a |
# ". G, 052 == Idp _
g1 et & son! paraieles, AKOFS Sy @ 8p =y | 00 £l st un point de A et 0 son projeté orthoganale sur 3

sflexion sa €51 UNE DRECHON CU plan et 53 reciproque est s,

51 st sont sécantes en A, 8l 5,5, estldrolation de cenire At dangle 23 3) 100 3 ¢1 7 sont doe
-,emeursdi'ndeurs respeclifs de A et A

As— Décomposition d'une translation ou d'une rotation en réflexions

a) pécomposition d'une translation en réflaxions ;
Toule translalion t peul se décomposer, dune infinité de fagons, en deus réflexions de droes paralitles & el A"
Four décomposer cetle iranslation & -

+ On choisit une droite & admettant be vecteur T comme vecteur normal.

o Pouravoir t; =5, 95, , 0n prend |a droite &' obtenue par franslation de la drodle A suivant le vecteur —ii .

P3| —

Pour aveir 1; = 5, ©5a0, on prend la droite &' obtenue par translation de fa droile & suivant le veclew -;-ﬁ .

b) Décomposition d'une rotation en réflexions :
Tou'e rotafion fip . peul 56 décomposer, d'une infinité da fagans, en deux réflexions de droites sécantes Al A'an (L

Pour dézompaser catle rotation Gp o |

» On choisit une drofte & passant par le point 2. . |
o Pouravoir fin o =54 05, . ON prend la droite &' obtenue par refation de |a drotte & auiour de 0 subsant un angle i

1
g mesure —o .

Pour avoir g .0 =8, 08,4, 0N prend la drofe A' obienue par rotafion de |a droite A autour du paint £ suvant un
engle de mesure -%nc i
As— Autres com posees

3) Composée d’une rotation et d'une translation ; o
La compesée d'une rotation de centre () et d'angle o et dune iranslation quelcenqie estunar

b) Composée d'une réflexion et d'une transiation :
Théaréme et définition -

“0t {8} une droite a1 G un vecteur directeur da (A). On a:
* B oty =tﬁ°5[ﬂ',r
* Lefte composée ne kaisse aucun point invariant.
Cells composiie est appslés une symétrie glissée d'axe (4) el

NB : Digns e gui précéde, U ‘est un vecteur directeur de ().
Remarque !

de yecteur U

L -

Rl i g a oy -
e symeprig olissée d'axe (A) ef de veclenr b .
o

- ERL-1 A
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hapitre 11 : lsométrics di jrlari

e iy i fa réflexion d axe, 'are de -I'M,rmfmr,r.-m.tml
Tk Lr:n’ a:";.mlrm;r lex flémeals caractéristigues dthie symeélrie
g e el of
Théaréme :
Soif (A) wune drodle el U un I-Er.iwr%mn nul
« i 0 el un vecteur normal 3 (4], alrs Say

o Si f st pas un vecleur normal a (&), akrs Spay oty €t 1 95) S0t des symélries ghssgeg

”ti et tﬁ @ Sta) sant des réflexions,

mangue ; ] J
E:i.r r'.:lTurlé droite ¢t il um yecteur non nul, non normale el won directenr de (4).

ik e # =1y + 5y, 0ak &y &n vecteur directenr ef . pp o
Le yecteur i 5" écrit de fopon unigue sous ko formie 1=y oy, 08 4y 2 N Weeteuy

de (41, . y i ' ' : 1
o (ha peat frovver wne droite (D) telle gue 15 =5 p) 25 5 - Rappelons gue (D) et (4) S0t parralli e,

Alnst, 12 0.8y = Ig BB Sa) = Iz 23, 9 Hay & 5y =12 0.5

Comwme 1, un vecienr directenr de (D), alors 1 05, | est la symétrie plissée d'ave (D) et de vecteyr i,
® O peut trouver une droite (V') telle gue 15, = 54, 0 % pyy . Rappelons que (D) et () sont parallite,

Ainsi, £ \yols =0 g].: ':"rli.- A STy B X e S EE =5 ny "_"ril ;

Commne |y ext un vectewr directenr de (D°), alors S\ ay OF; est la symétrie plizsée d'axe (1Y) of de vecteur iy

Cette remargue permet de déierminer les éléments canactEnsgnes o e symitrie elissde.

B4~ Définition, exemples, propriétés

a) Définition ;
Une Eométrie ou plan est une aolication de P vers F. qui canserva les distances,

En d'autres temes | 5 est une isométrie.de P larsque, pow tous cints M et N du plan P diin e
pars, ona: MN = MN, P UP‘:’ n P, dimagas respecies

b} Proprigtés :
& Toule m’rsgm £51Une bijection e sa réeiprogue exf ayss une isoméirie,
* L3 composée de deus isométries est ung isomékrie.

c) Les diffirentes isométries du plan :

La transfalicn, la rotation, la réflay 1 hbie ali femrrd

Ritbarctes Ach et la symiie glisséa dy pian Seni ks seules isométries du plan.
® Une isométrie qui ne laisse

Elisgée.

® Une lsométrie qui feizse un

SR poind mvariant ¢st soir umne translation de vecteur ron il ol HnE pyaReTy
sepl o =
M;::‘II‘I-:}-'DH;‘ a" lrlq I\'q'i'J".I'-'.'I'JFf F.T: R rhliﬂrrlﬂ” d{' rERire -!
* r TITIE fr s e
lony J',—; ;:ff:ﬂj IJ:I'I-::!ﬂu-ﬂ,r-; est e droite (D) est pre réflexion d'axe (D).
mmm s 21 TV @nls e5t [*ap lication identigue.

® Une isométrie dons Fens
* L isométrie gui Igicee

Toute isomélrie du plan CONSEve : le baryran : :
dimensions des figures, |a e (e, 165 Mieux des sagments, I'align des points, les formes &
orodull scalsre EI . I:'Erﬂ"liﬁﬁ.ln& | Dnn‘:ﬂ'ﬁ"lﬂﬁlﬁ, I gnement des P '

E L}

mai ondit 1
08 SOnt des déplacements) o aers cuo i E::ﬂi";; rll:;luuenr conserver le sens des angles orientés 17 m:ﬂ ]
£S5 onentés fan dif Que ce sont des antidéplace |
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Chapitre 1T ; Brométries dy ,u-=-l'rrr|
slqcements, on a ! la ransiation, 13 rotation e |

Coimime : application idank
v sniidéplatements, ona : ka réflexion et la symétie glissée, nbiqe.
¥ I:{l"! IE

e de deplacements el d'antidéplacements :

se dé detx déplacements ou de deux antidéplacements donne un do|
e dun déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacs mfip acemari.

3 COTP0
& COMpds

B; — Determination d'une isométria

a) Théoreme 1 :
saitA, B, A et B' qualre paints du plan fels que AR' = AB et A2 B
j st un déplacement f et un seul tel que f{A) = A" st fiB) = @',

, 5 AB'=AB ,alors f est la translation de vecteur AR .
-Eﬁﬂﬁ.mmalumm{mwam Eiﬁqﬁ’j.
b} Théoréme2:

scilA, B, A €1 B' quatre painds du plan tels que AB' = AB et A # B,
1 exsle un anidéplacement f et un seul tel que flA) = A et f{B) = B

i
.I
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Chupiire 11 : fsométrics da plan

EXERGIGES POUR COMPRENDRE LE CotRs

A. Décomporier une isomeétrie
1 - Décomposer une transiation en deux réflexions

Exercice 1
ABCD estun rectangle.
Détermines la droite Atele que: &) 1z =5, o5y 0) 135 = Sary 08,4

_

3) Pour b =55 08)up , O estlimage de (AD) par la translation de vecteur EE . qui est fa médialrice du tegney
[AB]. Donc 4 est la mediatnce de [AB).
b) Pour bt = Siec) ©5a . & est Ffimage de (BC) par la transiation de vecteur —%ﬁ = %ﬁ , Ui 25t mddiatie e
[AB]. Donc A est la médeairice de [AB)

—

2 - Décomposer une rotation en deux réflexions

i
Exercice 2
ABC es! un tiangle équilatéral direct, de centre O
Déterminer la droite A, felleque :  a) r[ 1| =8, 08 b) r[ .J,ﬂ] = By B8y -
A= 0 — s
3) . 3

a) Pour r["-'l] =85 ©8um, A estimage de (AS) par la rotation de centre A, d'angle ; :
‘3

Or cette imape est 13 drofte (AQ). Done A estla droite (DA),
b Pour rn_ h] = §joa) @55 , & &5t [image de (OA] par la rotation de centre O, d'angle —% :
("7

Or cette image est la droite (BO). Donc A est ks droie {B0).

B. Composer lex isometvies

1- Composer deux réflexions

Exercice 3

ABC st un triangle équilatéral direct, de centre O A, Oaet iy ' ' ([ABl
el - tre O, &, es médial BC], [CA €
Déterminer les transfarmations suivanmtes: a A evicas tpdolins i (50} :

b Sjacy @33p b} 54, 954,

a) (AC) et (AE) sont sécantes en A ef Zmes(AR 35 o 20
3(AB, AC) = 3 [2=]. done BiAC) % S(an) =?"---21].

3
[ !
4=
o5

du

b) Az el Ay zont sicantes en O, gl T P
) 2mes{OB ,0C)= —=[2x], done 3, 03, =

e PR TR
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Chagirey B2 Dwimivies di i

2= Composer une translation ef une rotation

g 4
Ll H"E\ l-.h'-'l?'-.{!l :.".;.,.-\.ﬂhﬂ"'“ '.1'“‘1.'1

a4 S ; )
Pt K st bonS Suivanies . i} .la ‘|. lmi ) l!.ll ot

18
|

o) La composde dune rofabon dangle s ot d'une iranslation est une rotation d'angle .
=

. x
ol 83t une roftion dangle = .
th;:] e 3

or stx{A)=t . i(B)=C. aloes:
o e 1 s
et Xl cantre de ¢ ..IM,-,; b rangla XAC est un triangle dquilatéal de sens direct.
T

Alors X estle symétique o2 B par rapport & fa drofte (AC).
et une rofation d'angle E car composéa d'una translation ef d'une rotation d'angla E i

Iy I Eﬁl.;i
] , YAB est un triangle aguiiatéral de sens

1

Ort-e u1 il[.ﬁ.;: lyglA) =B, alors soit Y be centra d { nr[
3

" e

‘3
dgract Dol Y = C.
3 - Composer deux rotations - }

Exercice 5
ABC st un tiangle équiatéral direct, da cenire O,
A+, Az et As sont les médiatrices respectives de |BC], [CA] el [AB].
Délerminer les ransformations suivantes : }I
g £k = R
) 43
BJ d] & 1 m ﬂ 'l:
183" 1x-3) 3] o) o)

' 5""'5:

Cr en décomposant '[a-l';] el TC: :] en réflesdons, cna
3

4

a % Puisque — n'est pas sous la forme k2m, avec K entier f[ rfl ] est une rofalion d'angle —
1 |

ia;} =54, o5pey 6 '[& 1] = S(ac) 054, - =
l‘fm LH f“sm °3mc)) o (S(pc) © 54, ) = 34, o3, - i
L&nmtnad“r{ Jﬂ'l’ = stle poinl O, Intersection de &z 61 . T% “f[c%] I

&St dunca rolation da cenre 0, ﬂ'angls

""!I'E méthode -
Pour déterminer fe centre d r[ ] 5 ]  an peut délerminer les images de deux points distincls.
gz '[c;ﬂ
3

hlt.ﬁﬁ_n— Page 167
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Chapitre 11 2 Isonidines du plan

Ona par exempe: f 5 ”'[E-:]
'3 '3

lgcentede . af . estdongle poi

—

K
nconire des medialrices des segments fag
dere W] et B, qui gy o

R i T

3 3

ey b

Autre méthode : .
D-I'liﬂl‘-l'ﬂil'l".'ﬂ"l'ﬁi-" L0 - -_{E.tB:JﬁS-l:uE]hﬂl:Emcj “5::..]'=5|;Hl2‘|":'5&| ;
&3 %)

(C)=C, donclecentede

A st le milieu de
2e i [8C].

"3

Le cenfre d Spe; 055, Seraitalors le point d'intersection de (BC) et 4, qui est le milieu de [BC)

:}E-E={I.D'ul'.lr 4
3 3 [ :

o est donc une franslation.
Ar—
(3]

{B) = B, alors le veclewr de la translation est le veeteur C8,

Or el ()= u
S

Autre méthode :

Un pouvart auss procéder comme suil @ scit A La droite passant par B perpendiculaire & (BC), ona

fcz] ) =0 > Sum) ol o3, )= 30 055, =l

d} E+E+E= 1. D'all rh,'ﬂ] ':“f[!. l] nr[c_ '] eslune rofation d'angle 7 ; c'est-a-dire une symétrie cerirak,
] I Y I

383 &
Qr ’[A.l;] nr[ﬂ:%i UTE:%]U:} = rl.h:%‘] 9 IIE'; |:C:I=I'Ir";_;_jlﬁ.}= A.

D'ad 1*5 g r[“%l ni“’ ;] et la symétrie cenrale de centre e milieu du segment [AC].

ABC est un tangle
Onpose: (AC ,AB| =, (BX ,BC) =, (CB.CA)=4 at T=

1) Monirer que f est une symétric cantrale.

2) Bt P le peint de eantact du cercle inscrt dans le frig
Dtberminer f{P} ¢ déduire la nature exacte de [ e s

[T T L TR

Solutlan 6

1) {A{:.AEH[E.E_E:l-r[ﬂﬁ,ﬁh{ﬁ.A_BJH:E,EH:E_B.@:{E CA)=1#
f etant i3 composée de Irnis rotations, Fest une ratafian d'an e 7 ' L
D¥oi f est ne symélrie centrale. ok
Z) » Posons I:|1 =r£-i.:ujtp} : Pi "riﬂ:ﬁl:l{Ft} b P:|-= | i j{F?J -
uelﬂmspuhisdamutaﬂdum:hmda it A

ks _ . e ns be fiangle ABC gyec les crofes (AB) et

['od Py appartient 4 (AB) et (A0) ast médiatr
. L cede [PRy) o 1 :

(AB] et OP: = OP. Dini P apparbent 4 (AB) et p, aé';a ' “esk i Py appariint &

trianghe AEC, D'odl Py = Q1 U cercie inscrit au

Cn monkoe de méme que P; =R et Py = P, Dol f{P) 2 p

e Dol Festfasymétrie canfrale do contre da .~

h F‘E'”E-H
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Chapitre 11 2 Isomdtries di g.l'.-m

e etisocte, tel que mes(AB , AC) :§|En] :

agc estun 130018 rectang

. ia motation de centre 8 d'angle = | e 1a rotal .
gions 12 ey 0 [BCL TP 98 5 «felarolatien de contre C drangle 2 112 yansiston de

art etf= rpobore
“'ﬁ::.-mne:ra nanrodel.
;':::-I]LE‘IHEHIHIEEINE Bparf?

) caracténser {

s ; "
1)l f sont des notations d'angle 5

o E+E= 11, alors f = reotors eslune rotalion d'angle m, dontc une symélrie centrale,
s s

2/1(B) = teotors(B) = reot{B) = r{Cl=C.D ol fi8) =C.

3) festla gymetne cenlrale de cenire le milieu | de [BC).

Exgrcice §

Dans le plan crienté, on considere les quatre points A, B, C, D fels que AB+CD=1 .

Ry ast la rotation de centre A, d'angle (AD , AB) ; rz 25t i3 rotation de cantre B, dangle (BA,BC).

Ry &5t b rotaton de centre C, d'angle (CB,CD) etrs est la rotation de centre D, d'angle (BC ,DA) .

On posa | = raorsea0r.
1)a) Construire lmage de A par rzor:.
b) CaractBriser rxor,
Z) Caractériser radfy, puls [
%) Powr guel quadrilatéve ABCD,  est-alle I'application identique du plan 7

Solution 3

1)) Ona nor{4] = ra{A) = A'. Donc BA = BA’ et (BA ,BA")=(BA ,BC).
Do A" est b2 point de la demi-droite [BC) tel que BA = BA',
b} Pusque : (A0 , AB) + (BA ,BC) = (BA , BC)+(BC , AB)=(BA , AB) = t, c A
alors ra0ry est une symitrie centrale, A
Orreari(&) = A, glors rson est la symélrie cenlrale de centre 0, le milleu du segmert [AA].
%o (BC, DA)+ (T8 .CD) = (OC, DR) + (3R , CO) = (DG , CD) = & . Do rory estune symétrie cerirale. B
Or uot{C) = n{C) = ', oil, C est le point de la demi-droite [DA) tel que DC =DC"

fiory estla symétie centrale de centre 0, le milleu de [CC). _ ,
* 1= ransolron). Or rors ot raon sont des symébles centrales de centres respeciifs (2t ',

franskation Emﬂur ﬂﬁ'.
#Netons A8 =€, alors ABCD estun paraliélogramme. s
I=t; si et seutoment g, 2060 =0, cest-a-dire {167 =0 . Comme 0 et 0 son milieux respectfs [AA]at[CCT.8

alors [ asl une

™

AC'=RT=0063'= 5. Dot A= C' et C = A" Done, AB = BC = CD = DA, donc ABCD est un losange.

4 - Composer une translation et une réflexion
Bargigeg >

[ . —
P& et mani d'un rapére orthonammé (00,0

“‘h— Page 189 ﬂiﬁ-—-ﬂ
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Chapitre 1 ¢ Ispnidiries du plan

On considére la veckeur Ul-2.3) .

1) Préciserlanature da f = 3

2) Caraclériser g
3) Préciser les exprassians analybques de |-, S0y f et faf.

4) Déterminer de deux fagons les &léments caracténsbques de i,

ooy ola =8 ol

o G- T=—2x1+3x0=-2=0. Doi i westpas normal & (O 7). Par conséquent, f es! una SYMéire gisg,
» Puisque | ef | sontorthogoraus, alors g est une réflexion, ;

2) Puisque T et | sontorhogonaue, alors il axiste une droils (D) telle que ’[i =807, % §).

En efist, (D) et le transtatd de (0 T:l de vecheur —%_1' -Done (D) est la groite d'équation =

Par conséquent, g = %i0:71 % 5107 © Sip) = Sgp)- 9 €51 donc |a réflexion d'axe (D) d'équation y= hl_
3) » 1, estlappication du plan qui a tout point M(x , y) associs i paint M{x", "), all, [:':x- - 2
Y=y+3
* 5,57 25t Mapplication du plan qui & fout point Mix , v, assncis | paint M{x', v, ol , { :._q HT_
= » Sait Mix, v} un point du plan, M . 1) son image par Iy et (s, y') Mimage de Ms par B
|
X =x-2 T i g
f=y+3 |y'=—yym—y—3- M08 e MK, y) parfest Wi y), ot
» Soit M(x, y) un point dy plan, Mhixs . y1) son image par f et '
11.—_-:':‘—2 I‘=1-|—-E=I—u4 i
Ona ) e 1 L . N=x=4
y1-—'_r—35t 'y —3my . Do Timage de Mix , v} par fof est Mx .y’],w.l Yo
4) Eléments caractéristiques def :
Sot & l'ave defet ¥ son vecteur V estvectaur directeur

Méthode 1

R=x-2
I‘_= _? = 3 2
(%' . y') limage de My par f

.ﬂna[

ded etong: i< Bacly=l:0s,

T 1' - . - - = ;
|':.:|:I:|‘:| i s{uiljh!“—El _-sl:ﬂ';T]ntai I!III_ET=ﬂ[n:-r]cl$|:ﬂlnn3[&:¢[ ?i.ﬂl:l'.ﬂﬁstlﬂdmm
; 3 _ ' -
d'équation !II:_E-DI{“I" [ =

Sapol_gr

~27 éant un weclewr diracleyr de &1 esl la symétne gissée da vacteyr — : |

27, d'axe A, d'dquation y = .
Méthode 2 S : |
I":T = tiﬂﬁa =] 5._.1 l:ll; . Iﬁ '
Et d"aprés 'expression anahyli
que de ftrouvda 4 | ; 7
Do Bt st g pry ?Questicn 3, fof est 2 transtalion da vecteur —4i .

[ =
".'I'HME [ S[ﬂ] D1_-?]- EI':"\'E 5“:.'] 31-51:1 fEﬂ t-?-.

etant des i .
Déterminons rexpression analytique de foy . . ®isomeites, { 01,7 est une isomelre
Soit Mix., y) un point du plan, M (x,

27 ;
Y1) 500 image par bar M, ) fimage de M, par f,

% FHEE'W} g
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Chapitee 1] 5 1 MACries diy plan

[ II=I1—2 = N

f L
¥ 'l=—j|1—3=_?_3 Image de M'::,j':lp-i']r rnlﬁ_ EEMI':“'.]'I:I.QE s )
uramhmﬂ rensemble des points Invariants par | Dlh-_ ¥i=—y-3

{ha: ,r1£!|r

yjun point du plan. F(M) = M équivaul [ Rk

y _:_F_a.c'ast-a.mm i —

Wx. 3 _
- 2

o1 fensemble des points invariants par fot, est la droite d'aquation y — .3
=

faly &8 donc |a réfiexion d'axe & d'équation y = . .
! 2

¥

Hmﬂ;reﬂhﬂﬁﬁéﬁﬂﬂﬁf“*& de vecteur ¥ =—27 et d'are la droita 4 - y=

C. Définir une isomstrie

1 = Définir une isométrie par deux points distincts et leurs images

10
ABCD est un trapéze isocels tel que (AB) est paraliéde & (CD) ef (D non parallee  (BC
Mantrer qu'i existe une rotation r et une seule telle que : r{A) =B et D) = C, e
Préciser e centre et I'angle de cefte rotation.

R TN T T R

Le frapéze élant isocéle de base [AB] et [CD), alers AD = BC,
Done il exdsts un uniqua daplacement qui fransforme AenBel Den .

Comme ona: AD=BC , alors ce déplacement nest pas Une translation. Par consdquent, c'ast une rotation. |
Dol exdste une rotation r et une seule telle que :rA) = BetrD) = C.

Langle da cetha retation est (AD , BC) . Son centre st le point de rencontre des draites (A00) el (BC), |

Exercice 11 iy
On denne deus points disfincts A et B el une rotation r d"angle a (o # kn, k étant un enfier relakif, i
Onpose ) = C et B} =D. |
Montrer qu'i existe un seul déplacement d fal que ; d{A) = D ef d{8) = C. Définir d.

* Puisque r{A) = C el 1{B) = D, alors AB =OC.
Wleiste donc un unique déptacement d qui transforme Aen D et B en C.

* Langle ce rest (AB ,CO),
Comme on g g # km, k &dant un entier, alors les vecleurs AB et CD sontnon colinéaires ; donc.ona AB==CD .

Denc d west pas une transtation, mais la rotation d'argie (A8, OC)=(AB, CD) + #, dond une mesurs esta + , et de
cenkw b point de rencontre des médiatrices des sagments [AD] et [BCL

Reercicp 12

"8 Un plan orienké, on considzre un Iriangle équilatéral ABC tel que mes(AB , AC) = -f-[ln] -

Oni dé s -
3l unr: INe par e milieu do [AC] et par K le milley de [AB].

b Mo 4 existe un unique anidiplacement g tel que p(B) = A et g{A) = C. |
£ Sail [r,ﬂ :Eq“ﬂ ¥ t5t une symétrie glissée dant on déterminera I'axe et be vecteur.
Symétrique de B par rapport & 1. Montrer que $(C) = A

.‘% PATE 1) —————— !

h—_
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— I'hrrgl'irr [ : Bamdiotoos o prlieri
a) OnaBA=ACel A#B, dodd exishe un uniquo ontidéplacemont @ Wl gquo {B) = A vl gis) = ¢

Suppo ' s olors pulsque giB) = Aol pin)=C A g

b » 50N5 o 4 est uno rdfiodon daxe une drolte A& ; olors puls) " LLTT™

[BA] et de |AC], et done les dredles (AB) e (AC) sont paradlides, car porpondiculalres & une nfdmn dreily Julnr{. o
Ca qui est faux car Caprds I'énonce, ABC ost un friangle, donc (AB) et {AC) no peuvant Mre Daralibigs,

D'ol p n'est pas une rélaxon, mais une symilte glissée.

e . -1 b
= pog(B) = $(A) = C, donc gop est la lranslation de vecleur BC . Dol lo vectour do g ast EBE ~ ¥

lz op estune réflexion, dond laxg est celul do g, Or L 2p{A) = 1 (C)=J , milipy de [BC).
DiouTaxe de t o estla médialice da [AJ] qul est la dreita (1K),

% estdonc la syméiie glissée de vecleur K ef d'axe la droite (1K),

€] Sait L, le milieu da [AD), Ia droite {IK) est la médiabice de [LC] et Ki= LD,

El comme o = IE & Byp s alorsona ; w(C)= 1|—‘I|- D-S:lmi,l:n} o= tl_lf[LJ = 15'. ILi=A.
Remarque : Notons gue (IK) ext parniféle & (BC), done & (AD),

Dve plus, 1 est le milien de [AC], done dans fe trinngle CIA, (IK) ext une deoite dos milien,
L¥od (1K) coupe [JA] en som milica.

£l comure (JA) ext médiairice de [BC], qui 5t paralldte & (1K), alors {JA) &5l perpenidicilaire & (1K),
On pewt dope eorelnrs que (IR} est médintrice de {fA ] o guve Xl = %E -%ﬁj =JC.

2 = Définir une isométrie par son expression analytique ou son écriture complexe
Exercice 13
Le plan P est rapporté au repére orhonome (O, 1, J). On considére Fapplicaton f de P vers P,
associe e point M'{x, ¥}, avec : I =SS dE ;
Sy'e= —dnp 3y 14
1) Déterminer Mensemble des paints invarianis par .

Manirer que f est une isométrie, Reconnailre I natura de f,
2) Déterminer fof. En déduire les dléments caractéristiques da [,

1) = Sait Mix , y) un point de plan.

fiMy=M  Equivaut & [5:=—3:t-4}r+3 e ot
W= —dx Iy 414 A+ =14

Or ce systéme n'admet pas de solufion ear son déterminant et nud ot s paint 4,

F ——
qui & fout paint Mjx

- Ce qui signifie

% : %l appartiant 4 i droike

d'éguation By + 41'|=3 mMals pas & la droite d'équation 4y + 2y = 14, D'oli f ne faisse aucun point invariant.
. Hetrm'-?ns.le:q:msslm COMmpiexs associde 4 f

Seel Mix | vl d'affise 7 elMx . v) d'affe 2. daux points du plan,

x’=%[—3:—41.r+3p

r"l“ =N 'EﬂUl'l'ELll.lh Dane -

] '
¥ =E{—¢:+31.- +14]

i by ,__1_ .
Z=x+iy'= 5][—“31—411- :]-}‘l'ﬂ--'hi +3'g|+1£j]:-%[[_3_4]‘“1‘;:34‘#4”_'_34_“']

1
ﬁg-[-{3+-di|-[:—i5r]+3+14ﬂ

1 P
| - =—;13+d-i|1+§[:3+11||
Soil N et M daffies respectives zu el zu, N' = f{N) eq ' = (M) d'affixes raspactves i R

e — Page 192 _ﬁﬂ#
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21 Iseniétries o Py

=

s o .y 1 = 1
1 . s :
E{E + dljzy + 5{34- 141) + 5534— dijzy — _5.'3 + 4)

1 —_— —
=3 iz -2y

W= =21 [

=

i
= 3 e
5{ k4l
= l!" =y }
= |y - zy|
= MH
= MM, alors | consarve les distances. Par consaquent, fes! une izométria.
pyisQue MN = ﬁl:lﬂm qui ne laisse pas da paint invarant, f est seit une ranslztion de vecteur non o, Scit une

|-

e qﬁmlm dune transialion est s0us la forme 2 = z + b, alors f et pas une ranslation, mais une
DrlePr s e
|.E|'|T1i|'|ﬂ|'5 dlﬂml'd I‘EHpIESﬂﬂr! E-I:Ir]ml.g:.g I:EE_ fof - 3 I.
2 Bt plan dafiae 2, My Caffe 2, Son image par fet Y d'affixe 2 fimage de Wh par .
=" - 4
] Nz +—=(3+ 14i) et
Ena‘.:.l_s--gfﬂ--!-'illl-i-ﬁﬁ i)

— 1 ; 1
y=-di+ 4+ 50+ 1) = - 5B+ 4)

—%{34- 4i]¥+%{3 1 14i +_;[3+ 141

1 1 an s dga ggal 1 I ;
Diol, 24 ,_Eﬂui} —= - dijz+ 5{3 Hal]+ 314 =z—2+4i {le lecteur fera les calouls).
i 3 done pour expression complexe z' =2 - 2 +4i. D'ol fof est la translabon de vecieur (-2 , 4).
-smi=%ﬁ.i’apuurafﬁ:e-‘[+ﬂ. -
sumosons | =galy =1; g, alors on aura g’ti‘—zf"’"

Expression complexe de g :

4t M d'afice 2 un peint du plan, My d'affoee 21 son image par f ot M d'afixe limege de M par tr.s

i’
Onawa:z=z+1-2 etz =-%¢a+mﬁ+%{a+w1 ;

- =~ ;
Oad 1‘=—%{3+m‘jz + %{E +14i) +1—2i = —%13 +- dijz +Eﬁﬂ+ 4i) .

- 1
L'espression complexe de g est donc * 2° = _%{3 AT+ {440 -

# Déterminons 'ensemble das pomnls invarianis parg:
satMix, y), daffixe z.

.
nagM)=M signifie z =_%;3+q|}5+%{a+qi].c'ﬁt-ﬁ-diu 4iy'= —g (344X )+

. [sx=—3x—dy+8
Ce 0ud quivaut 4 Sx + Siy = (-3x — 4y + B) + i[-4x + y + 4), puis 3 5y=_4:+3y+4'm"m[

L datax équations de ce systéme élant quivalentes, il se réduitd 2e+y =2
g:;:: sembe des paints invariants par g est 1a droite d'équation 2x +y =2.
118 Isometne, car composée de deux isométries. A
o lensemble des points invariants étant la droite A d'équation 2x+ y =2, g estia Téfmiony e
DW Que V est un vectenr directenr de A.
=5tla symétria glicsée d'axe A et da vecteur 7 . ¢

EH i . . >
friserd .

Moriver que chacune des applications du plan suivantes est une isométrie que l'on caract

i
'G-I:E--I- 4i) .

Bx+4y=8
A+ 2y=4

H_ Page 193 -_M
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Chapitre 11 : Ismwnétries du ploy

.
X =E{—Ex+¢}r+ 4
a) Soit Mix, y), daffixe 2 ; et W{x', ), d'affixe . fiM) = M’ équivaut &

y'= E{—#x ~3)

'=x'$iy'= %E[—E*'I' dy + 4) + i(—dx - 3y]] =";:E—|:3"" dijx — i3+ dijy 4 4] = 51[-4:3-]- $illx

+i]f]+q

o 1 4
Dol 2'= =—{3 + 4i}z + —-
z 5{+i}1+5

| expressian enmpleaxe de fest souslaforme 2’ =az + b, avec g = _1¢a+ 4 et b==
: :

il =

r
- 1 _i = i " T
H - _5} l 5! 1 ela# 1, dencFestla rotafion d'angle a:g[—;[:! 4 ¢I]J::-—1EE,H.‘-'“ et e iy
4
L — 2 _ 1} \1afie de Iunique pointinvariant par 7,
14+ —(344)
5
b) Le lecteur vérifiera que expression complese de g &st - 2° = .5-1- 34+ 4z
Soit N et M d'affixee respectives 2u at 2, N'= g(N) et M = giM) 'affices respactives 2w etzy. Ona:
iLr 1 e 1 -_— [
M =2y — 2| = 5= 3+dilzy _E[_:~.+ 4ﬂ= %g_aui}uﬂ —z')|l=[%[—3+d:‘,|

Jir-l

= |IH—=HJ

= |2y — 24|
= NN

Fuistue MN' = MM, zlors g conserve les dislances. Par cansé '
W, . nt, g est une isamélre,
Déterminons I'ensemble deg paints invariants parg e

Soit M{x , ¥) un point du plan.
L . a=—3144 -
M) =M équivaut 3 y —dy=0 _ "
By = 4 4+ 3y equivaut 3 hoe z,r:u'cm"*’ﬂ“"“'“'

Dol Fensembie das points invariants
g sl uns isometie dont Mensemblz

Ex

P désigne le plan complesxe.
g : v P’U1"I|Hd'arﬂ|;.g . .  J B el

1) Déterminer fensemble (E) des poins nvariants par (. B300cl6 e poird IF alfiy 7 ol 2’ =K

21a} Démonirer gue tout I s ) .
I:l}:l Reconnaitre | HAN LA, P\ fe milieu d (MM appartisnt a (E) &t (MM1") st arthogonale a (€}

par g est la drofle 4 d'équation y = 2x,
es points invariants est Ia droite 4, dong g est la réflexion diake &5y =%

1) Soit Md'affixe 2= x + iy, x el y &tant dos répls.
fikd) = M signifie z=i2—i+1. Cestadirex +jy = ik =ly) =i+ 1,

———————————— Page 184
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Lhapiire 11 : Dioméirier gy Pl

- I:!,I'-I-l ¥ —
——— +1]|+n'x—13.w|53[ . en sl f=1=0
quivaut 8 X *1f =1 yaigag e X—y—1=g #MNd xoy_ 129
inis invariants par f est la droite (E) d'équation
- rensemble des poinis inwananis par{ y=1=9,
Dﬂr;ul ti Irijeufi'—! [MM], z=x +1y, l'affixz de M , x el y &tant des nembres réels el 7' faffiva de M'
Fi | 2+ E_i+1+z=:+r+l+x+y—1i '
na:="Tp 2 " 7

:.[.l..l-l-'l :'.|:+!|"—1 3 i
qumsana: §—H=1=""p— " —1=0. Dol appartint a g),

coquié

o Le vecteur T  pour affixe I'*I=i5—i+T—==I{—:-r+:r+ljl+i[;-:_

sonc levecteur MM @ pour coordonnées (-x 4y +1, x-y— 1),
Or G{1, 1) st un vesteur directeur de (E) et 5N

y=1.

=(X+y+1)+(x =¥=1=0, alers (E) ey Perpendiculaire 4
MM
I: H:}ﬁﬂl réflenion d'axe (E).

D. Wtdiser une gométrie pour

1 - démontrer des propriétés

Exercice 16
AB( st un friangie de sens direcl. =

Les poinis P &f U sont tels que PAC et QA8 soient extérieurs 2 ABC, isocbles rectangles en P gt

est I mifeu da [BC]. Soit e et ro les quars de tour directs da canbras respectifs ng; Ll
1] Nonker que ; reorg =51,

2} En deduire que IPQ est un ¥iangle isochle rectangle an |,

Nhaip=r _\.m=r v Bl MR, e , donc reorg est une symétrie cenfrale. @,
P ey " 272

Da !:Ius1 on a reorg(B) = re(A) = C.

Doé marg estla symétrie centrale da centre I milley | de [BL].

H Pasens 1{Q) = @, alors :

ke Fangle QP est rectangls isacéle de sommet P.

-#{2) = vorcf0) = Q) = O, done | est le millew de [0 B
Onen Geduit zlors que (IP) est la médiatrice de [, £t par suite, le inangle OPI et ractangle en |
M BUSE, pussque | est milleu de [QQ] et P est sur le cerde de diamitre [20'] {car QPO est un triangle rectanghe en
Fl. 9015 1P = 10 = 1Q, Finalemen, IPQ estun rizngle rectangle ot isocéle en .

Exercice 17

’:f‘: = "‘Fﬂﬂgbﬂa sens dwect BCD, AEB et CFA sont des tiangles équilatéraux directs.
@ nature da = f of, )

- {E. 1] |{‘| i _E

2 Utsee e
+ Pour montrer que AEDF estun parallélogramme,

Ni_n .
33 =0 d'l fest ung translation,

|
4 |
e T
B
f \'““-__“Pawm# i
h—._
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e hapeitre 11 Juanrmidieies ilnn prbiant 1

ol Fon 0. on ‘M: - I ¥ [Fau N-”[ innl iy F:'l'llll"i'lkh'"ﬂr"""._

| dlant une rmslation qul wansfarmo A on d

v i o
| ot M o it dol 1;1'1':-'.1[["'![!1":' i M sr (AI), (BE], (C0) ol (AL)

ﬂﬂ%ﬁ T sor (ed
ABCID st un € =G otiM) =P

) En dishrs quo [MC) st perpandiculaia i {PS).

1) Sait R I rolation da contio B, ol d'angle 7" i
1 1a ranslalion do voctour BG ot M lo symétriqua do M par mpp ,
On a1oRC) = 1(A) = 5 ot lolR[M) = M) = P,
a E qul fransfeeme C en SolMonP.
2

O taR et wno rolation [ grangl
Dol il exislo un quor de lour direcl ¢ qui transforme C on 5ol Mon P, ;

[ D'l (MC) a3l perpendlculairo a (PS).
2) Puisquo r(C) = S el iM) = P, alors masiCM , SP) == [2x]. D'ob (MC) ost perp

P Q et R sont los centros do irols camds, ol | 1o milieu do [AB].
Comma [ndigue la figure o-conlro. _

1] Montrer qua IPA at I0R sonl raclangles ol isoctlaen | |

2] En dédulre que AR = PQ el (AR} ol orlhogenado b (PQ),

1) » ABP ost reclanglo el Isocdlo en F, ot losl lo millou da [AB), donc IPA est un Irlangle recianglo lsocdio en |
o Notons J ol K los projelds orhogonaux respocks de @ ol R sur (AB). o s
Viriflons qua los trlangies LIQ of RK, rectangles en J ot K respoctivomant, sont suporposatias :
En alfel, on o
- Ki=A=Bl=KR +QJ
< Welh-A)=z Kl =00 =K~ (K)-KR) = KR
. Ki=Bl-BK= KR+QJ-KR=0QJ
Donc |4 = KR et Kl = QJ.

Comme do plus las rangles 10 ot RXI sont roctanglos en J of K respectvement, alors lls sont superposatios.
Onendddullqua @ =10 (1),

Orona: (i3, i) =0, K)=(1, B) = (%, ).

Do plus (iR, 1K) = (@1, G}, une mesure da (i, iK) ost m et une mesura da (i1, 1G)+(@, @J) ost

= |

7
o une mosura da (1G1, iF) o5l *% - g )

Lea égalités (1) et (2) permaltent do conclura que IGR est un Ifangla reciangla of lsoctio on |,
2) Soil v, i quant do four direct de cantro |, - )

NP ot RIQ 6land dos Wangles reciangies ol Isochins de sommol |, of drecls, ona; riP)= Aelrf) =R
" 3 I i
DU O = RA ot masiGF ,RA)w 2 (2], D'ols OP = AR ol s drolles (AR) et (PQ) sont porpondiculalas

ABC al ACD son! dous Iranglon douiatdroux ==

der 5ons directs,

R
4
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Chapitre 11 : Isométries du plan

L5 points O et | sont les miliews respectits de [AC] el [AB]. Les points Let E sontteis qua: OC=TL=1E.
ot 1 fa translzlion o2 vecteur OA . r estla rotafion de centre Aeldangs = etf=rot
3

1) a} Quell estlimage de Oparf7?

ty| Donner Lne mEsure de l'angle (10 ,1A).
c| Préciserla nature et les &émenls carachérstiquas daf,
7) M étant un point quelconque du plan, on nate N = r{M), J le mikeu da [EM] &t K2 mifeu 62 [ND].
a) Quel estle milieu de [LF] ? Ol P est Fantécedent 2 M par L
bj Lorsque |, J et K sonl distincts, démontrer qua la tiangls LK est équilatéel (On pourra utiliser fiL) ot §F)).

Solution 20
1)a) H{0) = rot(C) = r{A) = A.
b) O estle miliew de [AC] et | celui de [AB), 0ol O/ = Al et mes(Al, AO) = %[z.-.i : B N

s OAl est un riangle équilatéral direct. E1 fnalement, mes(i0,IX) =_:.[:~:1_
¢} = rot, composée d'une franslation et d'une rotation d'angle :E: .

O’ f st une rotetion dangle %
Soit [ le certre de f, puisque flO) = A, alors (10A estun Hangle équilatéral de sens direct.
O'o 0 = 1, Dail T est ta rotation d'angle % ef de centre |

2)a) (P} = M, dois PN — OA .

Or EL=0A , alors FM=EL : cest-a-dire PMLE estun paralldlogramme. ‘
On en dédult que [LP] et [ME] diagonales du parallélogramme FMLE, onl méme miieu J.
Finalement, le milieu de [LP] est J. .
b} fiL) = oL} = f(C) =D et {F)=roF}=r{M)=N. .
[ND] ext limage de [PL] par f, d'al, le mifieu K de [MD)] est limage de J miieu de [PL] par rotation de centre | &

d'angle % Finalement, IJK est un triangle équilatéral direct

LEH-:ME |:|‘l cercle M d AB] et |[ED] d'une part [BE]el[EFid'auimpartsnn'paraﬂﬂa:
5du e[ de centre O, e E part, . 4
On se propose de montrer que les d!ﬂjs {{.!.E}EIEI{P.F} sont paralitles. On désigne par |, 1l K les mifisux respectls o2
[AB], (BC] ek [CDI et rv, 12 et ra les transformalions suivanies 1 =Sini0 Sioy  f2 = 500 529 gl 13 = S0 S0

1) Etude de composées :

Préciser la nature des transformations 1, f2 @l ra.

ATaide de ia retation de Chasles (sur les angles orientés), monfrer que r:0r = F200 = 0.

2) Aclice sur une partie de la figure :

Quells est limage de A par on 7 En diduire que sigp (310 (A))= E.

3} Conclusion : Prouver slors que A el F sont symétriques par rapport a (OK), puis conchure,

1) » (CU) &t (O1) sont sécantes en O, d'oll § = Syoy @ Sion &5113 cotafion de centre O, dangte 2(01,0J).

i

—

o5y E51UNe rotation de centre O, dang'e HOK , O).

¢ (O1) et {OK) sont sécantes en O, dolt f; = S0y 3
une rotation de cenlre 0, et fangle 20K L0J).

* (0J) &t {OK) sant sécantes en O, d'ol 1y = 5oy © Sgoxy &5t

e — P20 15T ﬁﬁ_ﬂ

—  ——
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Chapiiee 11 ; Boméirdes o plan

Monktrons que nor = rzon s,

S — e, = — ——— = —_ —
A0 = o i oy “No: ndn . By 1020, Ohenide By 10 25K B+ G oy

=T — A ] | =
0 NO0K .0 (0.0, By K
=I'E- ﬂlr1

Or (0K .ﬁ}+4ﬁ'l.u_.l}=:ﬁﬁ.ﬂ}.m ok =0 “'=rm;z[ﬁjﬁ-,a =M.

i) s r1{|ﬂ|}=ﬁlmﬂﬂmﬂ:‘|’=51u‘]m}=c- B

B1C) = S0 25100y (€) = 510 (D} =E (car (AB) est paraliéle 4 (ED) et (O1) perpendiculaire 3 (AE), done (1) ayy

perpendiculaire 3 (ED), (OH) étant perpendiculaire & (ED) passant par O, est médiatrice de [EDY). D0l raprga =
L] ‘1 ﬂl‘= = rj = ﬂl:nr:l ﬂslm: &l mﬂ_ﬂ}= E.D'ois &m o sﬂm:[A.] = G‘m—a'ﬁm Etl:l.n [510{!-1'#"“'—' E

31 » Onsail que 50y (50 (A)) = E , 800 510, (50 (810 (A1) = 505 (E). Clest-d-dire Stomy (A) =50, (E). |

Or (BC) est paraliéle a (FE} et (0J) est parpendioulaire (BC). D'od (OJ) est parpendiculaire & (EF),

{0J) est une perpendiculzire 4 la corde [EF] qui passe par O, centre du cercle (T°) ; danc (QJ) estla Médiatrica da

El par conséquanl, Sioy(El=F . On en dédud que Sy fA)=F. =
» Comme 5,0n)(A) = F , alors (OK) st la médiatrica da [AF]. Donc {0K) esi perpendiculaire a (AF),

Or (OK) est 'a médiatrice d2 [CD), abors (0K) est perpendiculaire iCO).

Pusque (OK) perpendiculare & (AF) et 4 (CO), dors (AF) est paralléle & (CO)

Exercice 22 3

Dans i plan P, on considére le tiangle Avoh. il

A tout p_nint M du plan, ln:isthnt des sommets Ay, Az, As, on associe |

- 125 points M, Mz, My images de M par les réflexions Stagag+ Seagan ® Spa Aq) Fespectivement,

a1 BB B issues des sommets A Ac i o respeciivement perpendicdaires au olles (Mt (b
1913,

1) Faire un dessin,

2) a) Préciser la nature ef les ééments caraciéristiques de Singhs) @ Spaga) -
b) Délerminer I'mage de M par Siaag) ©Siagag e >
c} En déduire que Ay est la médiatrice de sagment [MaMa).

3) Soit 5§ = E':""I.“I:l 1:-5.&:_ EE{HM' ;

3 § est-elle un déplacement ou un antidéplacement 7
b) Déterminer 3{A:) &1 SIM). Reconnaitre slors 5,
4) On suppose les paints by, My, My nion algnés,

Monitrer que les deoites Ay, A &1 As sonl caneauranies en un point P que I'on caractérisera pour le triangle MALM:
1)
——— M s
da
As
2)a) (Avhz) ol (Ashs) sont sbeantes an A,

D'm:i. sl:'-ll_ﬂ DS["-].A!] g hl‘ﬂ'lﬁ'l‘rm [h l:gn‘lm lﬁl-'lﬂ d-am E‘E ; —

Ahg) .
B Spagag) @ Sagng) )= S ) (M) = My . D't Stanz) O Saga; My} =M.

e —— S F‘Ige‘l!
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Chiapitre |} i Isemidiriey dy e

) Siapta) ©Stagni) M2) =M & Sganyy 050, st une rotation de cenura

1 ) la médiatrice du segment [MaMs), qui eet i

i Ar apparient 3 1o, qui st parpendicusine & Mgy

or b est la seule draita g?ﬂm P,;”}* ! perpendiculaire & Mz My, alors i est ia mlfltmalrim de [MMy].
3ja) S 5t /a COMPOSEE G UN NOMAIE impair de réflexiens (qui sant des antidéplacements), d'od S estun
guiigéplacement. |

bl'® S{A1)=Simpg) 2 S @ Siagmt ) =Sy 0Siy, ()= a0, (Ar) = Ay car v est sur (Aake) et (o).

o 5(M)=Sianz) 258, ° Siasnn M) =Siap, 08, (M) = Siamg) (M) =M. Dol (M) = M.
Nalure dﬂjé: I kit . ;

4) 0'aprés 2)c) & st la médiatrice de [MaM;]). axe (M),

On monire 2ussi que Az et s sont les médiatrices respactives de [MiMy] et MMy,

Donc i, 42 &t A sont concourantes au point P, centre du cerde circonserit au triangla MMz,

2 - déterminer des lieux géométrigues
Exerclce 23 =

ABC est un trangle isoctie en A etr la rotation de centre Al dangle (AR, AC) = ¢
Atout point M, distinct de B et C, on associe e point M' t2] qua M = M)

1) Démontrer que : mes(MC , M'C) = mas(MC , MB)+ w[2n).

%) En déduire le beu des points M tels que les points C, M at M’ sont afignés,

Buluion23 e e R e T |
1) Soit M un point du plan, ona - {Hﬁ,ﬁ:‘]={ﬁi+ﬂﬁh.

Orla otation  transforme M en M’ et B en C, alors mes(hB ,W'G) = (2],

Deis mes(iIG , W'C) = mes{IC , MB) + u[21].

2)C, M et M sont alignéss si et seulement si mesiMG . W'C)=0[x]. (1)

e

Or, Fapres ka quasfion 1), on a: mes(MC ,M'C)=nes(MC ,ME)+af2s] ()
Alors de (1) ef (2), on décuit que C, M et M' sont alignés si et ssulement st mes(MG , NB)+ o = 0[]
Cest-d-dire mes(ME ,MC) = afn].

Comme (RB, AC)= & , alors C, M et M' sont alignés si et seulement si mes(MB , MC) = mes{AB , AC}[=].

Cogt-d-dira W apparfient au cerdle clroonscrit au triangle ABC, privé des points B et C,

Firalement, le 5y séométrigue des points M pour lesquals C, M et M’ sont alignés est le cercle circonscrit au tiangle
ABC privé des poinks B et C.

|
| |
Sait D) une drote, A, B deun points extérieurs a (0), M un point de (D) et M’ le second point dintersection des cercles :
46 cenres A et 8 et e rayons respeciifs AM et BM, !
niner la Beu gaoméirique des points M" lorsque M décnt (D).

o fEmarua que, pour tout point M de (D)
?hqualm = AM 6t BM = BM', alors (AB) est la médiatrice da MM
O =50, (M) .

Mla"m“ﬂﬂt (D) si et seviement s, M apparfient & sz, (D) .
ol lew géometiique da M est a drofe de (V) symétrique de (D) par ragper & (AB).

hﬁ Page 133
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Chapitee 1 [aomiiries i plan

|

Exercice 23 I
: 2 plan, (C) le corcle da centre O passant par A, Mun point quelcangue g
Soil {:I 21 A deuy |:ﬂ|!1t.'”= du I-'I' 9 I;E' [ L3 Kon det I drmite :Iﬁph E1 In pﬂrﬂ"d‘lﬂ A {Dr‘\l [:I_I LE:;“E‘I[:- r"-‘l‘:l,:
M gary,

que [MF] est l2 diameire de () et N le point dintersec
Désermunat le heu do M larsque M déent (G

O est le milieu de [MP] et (04) o5t parafiéle 4 |Eh.1N:I. ;
D'odl (0A] et une drovta ces mikeus dans le rangle MNP, ~

En utlisant le thiorbme des miiauy, on obtient : MN = 204,

Clest-d-dire que N=ty (M) . N
M appargiant & (C) si ef seulement si N appartient 3 (C') = Lz (C) - .
(C) est le cencle de centre O, symétrique de O par rapport 3 A el passant par A (€)
Le keu pbométrique de N est le cercle (T

Exercice 26 b
it (G} un cercle, A el B deux paints exténewrs & (C), M un point quelconque de (C), P Ie paint tef qlﬂﬁﬂmm

paraliélogramme et Q un point tel que APQ esl un Fangle équilatéral,
Determingr le leu géométigue de O borsque M décrit |C).

ABMP estun paraliéiogramme dont P =15 (M). l

APC est un Triangle équilaliral & ef seulement i umr[* IIH o u_.II"' 1,;]{F'].
‘3 3

Dol Q= dg =

ol Q r{‘l.-;-]qt“'lMJ ou Q'—[EAI_.:]'J"‘-E!HL

[ﬁ:mMapparﬁm!ai{:}siE!mremlsiﬂEv] 2 b (C) ou L'.'I-c’;r[ ]ntﬂ—k[Cj_
Az s

o d) 3

D'od le bew gbomeétriqus des points Q est la rbunion des cerdes (C) et (C") Images de (C b

par les miations [[J. e -.-tﬁ el i nlﬁ respecivement. el = "

3 (3
Remargue :

r{-‘--ﬂﬂﬁ el Ilh-_g-lnﬂﬁ mnrdﬂmhrhmd’mgk;rﬁpgmj}'—;. o _;'
I

Or 11.:fUIﬁm}='[ﬁ _qulﬁl:m: A, alors e conire de I[A 'r}tﬁ tﬂ::ﬂﬂfﬂfﬂ]r[“u{_ﬁ_ﬂ'ﬂ Sl m driangi
3 e i
3

fquilatéval direct et le centre de T ‘] Olgg et le point D tel que DEA soif un éguilatéral indirect.

3

3~ réaliser des constructions

Exercice 77 s
ABC estun triangle et I el un paint du segment [AB]. =
Consinure un tiangle dquilatéral 1K el que J appartient 4 (BC) gt K appartient a (AC)

LIK st un trizngle équilatéral 5 et seulement si, K —r ][.f} ou K=
l,= _,[

3

wyld)-
3

1

T

|, =

Fuisque J appartient & (BC), alors R(J) = K apparfient R(BC),

tm*-hmm“__-#
|

Scanned by CamS‘canner

"l

Molons R, l'une ou I'autre des rotations 2 I eh[




p—
ANYOUNGUETE ‘
: MBITA"

i

%
pioi K est e point commun d (AC) et & limape da (R

bpar R, § = R- i
int ds renconire énfre i croile (BC) at | - (K]
Jeat e point 08 _ ) 6t la médiatrice dy sa
2 hidme 2 deux sclutions, L'un dax b gment [IK)
{n note GUE C8 pa & 25 Mangles | Jk sets di |
conlusion ! ec et 'autre indirect
construire LIK !
. Cnglace | sur [AB]
. On consinitla droie (B'C’) image de (BC) par R
. Onconstruit la médiatrice de [IK]. B rencanin [EH:? ;ﬁfnh'ﬂ alors (AC) en K
construction de WK : -
L ] Fmr H - Tl 1 L
: 3]

s Pour R=r[| ,,] - (le lecteur fara une figure). |

3
Remarqua ;
Fonr canstruire RURC), il suffit de comsiruire les poiats B* e C* tels que IBB® et JCC solent des

dpuilniérans direcis pour R = r|I _I] #f indirect ponr B -_T _].Ermu.ltrﬂcjafﬂ‘l‘_"'j,

E. Délermiver h#mmmlﬂmmﬂmmbl&d&pm
Exercice 28
Dans e plan, on considdre un camé ABCD de cenkre O et tel que mes(AB , AD) =%[En:] :

| 2

ABCT le camd transformé de ABCD par b rotafion de cendre O et d'angle % Chel 2t son cantre 7

Bl:itfum_a isométne transformant {A, B, C, D) en {A", B', C', D'} Monrer que f{0) = 0.
t Endiduire les déplacements o1 les réflexons fransformant {A, B, C. D}en {A', B, C', D).

* Lecentre de A'B'CD"

ABTD est linage de ABCD par |a rotation r b
[“-7]

Etle centre de ABCD est 0, d'ol fe cantre de AB'C'Y est R ,rﬂ} =0.

d
¢ ."mmmmm=ﬂ-;

O estle barycante g systéme (1A, 1), (B, 1)
X '. 1 (] i |{E| 1]| {DI 1]}
Eﬂ ’ég; e 1# arycenre de {(1A), 1), (1B). 1), (C), 1), (D). 1 = 4 1, (8. 1) (€. 1. (0", 1) quiestO.

' 'r:li-llfs déplacaments qui transforment {A, B, C, D} en (A", B, C', D'}
e o V& délacement, on a {0} = O,
E:ea;ljﬁ & point O invariant, dine f ne peut &re une translation de vecteur non .
5 (A B, C, D} est difidrent de {A' B, C, 0}, done f n'est pas I'application idenfique.
Consequent, f est une rotation,

#ﬁh PR ] o ———
—
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ire 1 J 5 Frnmreteies o plan

e 0 O fia) = A ou (A} =B ou fA) =

Or I transtorme (A, g, G, D) en (A", B, €', D} alors o0 " SIf{A) = B', alors r.mr, 4=

Sif{A)= A alors (=1 ) fo, 0
[o-] SIf(A) = D", alore | _, L

4
| L
Iﬂ'

Siffa)=C' alors [ = in R
r_ * H t
”'J iransforment bel et bien (A, &, ¢, O} en

Le fecteur vérifiera que P[ﬂ .]- IED'EII 'r{n.-}] & Tgl__‘.

(A.B.C. 00 A B.C.OYsonky o
Les seuls déplacements qui ansforment (A, 8, C, D} en 4 ’ o % rln.-:‘] y

=]

1,
|
1l

AJ Bl- E"| DI} .
« Les réflexions qui transformant {A, B, C, O} en (', B,
Soit 5, Une telle réflexion, on & sm{ﬂ}= 0, d'oll A passe par 0.

Ona sy (A) = A" 0U §4)(A)=B", ou 5y (A)=C" cu say(A)=D"

i 5, (A) = A", alors A est la droite (Of), ol | est milleu de [AA]

5i 5, (A)=B", slors A est la droite (OJ), 0@ J estle mileu de [BA]

$1 54, (A)=C" , alors A est la droite (0K, ol K est le milisu de (BB,

S 5,4, (A)=D", alors A est |a droite {OL), ol L est fe miieu de [AD] .

Le lecteur véifiara que s,gy . Sioy . Sioxy © 8oy 8ins définies, transforment bel et bien (A, B, C, Djen

{A", B, €', D'). Donc les seuls réflexions qui transforment {A, B, C, D} en {A', B, C', D) sont sica, Siou, Six et sy

Remargue :

I m'existe pas de symétrie glissée, transformant {A, B, C, I} en (A", B, C*, [V}, car la symétrie glissée ne (o
ELCIER pois Errvarianl,

Do bex Bl Grométries tronvées of-dessuy somd les iquf.&' isemdiries trangformant (A, B, €, D} ea {A", I, C, ),

LY~y

. > -

Soit : - ABC un triangle équilatéral de centre O, de sens direct.
- A, B, C' les symétriques de A, B et C par rapport 3 O.
H g;ﬂ g5t e centre du friangle AB'C' 7
une sométrie ransformant ABC en A'B'C {&xempla ;
a) Quelle est l'mage par fde O 7 )
b) Quafles sont les rotaSions transfarmant ABC en A'B'C" 7 |
£} Cuelles sont les réflexions fransformant ABC en ABC ? |

1) Le centre de A'B'C' :

A'B'C’ est limage de ABC par so, 0 & ;
2)a) Fmage de O par { : par se. Uelant be centre de gravité de ABC, le centre de A'B'C est so(0) = O. ,
Fest une isomélrie, AB'C est lmage da ABC parf
O'cis O] st cenve de ABC' quiest 0. D'og foy e g - e 08 ABC.
b) Les rotations qui transforment ABC en NBEC

- Soit r une telle rofation, d'aprés 21a). N0V = 0 O

- rfransforme ABC en A'BC’ done ]r[.]ﬁ.}rt i'.' g'r?AT:I;IﬁMIFB dE r I?st 0,
Si r{A) = A", alors 1= ro;m = 50, OurfA) = C",

B EE———— S TP
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Chagitre 11 ; Ivoméitriey diy play
gors (=1, =)’
-2

slmﬂcﬂ'. |
i) =€ 30 =T =)'

wﬂ'ﬁpﬂﬁﬂl : ABCen AB'C, par défintion de AB'C,
U'ﬂqﬂm’me i ="' el Cl=A". Don
& 50 iM;B ; r[l:- JI[B] L E i'[n (C) C Ii':
b | ¥ 3

T

] fransforme ABC en ARG

5
o
. :]{E:lﬂﬂ' . Done r[':'ﬁ transforma ARC en AR

w=c"1o.4® " “ o5
— ransforment ABG &n A'B'C’ sont donc : sg, r[ﬂ'.ﬂ et r[u, E]

noxions qui transforment ABC en A'B'C’ : | |
g:ltfﬂﬂ::; tglle réflexion, d'apres 2)a), ona 5,4, (0)=0.D'cl O appartient a &
&l

panslorme ABC en AB'C, danc Sag(A)= A" 0U iy (A)=B" ou 5i(A)=C
:‘:mm = A", alors 4 estla droile () ni:- | estle nill.au de [B'C].
5 %}wsa' Lalors Aestla droita (O), ob J est e mliiu-au de [ﬂ.ﬂ‘]l
81 5y 1A} —g', alors A est la droite (OK], oll K est la milieu de_[AFj. -
(i wésifa gisément que Sioq . Sioy) el 50k iransformant bel af bien ABC en ABL.

Dunc les réfexions qui transformant ABC &n AB'C sont Sgoi + Si0d) et Siou; -
LY i 2 rd

L

ar == "
e

e e e ——
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Chapizre 11 ; Isomériey s plan 1

EXERGIGES POUR 5" AUTO-EVALUER ~~

150 et 1 angle equEatdnal de sens OrECL I et le cerche ciroonscrit 8 ASC ot O son ceren.
idiatica d2 :.E]:::ur..erer:.ﬂnezﬂ. )

f;::gnehp-::r[’:d'ﬂerse:l:m das crites (BO) et (AC).

1} Damonirer qua A'= sclA). o _

zinemwm nahge ef les sléments caraCiaisiques 68 8= S50 + Sioa; T Siag; 525,

G %5y,
a:lﬂﬂm{!f-=5,;u}=5,; ﬂE[Er- .
ajm:anﬁwﬁfﬂnj.ptﬁtammﬁaémmmﬂm&;ﬁder,

b) En déduire la nare d2 Sz = S¢-

Exercice 31 _&%ﬁﬁ

ABG est un riangle ff que: m@:ﬁ,ms%[h] st AB < AC.

I st la cercle aroonearit & ABC &t O est son cenie.

Soit E le m¥ieu de [BC] &t P le poini de [AC] t=l qus AB = CP.

La droits (OF) coupe T en | a1, tels que J et A soient sur le méme arc do corda [BCL
1) a) Faire una figure.

b} Quel est lensembla das points M du plan tels qua : mes(NB ,aﬁ]m‘_;[zz],

2)a) Justhier qul sdste une unique rotation r tella qua 1 rA) = P et rB) = C. Déterminer son angls.
b) Démontrer que son centre esi un point da [, qua lon prédises.
¢) Quel est la nature du triangls JAP 7

3)a) Déterminer Mimage de B par rosa, o 52 estla symetiz cenbale oo cenbe B.
b) Deéterminer 12 nature & ks dldmanls caratifnisliques de rosa.

Exercice 32 43 minutes
Sait P, Iz plan orient muni d'un repére orihonorme divect (0 ;G , ¥) , deux points A el B ont pour coordonnsss
respectives (- 2, 0) et (a, 0), ol a est un résd strictement positii.
ﬂnm‘terhu[ ,].rﬂ_ 2_[ﬂ;mulmﬂpﬂiuduplan.mﬂj.{hl}eﬂhla:mihl!-
A= B

3 3

1) M éiant un point da P, construire ks points My ed Ma,

2) Deémentrer que le miew du segment [MxMz] est un point fixe indépendant du choix de M.
a) En composant les applications re-! puis ra.

b) En utilisant les nambres complexes.

3) Demantrer, par un procidd da volre chob, que lorsque M # Maet M # Mz, on

mes(MM, .MM )= mes{MA .ﬂﬁ}+§[2z].
Cusl est l'ensamible des poirts M de P tels que M, M, Mz soient aignés ?
Exercice 33
Dans e plan orients, on eonsidére un triangle ABC tel que AB = AG et mes(AD AC)=[25].
Saitl, J, Kles milleux respectifs de [BC). [CA] et [AR],

Cn appelle R 12 rotation de centre | el o angle % el T la tranelabion de vecteur %E_mhﬂﬂﬂgsmﬂ J

A1) Determéiner Nmage ¢e K par { etlimage de J parg
2) Préciser la nature e1les eléments caractérisboues des applications &1 g.

. Page 204
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Chapiire 11 : Isonuétries dy plan

: ature de gof .
Emﬂﬂﬂ;:ﬁ IE:F da A par goi-! €l caracténser alors celle application,

L s
el aicongue du plan, M limage de M par { el M; Iimage de M par g,

ani QU 4
gSatht P ture d quadrilaiers ACMzM 7
11

E!ﬂim'u_'__ —— 30 minutes
rapporté 3 un repére orthonarmal direct (O ;0 . J). On conne A{1 , 1), B-3, 3}, C{2, 2), D{-4 , 4).

Lg a0 s E et F les mieux respectifs de [AC] e1{BD).
On3pPES " il eniste LN fotaticn unique r qui Iransfarme A en B et C en D.
! miner son angle el san cenvel.

| axiste une unigue rotation * qui fransforme AenDel CenB.

'H%m:; angle et son centre J.

3) Cug peut-an dire du quadrilaténe [EJF ?

L

_ 0 minutes
Eu%gp_m considére un triangle équilaiéral ABC inscrit dans e carcle (7).
_E}::; u pﬂir'-1. dictinct de A et C, situé sur celui des arcs de corde [AC] dont B n'est pas dlémeant,
J st paint € segment [MB] tel que M1 = MA.
1 Wanirer qua le I:I'Iﬂ'r# IR, el eql-lllﬂﬁl'ﬂ

7) On orient2 18 plan P de fagon qua I'I'I'L“-P{.I".E1AE:I=E[21'I:] . Sait r la rotation de cantre A el dangle 3

[terminer |es images par f des points B et . En deéduire que MA +MC =MB.

pegeds  BAC-Amériaue duSud=1992 40 minutes
uiatéraux de sens direct, les points G et H son teds que EDBG et COFH sonl des

AR el DEF sont deux irangles &q
MMes. ) _ _
Wous allorrs demonmer de deux fagons que le friargle AGH a6t dqu [a1éral,
aadion oes Xes ! |

HMn mm. a b,cdelgeth désignent respectivement lgs affices da A B, C.0,E.F. Get K I

a] Démantrer que . :-a=Eiim_a:|,E:pnmrl—dmfunuﬂnndaq-d. 1
. I:-:E:q:lin-rergmhmhandeb.deta;uu'rahmﬁzmﬁnnde:.deu. ':!;

¢} Démeontrer que s h—a = aE{g —a) . En déduire gue le friangle AGH esl equitatéral. [

2} Uiisation d isométries B _
O désigra parts |a trangiation de vecteur B0 . : la translation de vecleur DC et testia ratation de centra D &t dangle 4

%.fh‘l[::lﬁ&hhurnh, |
a) Justfier que { et une rotation, dort on précisera fangle. |
1

Détarminer limage de B par f ; en déduire je centre de la rotation .
8] Déerminer 'image de G par f, En déduire que I irangle AGH est équilatéeal

45 rmm— I.
passant par A, B C et 0. Faire Une fgure. ||
gf el

ABCD estun caré de sans direct et de centre |, (7] le cercle

T o
. - ; % 11 1a rotation de centr
On disine par t i translafion de vecteor DA, fola rotation de cenire D et dangle 5. 11 E

) Jn
dangle =3 el 1a roalion de centre Astdange —=-

Un veut détarminer los dldments caractéristiques e f = foro @ = riof et ge =reol
;;D‘Hmr e £, gy, gz sont des rotafions dont on précisera les angles. .
Emae""'}"&f D} &t {A). Cuel est le contra de £ |
9 stft‘i""'”” (D) et gD). |
b = Gi[A) et Ag" = qafA). :

“—-—_E.-.ﬂpmm_ﬂ__sﬁ—ﬂ—“_ﬂ i
: )
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Chapirre 11 : Isométries du plan

- uﬁ'ﬂnl g?cgr’_ QLIHA g5l iy 'du EEEIW-'“' 1A|.|ﬂl.2]_

a) Démontrer, e .
} cure de I'angle (AD, AA, '), que Ay est surla tangenyg o, ,

) Démontre, &n ulilisant une me

et K celui de gu. _
4) 3}5:-'1 h:t ﬁuﬁzﬁgﬁﬁgmnl a (r) et son! diamélralement opposés. Placer | o

“at As' 1K sur |
) Démontrer que Aiesl sur ta droile [JB). Placer les points Ay’ et Az’ sur la figure, # fioure

Dans |2 plan muri d'un repére orthonomae direct (0. 7). q%

On considére fensemble E des points M(x., y) tels que JH+Jv=1.
auelle sort les isoméines qu laissent B glebalement invariant 7

4 M),

e v OR O, ol un ponl  varabe Gu segmenl ] P 2 A s 7 plee_
La paraliéle menée de P & la droile (OB} coupe (OA) en A’ et la paralléle menée de P 4 la dooite {OA] couge g
*ldjey

Maonter que OA' = BE', : .
H&déﬂﬁm‘ﬂ existe une rotation r telle que (0} = B et f{AY) = B dont on ddterminera Iangle en foyegs, birg
de vecteurs (OA , OB) . Démontrer que (A} = 0. Déterminer alors e centrs {1 de cefte rotation.

3) Démontrer que les quatre points 0, A", B' &1 1 sont cocycliques.

20 minutes

Dans Je plan ofienté, on considere deux ponts distincts A et B,
r
On note Ra et s bes rolafions de centres respectifs A et B el d'angles de mesure h

Pour fout point M du plan, on note My et M, les images respectives de M par Ra et Ra.

1) On considére la transformation T = RsoR.,
a) Construire le point C image du point A par T vt
b) Déterminer 3 nalure et les éléments caractensiques deT.
c) En déduire la nature du quadrilatére MIM:CA.

2) On suppose qua le point M décrit le cercle I de diamelre [4H]. _
a) Déterminer et construire |'ensemble 'z décrit par le peint Mz quand M décril T L
b} Soit w et w0z les milieux respectifs des segments [AB] et [BC). Comparer les veclews uwy el AL.
¢} Quel est ke lieu géométrique du point |, milieu de [MiMy], lersque M décnit ¥

Exercice 41 BAC C - Cameroun - 1999 e
Dans le plan rapporté & ue repére orthonommé (O ; T, ¥), on cansidére I'applicaton f qui au pain

Mix. y) associe le point M, y') tel que ”j:.nnnatazrarmnemm'l'amxedemt

1)) Exprimer ' en fonction de 2.
b) Démonirer que f = ros ol 5 est la réflexion d'axe (0 :T) etr una rotation affine & préciser

2) En décomposant r en deux réflexions, démantrer que f est une réflexion et précisar 00 g]: +1
I -

) Soit g 'apglication du plan qui 4 tout point M{x , y) assacie le point M"(x", y") aves y =K1 :

On note z 'afixe de M g 2 Faffice de M,
a) Exprimer 2~ en fontlion da

b) Deserminer la nature de lsoméirie t telle que g = tol il pt
€] K étant le miliew du seg que g = tol, M gl

ment (MW'], démonirer que K appartient 4 une droile ﬁxew
Exercice 42

On donrie dans ke plan P orienté, un tiangle ispcle OO'A avec mes(AG , AD') = E‘[E“I '

 EEEEEE——— R - LT T
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\ ks ['I:_:Iﬂ ,:E_"J Pasa.antpal A da coaniros raspectifs O e O 24 Imp’ﬂﬂi gn B

Les c8 .
) _on associe ke point M’ de (C') tel qu'vne mesure da (W BT ecit
Am[mnﬂ{c}u 2 (OM,OMY soit 4

Chapitre 11 : Isoméiries du plan

1 axicte une rotafion r, que I'on caraciénsera, transformant O en O et M en M.
1]Wq;ﬁmt der B, les droites (BM) et (BM)) recoupent respectivement (C') en N’ et (C) en N.

d
z:lf-'“f_ 7 astlimage c& N par ia rotation 1
§ eq 41 BAC C - Cameroun - 2009 30 minutes
puorcice & Partie A
E
; Gz =y
on cansideére fa fonction { de (3 variable rézlle x definie par ; f{x) = :; P et (Ci) sa courbe représentative dans un

repbre oehonOmE {0:7.]) dupian,
" Immhhwf'dﬂﬂdmwiﬂlﬂh-hauda-.rarimlm daf
bj Efugker le signe de la dérivée seconde de fet en déduire la position relative de (Cy) par rappont & sa tangente Tg en

Q.
¢} Démentrer que l'origine O du repére est point dinflexion pour (C).
' aia] Montrer que f réalisa une bijeclion de R vers un intervalle | de R que fon précisera,
) Soil g ba bijection rEciprogque de | et (C;) 53 courbe représentative,
14+ %
Monirer que pour tout x de |, g(x) = !n[ﬁ ;
3) Construire dans |2 méme repére les courbes {C) et (Cg). {On prendra 2 cm comme unith sur les axes de

epondommies).,

=1

£) Pour tout entier naturel non nul n, on defind ka suite numerique [Us) par : U, .—-J;T[hl['l 4 %) = (1= x)pdx .

a) & 'aide d'une intagration par parties, monfrer que pour fout enfier naturz! non nul ny
£h— —1| [nn
U, e[‘“" thiiﬂ_ SR,
n n n
b Caleuler Iz limite de ks suite (Un) ot intarpréter graphiquement |e rdsultat.
Partie B:

£ 501§ la symérie crthogenale d'axe (A) : y = x ¢! T ia ransiation de vecieur OA =3i + ] . On pose @ = TeS.

4) Donner la nature de Mapplication .

b) Construire Mimage par ¢ de (C). ,
9 On considre s vecteurs & =1 + ] €1 & = 1 ], la drolte (&) :x -y~ 1 =0 &t 'la symétre orhogonale daxe
{a)

3) Virifier que e triplet (0 ; &, , 8,) forme un repére orthogonal d plan.

b} Manrer que dans la base (8, ,&,). e vecteur OA se décompose de fagon unique sous la forme DA=V, 4V,
W el Vi sontdes veclewss colinéaires 4 § et §, respectivement, que fon précisera.

':I’“‘ﬁéﬁmm FarH et H' les projetés orthogonaux respectifs de A sur {A) el sur [&). Monlrer que E=HW
11'Enl dEdine que T = T108'0S o0 T est une translation dont on précisera 2 vecteur.

I Montrer que ¢ = Ty08,
Exercie 44 _ 6Ominutes
D315 lan comgens rapponié & un repére orhanomé (D10, 7), on considére les points A, A' B et B' daffxes

Y81 20=1 i, 2u =2+ 4i, 9= 31 etzw=5i

1 =, i, 28 i etzw=5i

:::]I ;1;:”"59“*"_'15 A A, B et B’ dans le plan compiexs, Montrer que ABB'A' est un rectangle.

sla éfiexion telle que s{A) = A' et s(B) = B', On note (A) son axe.
°F Une equation de (A) et la tracer dans le plan complexe.

E-FEHEW#

ﬁ
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g 1 2 Bspadorden au plan ‘

vo |3l
affixe z, Montrer que: 2 =[E+gili %1

¢| On nole 2 |'affixe du point M* image par 5 du point M d

g
8.

] -
e | — = [E 4 5—1
: { 5 s!
a) On note C et D les images respect
s 1 + et soil h [homothétie de centre 2 et de rapport -2.

it £2 le point d'sffixe : :
nllluf:;trar q;ﬂmﬂ [ sont les mages respectives de A etB' par h.

i y daffxe z
¢! Sait My point daffixe 21, limage par b de M, dal _
D{Ln.er g5 éléments caractéristiques de br! et expnmer  n fonction de zi.

i esa sy e
iner e fon ; ;
:} Recannaitre T En déduire une consiueclon du poinl P, image par g du paint M gqueleongue du plan,

Exercice 45 BAC C — Nouvelle Calédonie — 2005 50 minutes
Dans ke plan complexe rapporté & un repére crihonom: direct (0:40,¥)
A)1) Placerles points |, J, H, A, B, C, D d'affixes respectives

3 %
z=l, a=i, =1+, =2 IE:E'H' Zm=A el m=-1.
Z) Soit E e symétrique de B par rapport & H, La perpendicuialre & la droite (AE) passant par C ot la paraliéle d g
; é 1,
drgite (OC) passant par D se coupent en F. Placer E et F et vérifier que le point F a pour affice z; =_!+§'

ivas de A et B par g Deéterminer les affives de C et D e placer g it g
4k

3) Monfrer que les triangles OAB et OCF sont isométrigues.

B} On considére |a transformation { du plan, d'écriture complexe 2'=—[Z 4+ 4.
1} Détarminer les images des paints O, A et B parf.
2)a) Monfrer que f a5l una isomatne.
b) Détermingr Fensemble des points invariants par l,
c} f est-glle une symétrie axiale T Sinon préciser la nalura da f.
3) Sait 1 la tranelation de vecteur L. Donnar I'écriture complexe de | et celle de sa réciproque t,
4) On pose 5= fof -,
&) Maontrer que Fécnlure complexe de s esl 2= =L 4141,
b Monter gue | ed J sonl invariants par 5. En déduire b nalue de 5.
¢) En déduire que f est la composée d'une translation et dune symétrie axiale & précicer, Caractériser alors |
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Chapitre 11 2 Isoméiries dn pliin

HERGIGES POUR $ AUTO-EVALUER - SoLuTLons

.a du sEQMEN [AB].
gst 1@ “ﬁﬁa!&whir& a(0C).

o
ligre e (1) ot B appartient & ().

pod I:'l!;! ::-:S::iamﬁlm rg{t.al‘glﬁ en B
e : : :
E:é, #80 as;:f ﬁ?:m perpendiculaire & (BD), c'est-a-dire
par e ire 4 (BA). ,
tpﬂ;pem“'dm?g] gt (BA) L (AB), &lors (OC) est paralléle a (BA).
puisque (0C) LlE " son milieu, alors d'aprés le théoréme des milieux,
ﬂrﬁ‘ﬁ;ﬂﬁz ¢ et 1 miliu de [AA].
on ol
£l dant sc(A)= A

ﬂ,[w]et[ﬂﬂ]
pesure 651 -3';1

<ot sécantes en D, d'00 Sygp @ Sypg) #s!1a rolaion de centre D et dangle 2(DC , DB) dont une

cA) et (AB) sont sécantes en A, d'ol sic) ©S(ap) est une rotation de centre A et d'angle 2(AE , AC) dont une

e 4

mesure &t 3

1:":.' at [EN sonl sécantes en l::' d'ol 5.“:“:] E'E['I:l'l-l' ozt |z rotafion de centre C et dlﬂﬂglﬂ‘ Ecﬁ . Eﬁ} dontuna
L ]

o8ca) 5112 symétria centrale de centre C.
(A=A

mesure esl . Dent Sipe
o Nature et léments caractéristiques de f: . . .
=8m) = 5c = Syam) =580} ° (S(oC) * sica) = Sja) (d'apres ia question 2)).

Dont f=(sie) ° Sipcy) = (Sica) @ Sam) ) = 2\ °T7, 29
¢ =[50 = Spc) ) *(Sica) * Siam) h”'_:aJ ["‘-s]

Or _E +2—==ﬂ  alors f est une translation. Pulsque f{A) = A alors f est la translation de wecieur AA".
1 3

b (d'aprés la question précédente) alors sgp) @S¢ = Lo *5(ag)

h:l F'Uiiql,ﬂ ﬂﬁn @ E{AE'F = !
s o8 Bstune symetrie glissea.

A" riant pas normal & (AB), alors to oS48} c'est-a-dire Spn
REManque © O peur détermimer les éléments caraciéristigues de Lggp = Sian) ¢
Fﬂwﬂl ﬁ: ﬂ_ﬂ,.i. E‘ rdﬂ'ﬂ: 1_“ nﬁ[m:l =|IE ntﬂ'nstﬂﬂ:l'ﬂr Tﬂ': = 5‘5 e E‘:-‘H!l

W'B) passant par €, alors tz, o8 az = bag ©Sa ° Siaz) *5(a8) = 178 "5

ot 4 est la perpendiculaire d

& e ali teur AB.,
A8 dtmt vecteur directeur de 4, Syp) © 5 st la syméirie glissée d"ave of de reclenr

Vi) Voir ig schéma & la fin de cette solution.
1002 mesilE, Wic) = %{In:] clest-a-die mes(iMB ,MC) = (A8 , AC)[2x],

e

L — : cle () de conde [BC] contendnt
“19€Me Ges points M du plan tels que mes(B , FC) =§[2ﬂ] ,estarc du cercle (1]

Pt B, o .

lm‘gﬂméﬁasmuﬂsﬂmﬁ Hﬂﬁw‘emnpmgmg.

BAB=PCet A # B - d'ol i existe un unique déplacement qui |
\-i—l- Page 209 M
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Clepirne 18 2 Feomndirdes o pla

Orona AB = PC, alors ce déplacement n'est pas une Iranslalion. Par conséquen, Cos
On conclul dons qull exisie une unlgue rolalion qul transfrma A en PolBen 2,

» O sail que r{A) = P et r{B) = C. D'olt l'angle dar est (AB , PC) = (AB , AC) gory T
Bpg E
3

I“nurﬂt:.rhl

b) r{B) = C. Alors soll O le centrede r, on a: 08 = OC et mnu{ﬁ.ﬁﬁjn%[?ﬂ,

- n
« Puisque mas{D8 .Iﬁi-i[hl « aloes () appartiant 4 are de corda [BC) de (1) canbenang 4

et C. D'oll le cantre (1 da r est un point da (7,

Plis précisément, Qoppartient & P'are du cevele (1) de corde [RC), eontenant A, privé de Beg
e (1B = (IC, danc (1 esl un podnt de la mediatnce de [BC], qui est (OE), )

Mieux ancora, () est le point de renconire de I'arc de corde [BC) de (1) contenant A ; _

D'ois lo centra do r a5t J. el ol fa drcite (OF), gy

. i
¢) res! |a roation d'angle 5 el de centre J, el r ransforme A en P, alors JAP est un triangls Saquilatena] gragy

3a) rose{B) = r{B) = C.
b) e rlcrai=r{J -r]”[ﬂmi' Et%+ﬁ=?.ﬂ'ﬂﬂmumummmhnd'angm _E‘i.
|i 3

g,

* 50il ¥, la centre de ross. On a rosa(B) = C, donc (1B = (1 el mes(CVB., E-E}--%E[zn;_
Donc [ est ke point de rencontre de {OE), médiatice de [BC] et Fare de corda [BC] de () ne contenant pas A i Hl
D'odl rose est la rotation de centra | ot dangle —%’-.

1) Voir la figure ci-dessous.
2}a) Méthode 1 : utiisation de rc' puis e

rx! es! la rotation de centre A, dangle —% ;

rs 5l la rofation de centre B, dangle ——231 :

or 8 i .
_3-T =—=, 0ol fad f' st und symidlre cenlrale.

Puisque nwo rx'(Ma) = ra{M} = Me, alors rao ra? estla symédrie centrale de centra

le milieu de [MiMs]. On conclut done que : powr boud paind M du plan, ke milieu de !?

[MaMs] €5t le centre de la symétrie o -, qui st ndépendant de M.

Dmﬁhmtudumnuﬂlmmmmmna. I_
b) Méthode 2 : utiisation des complexes, '

"8, 8, Z, Tn el 2e désignent les affixes respectives des points A, B, M, Ms &t Ma.

"

® fafM]) =M Aguvaul & z,..+a=ﬂl-"|:z+a}.

F-E W
Ce qui signifie 2, = ﬂz-aii—-ﬁ}:[%nif_ ;_a{l._ﬂ‘_ﬁ.}
2 2]

e —— 733¢ 210 —_-—"/
el
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= e

pitre J1 : Loy idfiries iy plan
—— i

ID-E‘I'HHE e ] _._;-:I 1 ﬁ\ '.J_
g JzdAfi—e F)=|emjXh (3 43
mqjsgnlﬁﬁzg e { ) [ 2 IIJI.-HE"I--—:—..
: MiuMa] @ pour affixe :
milieu 98
= 1 _1..|.i£ I—a l—i£+ —l—-ﬁz+ E N3 B
S| PR I D M U IR i Py = (i)

opstate que [aixe du milieu de [M:Ms] est indépendante de celis de M.
E:miﬂ" da [MaMg] est donc un point fixe.,

g Notons Gue AMM est un Fiangle équilatéral de sens direct, donc. mes(iiM, ME)=Z]2n].

3
Le riangle BM estisocile en B et miﬁ{ﬁ-m‘ﬁ-—z—;[h].m ms{ﬁimh%[n—%“ﬁh].
- m‘,..——,..,,qm‘,m}ﬂm,m;.+[m“a.m;=§+{m.u—m+é{n-?ﬁ.;mﬁ;+g

bigis mesiiM,, . MMg ) = mes(MA , M_E}l+1—;-[2;] ;
o WMy &t My sont alignés si et seulement si mes(MM, MMg) =0[x].
e T —— T
Ce qui signifie que mes(MA. ME:|+E~= 0[n]. Cest-2-dire mes(MA ,MB) = -.E[ﬁ}_
(2 qui se iraduit par M appartient au cercle de diamilre AB), privé des points A 8l B.

D, lensambile des points M du plan lorsgue M, Ma et Mz sont alignés est ke cercle de diamétre [AS], privé des peints
AelB,

A » 1) =RaT(K) = RiJ) =K. ® glJ)=ToR[) = T{K) = J ;

B
1) Tat g sont des composées d'une rotation d'angle 2 ot d'une transiatan.
I w
D'eia1 81 g sont des rotations d'angle dont une mesure esl 3

X respectits K et J.
Ordiaaets i quastion 1), f(K) = K et g(J) =, alors f et g sont dis rotations dangle - et ds contres respec!

L
' K eld'anglea ——.
B}ﬂﬂﬂunemtainnd&cemmJem'angle% gl f - est una rotation de centra gle —

. E":";*‘:'-ﬂﬂrsgﬂl-‘eﬂmennslaﬁm.
1 gof (A) = ) = €. Dol gof- est Ia translation de vecteur AC .
3003 M) = My 6t M) = My. Diods goF'(Mi) = aiM) = My, creste-dire L ()=

: Fialesnest, ACHM; est un paralidlogramme.

2 et BD=+2 . | i
1 S que AC = 8D, lors  existe un unique déplacement quiransforme A €n B

o '_!"':*é_ﬁ . &lors ce déplacement n'est pas une iransiation, c'est conc une rotation.
lmnd:'mm'-lh-lﬂmuﬁnn rmﬁﬂmhnmﬁmﬂeiﬁﬂﬂ D.

[ 211 —i_‘_#
J o __——_
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Chapitre 1 : fsomitries

i prlan 1

o Comme rls) = B el f{C) =D, alors Tangle de r esl (AC B} .

I— 1+i

or 2B 21 _jm argi;-;-[h]. alors mes(AC .ED]:E[E]:] :
AT

Par consequent, 'angle de r est % ;

» Déterminons lexpression complexs de r puis son centre [;
Soit M el M’ d'affives respactives 7 e 7,
(riM} = M et r{A) = B} équivaut a dire que (2" - 23) = (2 - 2a).
Cesta-direz’' =iz-2 + 2.
Or M) = M équivaut d 2= iz - 2 + 2i ; c'esi-a-dire z = -2, Ll i i :
[ o I tentre de r st la point d'affive — 2 Solt -2 , 0. e
2) o AC=D8, d'ol il existe un unique déplacement qui ransforme AenD et C en B,

Or AC =D8 | alors ea daplacement n'est pas une franslation, c'est donc une rotation ¢

L'angle de ' :

L'angle de ' est (AC, 08).
z 1—i , o e

Or Lﬂ‘=ﬁ= —i et arg{—i}= —E[En]. alors une mesure de (AG , DB} est —— .
Iﬁ ol 2 2

r est sonc une rolation d'angle —% ;
» Soit M d'affxe z

rtd) = Met f{A) =D donc z— 20 = -i{z - 24). On en déduit que z-_—%: 5i. D'ol J(0, 5) est le contre dgt.

3) redr transforment [AC] en [BD).

Ur E et F sont les milieux respectifs de [AC) et [BD]. Doncr(E) = Fetf(E) = F.
NE) = F équivaut a IEF estun iriangle rectangle et isocile diract da sommet |,
r{E) = F équivaut & JEF est un triangla rectangle ef isccéla indireet de sommet J,
Dol IEJF estun cams,

Solution 35
1) M appartient au cerclz circonsert au trangle ABC,

Les angles ACB et AMB interceptent le mémea arc gt AME = AN , dlors mesANM = mesACB -

Comame MI = MA, alors AMI est un friangle isocile dont un angle mesure 50°,
Ce qui signdfie que e triangle AMI est dquilatéral

I
2)w AB= AC et mes(AB , AC) = ~3’5{2n} gl rB)=C,
o AIM est équlatéral indirect, d'od rfl) = M.
* | agpertient 4 [ME] d'od MB =M1+ IE (1)
Par hypothése, Wi = MA  (2) ¥
De phus, 1{B) = C et o)) = M, 0ol Bl = MC. (3), '

Des égalilés (1), (2) et (3), on déduil que MB = MA + MC.

T
1)a) » ABC ' : | £l
Jajw est un lriangle dquilatéal direct done, .l {B) = C . Ce gul signifie qua ¢ —a =2 1{b— al.

.-.;_'J

« DEF ast un kangle dquilatéral direct dong, ][E] =F.Donc, [—d= Elig —d}
0.2 :
1

|

e e, 101 172
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Chapitee 11 2 dsomicreies di plan

Sogramme cone ED =GB . Ce qui sa traduil pard-e=b-g Doncg=h-d+a

e Etrﬁﬁﬁd::fn-mmmmgdgm CO=HF Lequisetmdullpard-c=1-h Donchsl-d+¢
. CoFH et x = i 2
el(e—dj+elb—a)=elb—die-al=ed(g_a).

—d)+lc-a= .

& |-,_.-Elﬁ‘[r

_aznﬂ'im_ﬂ!l Eiﬂﬂl'ﬂ& [|‘I =

]{m =H , alors AGH esl un inangle équitatéral direct,
3

® s o b ;
=mfls — [Car com g d'une mtation dangle — el d'una ranslatan),
-t E_,_Iﬁimemtahm&mig P ( pose ang 3 )
1 ; o L ; -

Gl m,gstmamﬂﬁmmmﬂ 3 (car composée d unF;Imlauunﬂ angie y 1 d'une translation)

» [8) = torots(B) = tor(D) = (D) = C. Dol f(8}=C.
» 125t une mtaton d'angle 13‘- etf{g) = C.

g1 le contye de £, QBC estun trangle dquilatéral direct.
Dos0=A.DO0C f=f -
[23)
b e §6) = boroh(G) = tor(E) = [F) =H. Do K(G)=H. |
. I=T ] et {iG) = H. D'ol AGH est un triangle équilatéral direcl.
[
"3

v , 1
f)s = tornest la composée d'une transkation et d'une miaton dangle % Dol [ st une rotation d'angle rt |
' Ay

T n
® {17 = nof 25t une composée de deux rolations d'angles respeciifs ke

T PP ‘angle =
4? 3 . d'oll gy st une rotabion d'angle %
® & =120l est une composée de deux rolations d'angles %E et % = |
in 51 31{- At"l.-'
E’T"'Et—d-.d‘uﬁgﬂsl une rofation d'angle 3" - "'1
2w D) = ={(D) = A) = torlA) = tiC) =B
Conta e, R0} = UD) = A o f[A) = tolA) = tiC)
tTIEAﬁﬂA} = B, donc le centre de f est le paint commun aux médiatrices des segments [AD] et [AB], quiest .
* 90} = riofiD) =y A) = A, o gi{D) = rz0f{D) = r:{A) = A.
ih}gl"‘

Est une rotation d"angle _%1 BF — ¥_% = ¢ , alors guogi~! estune symetrie centrale,

Or o111 -

mﬁ Al 9D = A, alors A étant invariant par gaogr-!, A est le centre de gzogr.

e o o VA= 0A) = Ad, alors A= ulA), st i A estle mifleu de [ArAG)
L] i

s o B
5t une rotation d'angle % Elgi(A) = Ad' et g{D) = A, alors une mesure de 'angle (AD, Ay'A) esl 7
D iy

=(AD, AR+ (AR, BA, "), alors une mesure de langle (AD . ARy ) est R

.&]i_.__ s - s T 3“1___1._
‘“Mﬂ::m.mmm,m-; , lors une masure de Fangle [ (AL, A&, ) est == 75" f
\% Page 213 e —— : ‘:;
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Chapitre 11 : lsométries de plan

On conciut alors que Mﬁmﬂuﬂ{feﬂ {ARt). Fnalemant, A’ est urla [Ensents ﬁF‘-E{r'.
_ L S
4Ja) o Notons que (I est Fensemble des points M du plan tefs que "‘ﬂﬂ’m-‘-ﬂ]aﬁz] Bl =

I-:é.:r\\:.
|.'1 :l‘.liz : 5]

X i
2 mg1tﬂ}=ﬂﬂ9lﬁfhmhdmi de canire J, une mesure da langls [Jﬁlﬁ:l oy &

Dol J apparfient 3 (). ;
» 0:{D) = A el gz est a rolafion de centre K, dangle Tx.ﬂmmmx&dﬂs—w&ﬁ R"-!I;

Cmnr—%n=4£[nj.ahsﬁawarﬁmlﬁﬂ‘}. .
» gi(D) = A, d'olr J est sur la médiatnce de [AD],
g:{D) = A, e K est sur b médistrics da [AD].
Or cette médiatrice de [AD] passe par | et rencontre (1) en deus poinls distints, cul sort damétralaman
Et comme J et K appartiennent 3 (1) et a la médiatrice de [AD], et qu'hmdisﬂnch.ahﬁhrh:m&%.
ci-dessus. D'od J et K sont donc diamélralement opposés. S oy

bl Les angles ADB et AJB interceptent le méme arc du cerce (1) de corde [AS]
Do &5 ont la méme mesure. Une mesure de Fangle (T4, J8) mm%.

Or g1{A) = Ar', alors une mesure de Fangle (TA , JA) est {-.u‘u‘: (IR, 3B)= (3K, 1.

On peut donc conclure que Ay’ appartient 3 (JB).
Construction des points A ot A"
A" es! le point de rencontre de ka droite (BJ) el la tangenie & () en AL E1 Ay’ estio syméinique de A1’ par maoer 24

Solution 38
Sait M{x , y) un point du plan,
* M appartent E i et seulement si, i + ] =1. Ca qui sigrire que 1- ] = .

Ce qus equvauta ([y|= (1~ )" avec I 51):pus 3 ( y= (1 J)° 0w y= it )7 svc ] <11
Donc E est la réunion des courbes E1 d'équation y=[t—,‘lﬁ]‘}z el Exdéquation r:-{pﬁf,m-lﬂ:st
-mmme.ﬂ&mlmﬂmmw&rm#ﬁaMm

U sufft alors ée consinie E:. pour avoir Ez, don E. Posons aiors f(x) =(1- )’

Pmrm-éaj: appartenant a [-1 , 1, -x appartient aussi 4 [-1, 1) et 1{-x) = f{x),
f est donc paire, et par consequent, sa courbe est symétrique par rappod a laxe des ordonnées.
Il suffit done o' étudier ia restriction g de { dans [0, 1L

Etude de fa fonction g telle que ofx) ={1- /)" :

ox) - g0 [ E]

rlﬂ'l e T E'l'l 1— =—

g 5 g2 JxI

g est donc pas dérvable en 0, et méme, sa courbe admet an son point d'abscisse 0, une demi-iangere vercak

gﬁ!dﬁﬁvﬁhmﬂ,ﬂatmhﬂr&eﬁdﬂs]&,ﬂ,ma:ﬂ;;:zx_::.n-.};;:%:-“.
2 X

Or pour fout réel x dans 10, 1], on a g'fx) <0 et g'{1) =0. D'ols g est sk : 1

o bt adh Sl g(1) g element décroissante sur 10, 1}
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{ Ih”iﬂlff .’f ¥ h'm" "I"J. Il“'l'f"llr.l SR
ar

gensidérons las points I{1, 0), J(O, 1), F(-1 , 0) st 40, 1),
5ol s una isomérie ka'ssant E glosalement invarian,
& Fansfrme le sagment 'l en un segment da méma langueur, avee

Donc s transforme [IF] soit en [I1), soit en [A), car sinan Ia fo sll) et <iT) apparionant 4 E,

i ngueur da mage da 11 par s sera infidieurs & cells g
Donc la miliey de O de [IT] est transformé en ke milleu de JIN) ou de {1y ; .
Dephﬁ.ﬂﬂﬂiﬁ[gﬂw (1] TJ ou si)=F ou sfl)= . [, qui est O, Dot 80y = 0,
Puisque 5 kaisse O invariant, alors s est solt un déplacement lalssant un ool nvaria -
Sail r un déplacement laissant £ globalement invar : fl, scit un réfiaxion.

|;.| e deép glo nit invariant, r est une rotation de cenire O ou alors Fapplication identique
Sinfl) =1, alors r est l'application identique du plan r sl :
Siril) = J, lors r=r[ 'II " o Rt pl e ]

n.x

Fl

sinl) =1, alors r =80,
E'lﬂu'=lll'ih:i r="|ﬂ "I:]'
.--z-

Lelecteur vérifiera que ces quatre déplacements lalssent E giobalerent invariant,
* 5oit 5, une réflexion laissant E globalement invariant. 8, (0) =0, d'oli O appartisnt 4 A.
ﬁﬁaﬂ}ﬂ , aiors & = (Ql).
318, =1J, alors A est la premiére bissectrice.
S S4M=1,alors A= (OJ},
S 8,(h= ', alors & est la seconds bissecirice. _
Ll;[ﬂda; vésifiera que ces quatre réflexions laissent E globalement invarian
mﬂr sometries laissant E globalement invariant sont :

| r'ﬂ ‘;'] | r[u...ll‘ S0, Sio.7)" Staz=n © Stay=-n

3

]

Dﬂﬁf st parallele & (PE'), de méme (08') est paralléle & (PA).

D gl 5" est un paraliélogramme. On en déduit qua OA' = PB'

Tha 0A)est paralisie & (PBY), d'ols aprés ka propriéts da
EEEIF'F"'WEEHU mﬂm E'AB. ona: EEEI=FEEI£1 .

C B

':‘“Td;?:a = OB (Tapras 'énoncs), alors, on déduit que BE' = PB.

ON Dot g . B’ = PR’

Do o S CONChINe qua OA' = AR,

dﬂ'l'll: .?n Eﬂ-ﬁf =HR' -

Leg I E:ft& Un uniqug déplagement r qui iransforme O en B et A'en B

* 04" et B soni diﬁér{ts_ r n'asl donc pas une transiation,

u Page 215 _#
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mals une rotalion,
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0 fagiihe 1F o lesimmitfafin ol getog

" il I|||||I- [HT1E] ||r|||||||i diiliwllini o I||I| T rII”““ i) i 8 il fifi ]

R T R T A T L ]
TN L L S T A T O LT T

U0t | yovsighon oo g ] 1o (00A T3l
o |t A ot D g aigilois b @ ol C3 il 0 aaatnine b gaitre i 18 ol

I wbutnn e piasda vl o ool o dnla g ALY AT ol o a8
A il

I ==
MI nl fly

W1 il whiars AL - th" il (Kl = il Al
AA L

Phigies ALY = AR il TR = ol ae, okl foliie o=

Eln ol amon e ot o ool AA AT ATE AR <00 wl (GRG0
i Al Doty ot o (00, AK') el (AT OO ol 0 ailial dles (T8, AAC) il {1, CUR) framt 38 = €415 ad !« 1
Wit woten, 0N = Do (E000) AN AHEA'Y, AR = Dt e, ') 0F g = £ (T e 1) = 5 4

o (100 = il N = 0Lt bencditbia €0 tlen g oind ey oo daammmininng e frodedlotiie s sy Tt [0 o
[l Toa ool hin g el on s 0o o v Jin 0 0 g 110 i fileadigglay £ AT il i

A o Ay = I, ol (EAAT G = oo {TOA  OR)

Gt (A" O = (OA | OR) , nloin (EIA" CIF) = o (ORY 63,
|t gtk €3, A b1V I'aril e pllpntn, ot olnls (0, A', I ol O sl sk pos

1) ) 0(A) = Iruidn A) = Hnh) = 1
Can pestnpaiejoiee epuiee Bl = G, o'l Do driansgglis MG ol pctingie of lscobfe an 5, de sone dins),

Bip Fan vl iy gealinbiony i onipg e ; ol s ¥ el i rohenlboniy o pgghey

R N
it i g ?-ﬂ,nlmu 1 el 1o Deansislilivin)

0 TEA) = €, ok 1 nad b barshdion de varkne AC
a) Cirra TN = Pl s WAi) = Padld) = My
(i M,M; - Al o) et oyl WA ol n parallabkagaimne,

JJa) BB ks cantibin i (lRasridslren [ATV il 1A = Reul A, 100 1 5 trtl] bin ity
flea dllarndsbier [F{ADRO)), cheonits | cond few Eavprdee el eBanniteli [145),
la} #srevel fen apalnesta iden SR el o vand B gl clen P30, b o egordn e odheardonien s i

Pnilans dliniviy ben Iylaargghe ADBCE, g e dein, Al = :-"-.-r.l;.

o) |H; ;H!M.il i) |H;. :Ijl.,r'j |.,-...;|.I N ol e Flinggen ther Wy fu I-rr;u'r'

OO v M (06onE 1, My bl |, 100 cemmmmn 15 s b canteden iy oot i h chs gy i, mhors | dkhial s Eein L
oo o gt B frmvnlosbeary dhen vt At "';f": o Tl vl o vaoridin el cnglr fa mld oy o,

Na) '~ " W0 =y Al Kd Wy)=lp D'l 2" =12
Ak Lo wdifeemarn e enens {3 (01} Pronanme M(E 50 on (e, ) balldjun o = & ol = oy,

Magdavienm g Toem o o gladlin,
Bl 0 F e 2, e et i g, M= bA) il 2y ol B4° = (ML) of i 2

it By o i il '3y, D'edi ' = |2

B b ehario Jal st el avistleinn camapdininn 2 = 1, dleais Diom aet) bos bbby o abe conbin £ ol o gl ; i

e T S e e m— I'ﬂl.l' Z1
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r Chapiire |1 Promfirics dy e

_—yol
" ot 0
e

 dors 1= ros, 0l 5 es! la réflexion d'axe (0 :7) atr est g rolation de centre O el d'angle =

1) passe par O, détarminons la droile (D) tele qua ¢ = oida

- i ™
e (070) par la rotafion de cenlre O et d'angle o

midre bissectrice, c'est-a-dire, |a droile d'équation y = .
o5 alors f= 50505 = 5m). "

3}“; ’Hhmrst:gl:m - ' i

MM dg‘aﬁ'iﬂ;mpni"t du plan, M: = {{M) d'affixz 2, et M' = g[My) d’affixe z'

508 ;1=i5 gt z'=izy+1+i.Doncz'=z414] D'adi Mécriture complexe de testz = 7 + 1 51,
ﬂ“; nedquent, | est la translation de vecieur d'affixe 1 +i,

" I 1+z" '_l"'i“'-l‘-lll-l-i'!-l-i'_il' X+y4+1 x

- = s = +y+1.

El,up.;nﬁapnuran'i:.e 2 5 - + =
onrETATUE GUE ¥ =y, D'l le point K apparfient & la droite d'équation y = x, pour tout paint M du plan,

m ient & (C] danc OM = DA - _

1) appariient ol

]u appartient & (C7) donc O = O'A,

(o 04 = O'A (car e trigngle ADO' est isochle de sommet A, donc OM' = OM.
| mitte donc un unique deplacement qui transforme O en 0" et M an M

sz comme Ie veceur OD' est différent du vecteur MM’ ( car sinon on aurait OM =0’ . Ce qui est impassible car

lI;II“'-“”
pyest P
Im.ml: [ 1|

.:ﬁilm‘-];—%[in] .}, alors ce déplacement est une rotaion r.

—

(Vpu il eazste wne unique rotation rqui transforrme O en O et M an M. —
Sonangle st (OM ,O'M') dont une mesure est —% 7

Soncentre est B car BOO' est un trangle rectangle isocéle en B ef indivect
£ Nestle point d'intersection de (BN) avee (C) aulre que B.

"Nlestun point dinlersection des images da (BM) et {C) par la rotation r.
Crfimage de (C) est (C') ot limage de (BMN) est (BN'),

iors 1(N} est B ou M (puisque (C') et (BN') se renconirent en B et en N’ uniquement).
Howmme fB) = B et B# N, alars r(N) = N

N N S A

Partie A :
HI‘BH +1I _BH{EI ‘—'-1} EE'. |:|

I ;
e Testidine et divablo sur R, et pour tout rdel x,on a: )=

(e* +12 T

W
| Dome f est strcternent croissante sur | .

Mgape. o
ml';.ﬂr_“ ' =0,donc fim fix) = I'nn~x—_1=-1.
= H—t— x—0%+1
Bt |m g2 % —1
- =+mr‘h'm i — rﬂ'ﬂ ——=1-
e g Hb1-:a|]+m I—II'TM fix) a—toa X+ 1
% Variation da
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Chapitre 11 @ [soméiries el plan

bje I" asldﬁfmhﬂwﬂnlpwwmm:mn 1 . :
] 2e"(n" -|-‘|:|'*r 20" (" +'l}:-c19 - 2¢? EE (1-8 ].
P (e* + 1) :e PR S

26 }l].dunclesighed-ar"[n]rs:neﬂuidﬂ—r.
e 41 _

- <1 el Am1-e'=nsiet5ammlg sin=0.
%E&%ﬂ?lﬂjlfﬂﬁﬂﬂr"{ﬂ?ﬂ,mlﬂm:? 0,onalf"(x)<0elf{0)=0.

;
a uumqmﬁu}=ueu-{m=%.mmmequawdﬂuesty=E:-

Pour toul réel ¥, on a

D'aprbs o qui préoida. f* est croissante sur Jee , 0] et décroissante sur [0, #ea[.
Donc f* st majorée par ['{Uh:% sur |,
Ajrrsi, pour tout £ =0, dapnés Ninégalild des accoissements finls appliquée & fsur [0,x], ona:
f{x)— r{u].gin—n: Gestdire f(x) < x. Con (CY st au dessus de Tudans ), g
pour fout x < 0, d'sprés linégalité des accroissements finss appliquée 3 fsur(x, 0f. ona:
fo—1(x) 5%{0- x) . Cesta-dira f(x) 2%1 - Donc (CH) est au dessous de To dans =, 1)

¢) Daprés | question précédenta 1 s'annule en 0 en changeant de signe et {0) =0, donc Fongne O du repém ey
point d'inflexion & la courbe de f.

2)a) Mantrons que f réalise une bijection de K vers un intervalle | de R que nous préciserans :

Puisque [ est continue et sticlement crofssanie sur [ | alors { réalise une biectionde R vers [={(R)=]-1,1

b) Montrans que g{x) = In[ :1

Scif xdans }1 , 1[etydans R, __.:',1 &
¥ ¥ +
gitj=y < Kyl=1x :!—1-—1 = -e"=1+—[ = r*——h[‘—:].
¥ +1 1=x
Finalement, pour tout x dans |1, 1, on a g(x}= h'l[l—:
3) Construction des (Cd et (Cy)
Notons que les droites d'équations y =-1 ety = 1 sant asymptotes 4 la courbe da 1 et que les courbes (Cf et Gy sri
symélriques par rapport 4 La premiére bissacirice. (Vioir les courbes (Ci) et (Cg) sur le graphique ci-gessous).
4)a) Expression de Un:

-1 fi=1
saunumarnmﬂmm.u,,,:J;TmH}u:—J;Tmn—m

Pesons u'(x) =1 et vix) = Inf1 +x), pour ux}= 1 + x el v1:_j=-i_:—.
X

Ona: ‘Ln-;ilr{H e = +::|n:t+131:_71 -fanm =[E“'"'l|r{m"""]_ =t
n

Posons maintenand, u'(x) = 1 efv{x) =In{1 — ), pour ul)= x - 13“.;:}:_L

':""35f_"-"'{“‘-!'[]fix=‘ll:-1‘,|lntt-x':]::_— Hm [ H ]__-'—-"'——1

Dod, U, = [In 1H&1 1]-_...E’1+ ,.,1 [ : ]

Irtn
n

. Page 11 —_/
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Chapitre 1 : ométrivs du plan

n-1),. 2n~1]_m
Ldﬂﬂun=f n n n -

o lalimite & (Us} et Interprétation graphique da cetla limite :
el 1] (-1
]gz, im == =2In2.

Fi
bl

o=l
g

f==tos n
n

' H-"'*:':'

lim lr—m-=ﬂ.alnrs lim U, =2in2.
M—+20

jjﬂflli. comme PR |

— fim =1y el que la courbe de g es! au-dessus de I'axe des abscisses dans Mntervalle [0, 1], alors
] getoa M

im Uy = 2in2 estlaire en unité d'aire, de la partie du plan déimilée par 'axe des abscisses, la courbe de g les

"".HI Jéquations X = Delx=1.

Parlie B:
5ja) Nature de @
Notons gue OA n'est pas un vecteur normal a (A). done @ est une syméirie gissée.
) construction de (G4 :

003 (G4 = ToSIC) = TICs). Donc p(Ci) estle transiaté de (Cs) par fa translason de vecteur DA,

o

Facey, e st

Bla) vérification que (O ;& ,&,) forme un repére orthogonal du plan |
Puisque & o 8; sont non nuls et E,.E,=1x|+lx{-1}=-ﬂ.arms {0 ; 8, . 8;) est un repére arthogonal.

) Nonirons que dans Ia base (3, , 3,), le vecteur OA se décompose de fagon uniqus sous fa forme
ﬁ'ﬁ“@ ol V] et V, sont des vecteurs collnéaires & E, et d §; respectivement, qus nous préciserons :
Plisee o ; ; o da
i (€1 ,8;) estune base alors le vectew OA se décompose de fagon UNiqUE COmime combinalson néaite
B et g,

OOk ~28, 43, donc OR se décompose de fagen unique sous & forme DA =14 +13 0l Y

" Wontrons que Vy = 2HH' et déduisons en que T=Tio5'05

=ﬁ1 gl E'EI'

! HeA ¥=X ot finglement x =y= 2 Donc HiZ, 2}
Sugposons My v, ; At 0
Hix . y). o aura ; {fﬁH]J.a'i y SN [{:-—J}*'r[!!'i'ﬂu—” .
De miey Hea' [ W=y'=1=0" o frolement x'=> el y'=7.
& Pour ¢ v ona: ‘esta-drs | | e 2 £
{ .'I'];IDI'IH. I[AHI]LE.JEE.E {:_JJ-.I-“'—“—H

“-E__ Page 213 —_# |:|II
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o1
O e o MHY A pour coondendes 'y |] Done Va o o

AN A lﬁ II; b Illul:_- o T 1,‘1 ¥tk ll,".liﬂq;., T',,..“l.ﬂlll'

or 808 . Th. oo A el sond paraidles, alors T 10505, ol Ty ast 1y [ arvsl

o) Moatroas que @ = Twod"
NouE avong @ 0 Tos » TioB 088 = Tas'

iy Yk o
= LIt

Thal Moatons que ABB'A’ e3tun reclangle ;
- (A=0=(1=-NuZe| g oS- 20d) =24
Posgue o -oam - 2n, vy AB - AR &mrﬂﬂﬂ'ﬁ'mmmralldbﬂmnnm
Onascesi AR h"':ll_'ﬂ 113“ |_“i'i. J50 ot

BA'w |2y, — 2y 1310~ (<24 40 = |5 - 5= /50

Puisque AR' = BA', alors ABB'A' est un paralitiogramma donl los dingonalas ant 1a méme |
Fnalament. ABS'A' o3t un rectange, T

b} Equation de (A):
S = A7 donc () es! la médatrice du sogment AA].

m-a «8) o5l un vecteur nomal 4 (A} qui passe par I[—% .1}. millleas de [AA']

Don: una dquation da (A) est —3[:-1-%]4- By —1) =0, s0il 2x~dy + 5=,

t) Montrons que :‘=[-§-+§i]i+ A=t
SotM(x, y) daffine z ol M3’ , y') d'nlfive 2

x4 x vy
i - -3k} - 5=
Ona "ﬁ:‘fliﬁ cest-d-dino . 2 ] 2 }+5 udunc {h:l_:‘hj E{E}'+fkll-ﬁﬁkﬂl
X- K== el y'y =k K=k=dkely'=y+
h-:i:—i +,! "'=E“'!F"‘1
Danc 15 157 3 . Onoen dédui alors qua 5 8

w3 oty = yop Bk y'q%1—§p+2

. 4 3 [:1 4 1 4 3 d] .
"ﬁ:.:_' — —.1 e I: e el | Bl T v —_—T = |- —_ -— 2'—1
(5;+55r }+[5: Sy+?] 545I]: I[5+5I]r =1 [5+Ei|: Iy} +

Eﬁrﬁuhnmmux'u[%+§i?+ﬁ—i.
2)a) Afixes do C ot D
6 B)— [ G 8
Ip = -E—rgll Ty b—f= —g-g]{l-f'ﬂ]-l'-ﬁ—-l':?-ﬂ
B 8)— 6 8
ol Ip = *E-Eillu +5=|= —Euaglll:3+ﬂ--l-5—l=-3—?il.
b} Montrons que C ot D son les Imagos respostives da A" ol B'parh
h es! Mkhomathétio da contra

£1 ot de rapport -2, done son BEpry
Clest-didire 2'=-22 + 31 4 ),

Limage par hde A' & pour affxn : 202 + 4)) =78y
Limage par hde B' a pour alixo ; -2(50) + 3(1 + hed-Ti=g,
Donc Gt D sont les images respectives do A' o &' par

s8lon comploxe ost ; £=(1¢h=-2z-01* ]

e LT P
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Chapitee 1] : ioondirfes oy pelar

pm—— carachéristiques de h' et expression de 2 on fonction de 24 -
¢| E

1
i re £ d'affixe 1+ [ etde rapporl ——,
" ﬁ"muthl!'he di cen 5

e ) = M, B3 2

S complexe def: _
Hal -;nd'af&:e 2, P draffize 21 son image par g el M’ d'affixe z image de P par b,

oMU O
| g 8
Mgisonadss =

omah) =M ' DU, I,
- _..E—E]z+ —1 el 1_-EE1+E{3+3{"
o M8 Bz ys—ilsd M54
IE‘B'EU'I que I ='—-1-'“—5 5']?"‘5 |]+ 2{3"“ 3“—[5"‘3"}1-}5—1_
. L R

h;ﬁam‘ndnfel construction du point P, image par g d"un point M :
zvbs o5 questions 1)c) et 3)a) 1 est la réfexon d'axe (A).
gnaf=h'og,donc g = hal el F = g(M) = hif(M)).

; 1 i :
(14 = =52, = (1+]) . Costdre =22, +%¢3+aq.

Qanc, pour construire P, image par g d'un paint M, on construst d'abord le symétrique orhogonal My de M par rapport a

(a). Pest alors ['mage de My par Thomathétie de centre (2 el de rapport -2.

FE i e o Pt s e e

A)Plagons les peints |, J, H, A, B, C, D ;
%) = Eestle symétrique de B par rapport 4 H, dong
T+ K
IH"'_-E_‘IL-D'ME g =23H—23—2+2'i—%—-|"%+|'
_ * Lapemendiculaire (DF) 2 {DA) passant par D a pour équation
221 Nors = -1,

b lordannée de F. Les droites (FC) et (AE) étant pemendiculaires,
i g E?-,I,—'E_tu_ _ .

Cestdgira (-1 _n].[%_z]+{h = Z)1=0)=0.

On eny it 3
Eﬂduﬂmi+h_2=ﬂ_|}jnn b:.I._

2
M— Page 221
-
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Chapiire 11 2 diomdines afur gl

1
En définitive, :.c=r1+-§i-

K d__ —-_"ﬁ-i- AB =1 = = —.1_ 1
:I'L'JA=|E.|.|=E L-E#IIBI=|E+{_1HE+1— 5 !H El.l E'I‘-iaJ;:ti‘i
1
U::{ki:E W:]IF[=‘-1+E||—1|I1+4 2 IIF ’:l 2 __.E:igi

On consiate que OA = OC, OB = CF el AB = OF, donc les tiangles OAB et OCF sont isomeélnques,

BJ1) Notons O, A et B’ les images respectives de 0, A el B.Ona:
. ;n.=—iE+E:I=EI=1,: v 7y =-izy +A=-i2) +d=0=2,

. 1,=—iz_a+ﬁ=—i[%— ]+E=—~1+%i=¢.

D, {0)=C, f{4)=Oet fB)=F. |

2)a} Soit M &t N deux points, M et N' leurs images respectivas par .

MIN' = oy — 2| = |2 + B+ 2y — 2 =] -2y — 2] = -l — 2] = |2 — 2] = N .
Puisque pour tous points M et N, et leurs images respectives M' et N, MN' = MN, alors f est une jsométris.

b) Soit Mix ) un pointdu plan.
M) =M si et seulement si, 2y =—izy + 2i . Clestdidire x + iy = -ifx— iy} + &,

=0
Coquidouivauld :x & y+ilx + y = 2) =0. Ce qui e traduit par le sysiéme L’:f 9 Ce qui est impasshie cr

smnan, on aurait 2 = 0. On en déduit que f ne sisse aucun point invariant.

&) Puisque [ ne larsse aucun point invariant, alors f ne peut &ire une réfexion.

el soit une transiation de vecteur non nul, soil une symétre gissée. Or d'aprés son expression complexe, [ ne paul
&tre une trans|ation. Alors | 2stuna symétne glissea.

3)Le vecteur IJ apour affie -z =<1 2L

# Done Fécrbure complese de test 2 =z -1+,

e L'éenture complexe de t' esiz’ =2 + 1 -j,

4)a] Sait M un point du plan d'affive 2, My dafie 21 image de M per t- et M' fimage de My par £
Onazy=z+1-i el 2"=-iz +2i. Onaalors

z‘=-4':+1—i+2t=.-i:i+1+;}+:ﬁ=—5-—i+1+E=-i§+1+i
L'ecriture compéaxe de s estbel el bien 2'= =T 4141,
bjwe NﬂMsiHI les images respectives de | et J par s.
Ona: zp =g +1+i==ill) +14i=1=7 ot Zp =2, +14i=—d-)+14i=i=2.
Donc | &t J sond invariants par &.

= On remarque que 5 est une composée deux isométries, donc 5 st une isométrie.

et yafse aumoins deux disnct imvarani. AlorsFensembie des poinis nvarians par s estsoi i dae V)

Or d'aprées son expression complexe. 5 re peul e anolical : . e pATS
ne peut &lre le plan. Cest donc la droite [IJEE{I SRS AR 4 orracio o e

Puisque 5 sl une somiiie T _ " :
&) Pusque 5Tr:1 -1, lors lﬂ:ﬂmmmblﬂ des points invariants est la droite (1), alors s est la réflexion d ane )

Donc fesl la composée de fa réflexion d'axe (L) ef da la transiation de vecteur iJ.
Done fest la symétrie ghssée d'axe (1) et da vectayr [

e ——  "3QE 112 —‘/
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PLANES RLLTEE '

(7 ? . SIMILITUDES p
| U4

= -

v

apitre P désigme le plan orienté,

A. Les similitudes

As - Définition

pent 2 €1

gmiitude du plan est une application de P vars P, qui mulliplis jag -
I[:Epea test e rapport de cette similitude, "Pli les distances par un rée sirictement positf i

fautesternes : une application s de P vers P est une similfude de rapport points
g‘l’. fimages respectives M et N' pars,ona: MN' = i MN, FENL R Mellau

Az ~ Exemples de similitudes

Lesisométries sont des simililudes de rapport 1.
hamahite de rapport k est une similitude de rapport K

A; = Propriétés sur les similitudes

Fe| » Toule simiitude de rapport k est une bjaction et &g réciproque es! aussi une similiiude de rappont -:- :

|
* Lacomposée de deux similitudes est une similitude de rapport le produit des rapports de cas deu similudes. 11
Fi)La imitude conserve les écarts angulaires, le barycantre, 'afignement des points, le paraliélisme, |'orhoganalit, il
kskrmes des fioures, le contact, les milieux des segments, . . .
Lz simiitude 5 da rappert k multiplie les distances par k el les aires par k2 [
Elie raraforme una droita an une droite, le cercle de cenfre A et de rayon B en le cercle de cenfra (A} of da rayon ]
KRetun mange en un iriangle qui lui est semblable. 3 I
oo 0G5 similfudes conservent les angles orientés, ce sont les similudes drectes ; daures inversent le sens
endles orientiés, ce sont les similiiudes indirectes.

Bty _
*lesuite, on se limitera & Pérude des similitudes directes.

B. Similitudes directes planey

By - Définition et éléments caractéristiques

ll}r:ér.ﬂﬂm ;
Sty - |
En d‘amh:mw Plane est une similitude qui conserve les angles orienlss.
Hing % une similitude s est dite directe lorsque pour tous points A,
"Especy, - _— =T |
Ermplag. B\ C'et D pars,ona: (A'B,CD) =(AB,CD). \
: Lﬂﬂﬁ"ammm &l Mhomathétie son! des similitudes direcles. I'||

B
&*m: '?‘_'l_i similitude directo -
“Mitude ditecie plane, A et B gtant deux points distincts dimages res

N Page 223 _____—————-
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Chageiare 12 Shmilitweles direcies plases

5 AD) estconstant, Samesuna 18 dépend pas du choix de Aot B

Langie (

Cest Tangle de la simiitude dinecte . _
o B est une mesure dé Fangle (AB, A'E), ondim tout simpleiment que s est une semidude d'angly g,
unhd'umshilrl’udld :
;L:l-:uﬁmmﬁ:ﬁrd&damppmtetd'aﬂgleﬂ.
i k= 1 ot 8=0[2x], alors s une ranslation. .
Sinon, slors § laisse un seul point (2 invariant. 1 est appelé le centra de la similitude direcle s,
Propriété et définition :
gﬂ;wﬂﬂ:ﬂﬂtm piane ce mpport I;.decmh'aﬂetd'angleﬂl_
Sk . DA e
A’ 5i el seulemenl S, _HI=H el "‘Eﬁmm?;ﬂ{zn].

5 transforma un p:ii.ﬁcﬂ'félm:danmmpu'nt
maamumﬁwmusﬁmiimnm 5,

d'une homothitie et d'une rotation :
= homothétie da rapport k différent de 0 et 1 de méme centre 0.

Si k < 0, slors roh et hor sont des similitudes directes de centrs 0,
de centre 0 et d'angle B.

e Soit sune simiitude directe de rappart kK # 1,
Molons rla rotation de centre 0, d'angle B, et h Thomothétie de mppﬂrlh:darmh'eﬂ.
ﬂlla:s=mh=hur,celtaé:ﬂmaeﬁrah11mréduﬂedea

B, — Expression complexe d'une similitude directe

Une applicafion s da P vers P est une similiiude direcie 5l el ssulement si, son expression complene est 50us |2 fome

Z=az+h, ol aﬂhmmmmmhmsalaestdiﬁémnldu&n.
e Sia= 1, alors s estla ranslation de vecieur daffxe b.
« Sia# 1, slors s estune similitude directe de rapport |a[, d'angle argia) et de centre Funigue poit imvarian pers

B; - Composition de similitudes directes

Soit s une similitudz directe de centre 0, de rapport k et d'angle B.Hs'mmedimdﬁmnﬂﬂ'.ﬂﬂﬁm”
d'angle &',
o La réciproque de s est la similitude directe de centre {1, d'angle -8 et de rappori .

gt dargle ¥

. E_I:I:'=1 et 8 + 8 = 02m], dlors s08' es! une translation.
Si k' 21 ouB + i n'estpas un mulliple de 2, alors sos est une similitude directs de rappart ik

e Page 124
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__Chapitre 12 ; Similitudoy Airvcies planes

ERCICES POUR COMPRENDRE Le COURS

- Construire limage d'une figure par yne similitude directe plana

ﬁﬁ%ﬁ‘wﬁé do gens drecl.

ABC0
Corsinuire son ETags par la smiitude directe de centre A d'angle E el ranoord i‘E )

B et D' les images respeclives de A, B, C et D par la similitude diracte 5 de centra A, dang‘e -

el de

apport +f2 . Comme A est le centre de s, alors "= A
De faon générale, soit M un point du plan autre que A, et M son image par s, ona:

ai = AN2 et rrﬂslfAM AM') = —[?11]

Cieshadire, N eppartient au cercl de cenlre A et de rayon AMV2 &l mes{AM E}:I[Eﬂ
CRR oY

Depius, AB'C'DY estun camé de méme sens que ABCD.
Il suffil dome: d'@woir limage de B ou C ou D pour construire ABC'D',

Remarquons qur & M" ext image de M par b similitude directe de centre A et d% nple
trizngle AMM” est rectangle ef socéle direct de sommel M.

Exercice 2
ABC g8 un Iriangle rectangle en C et isocéle avec meﬁtﬁ,ﬁ]: E[E::]. i
Consinire limage de B par la similitude direcle de centre A, qui transforme C en B.

I e e rapport d"E s itlors fe

Saits a similkude directe de centre A qui transforme G en B i

Pl F 1A |
SN rapportest = o —1-T~_JE et son angle =5t mea(AC .:’LB:IE—%[E“]- y I
(3] - ;

4 b
L

:I

hlﬂ'rﬂ'ﬂﬁ‘aﬁdeﬂpafs.nna: AB'= AB\2 et I'I'IE-H-"'.E AR} = - —{2s].

I

Derc
Estle point du cerde de cantre A et da rayon ABWZ tel que "15{"'3 AR’ ?““hl

) I
Arquans que fy triangle ARB® est rectangle isocéle indirect de sommet B. l 1
i

2-
l = Déterminer Jog éléments caractéristiques d'une similitude r.-nnnarssanr son centre, un -
'| point et son image .
Uniny |
|
| ABCeg, '
n | k
- iangle Fectangle en A veriflant mm AC)= —[E-p;l [AH] est une hauleus dem trigngle. .

i Sidbre |y
l Eélemferﬁq SiMilitude direct de centre H qui transforme A en B, "

:r fpport, son angle et | Wnage du point C.

LM_ PAGE 27 me—
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¢ hapitre 12 : Similiiudes direcies planes

s 50il 5 la similitude de cantre H qui ransforme Aen B:

e st 5.
Son rapport est: E:’—q'-'i =_"_. el son angle est (HA .HE) dont une mesure 9

HA  AC  tanB

» Pusque HA = AB &l mes(HC ,m}s —;-[E'rr] alors L'image de G par & est A \
HC AC

Exercice 4 —
ABCD est un can vérifiant mes{BC ,BA E—E[E ] ot D st le milieu de [AE] et [IC]

1) On considére la similitude directs s de centre | qui transforme AenD.
Déterminer son angle, scn rapport et Timage du point C.

2} On considére la simiflude directe 5; de centra lqui_'lrans.'lurme O en A
Déterminer son angle, son rapport et 'mage du point E.

3) Construire lmage B de B par s et image Bz de B par sz,

N2

= e T D ™
1) » L'angle de & est: (1A, D) donlune mesur est et san rappert est i e

= L'imaga de C par 51 estE.
2} 5z 5l la réciprogue de &1, done ;

& L'angla da &; est -% et son rappart est JZ.

s L'image de E par sz est C. o
3) » 54(B) = By. Donc 166 est un tiangle rectangle isocéle lm?ctde sommet By.
 5:{8) = Bz. Donc I8B: est un tiangle rectangle socéle indirect en B,

7 _ Déterminer le centre d'une similituda directe connaissant son angle, son rappor, ul
point ef son image

Exercics§ 1
ABCD estun care 02 sens direct de centre 0. On considére la smilude directe | de centre D qui transiorme Dente
g ka similitude directe qui transforme A en B el B enD.
1} Déterminer les angles el rapposts de fed g.
2} En utilisant les nombres complexes (on ulilisera un repére judiciea), Déterminer

a) lNmage du point A par f. b) Les images de C parfetg

cj Le centra de g.

1) « L'angle de f est [DTIj .E} dont une mesura ast l;_ el son rapport QE 1

ot
—— 4
o Langledegest (AB,BD) dontune mesure est GTTE etsonrappon 22— _ 7.
™
2) Considérons le repére orthenormé direct (A : T, ), ol T=£E"‘E‘=lﬁ et =D ,adlantle chll 04
a a

Ona:m=0; z=a; Zc=a{l+i) etzp=ai,
a) Soil A' lmage de Aparf,ona:

=
IAL—ID=‘I.II|§E "[Eh _ID:I dane Iy =--“-|—i]zn +=t| = —|In =-=E=IBLEI|I'“: [{M =E_

e e B R
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Lhapatre 1.2 2 5oty dircetes plamgs

rmagadeC ri
T di g
_:n,__ﬁe'l'.lc —2p) done zg: ={1+i)(a +al—al) 4 ai = 3.y 24

-Zl‘lﬂi'mx fC) = G symétrique de B par rapparta ¢, '

FeatC" Timage de Cpar -

L . [ ]

— B
maw_zasﬂﬁﬂ 4 {zﬂ_lﬁ.: danc I‘LT '_'{'_1'_*"'-“3 +Eﬂ+ﬂ.= 5.
o que giC} = C" symétrique de B par rapport & A,
g &t 0. dafixe u, le centre = 6. 3 c
. ol
I:h'IEEI{”'FE'Em{m:ﬂ‘mqm équivauta 2 —zq =2e * (2, ~2). Cestidrea-w={.1 + 1))
B 2 1, ’
= e = =g =]
BORWSS-i § 9
. , iy

s la centre d2 g est le point d'affixe =2 +Ea1 dans le repére (A ;1. ) défini plus haut

e e e s e

| Polnt méthede : —
! Seil A flﬂdﬂ“xﬂﬁﬂﬁ'lﬁﬂfﬂthdu'pﬁ]u; ]
' » Si pne similitude 5 de centre A transforme B en B, alors : son rapport ext 25 I S {ﬁ'}.
« Siune similitude s transforme A en A’ et B en B, alors son rapport de 5 est A2 AR, 1D

A el son angle (AR, 'E‘}.:

L...-—“--..——'_'.'-nﬁ - St I

Exereice 6 >
Dans un plan efients, on considére un tiangle équilatéral ABC tel que mes(AB , AG) = %IE:] .

On désigne par | le mifieu da [AC] et par K = miliau de [AB].
Sat s |a simiftude directs telle que 3{A) = B et s{l) = D, symétrique de B par rapporia 1.
3) Dterrviner le rapport et 'angle de s,
b) Soit [T le cerde de diamétre [AB] et () le cercle de diamétre [ID],
Martrer que (I passe par | et que (1) et (I"} sont s2cants en un deuxiéme point 0.
En didduire que O est I centre de s.

Y R Py T TS e s e

A s{r) =B ets(l) = 0.

- s e T
Dm:k&ﬁppur‘: de 5 est %.ET! =EIIE;= gm% =2./3 et son angle est (Al ,BD) dont une mesure esl e
?rl * MB estun tnangle rectangle en 1. D'ol | appartient au cercie de dametre [AB] .
skadire | appartient (7,

Pﬁ-ta; 5 cercles () et () ont le point | en commun, Alars ils sont tangents en | ou sécants en deux
Supgnscng n _ :

' eL{") tangents en |, alors les centres O et O da (T) et (1) respectivemnent, 5an
8 ; 5 :
mﬂﬁ 3'-'"5;: 1. Or O appartient (BD) —{B, D}, © apparbient & (AB) - {4, B} el les droites {ED) ¢ A
1) a;i;n' s€cantes en P, alors O nappartient pas & (BD), c'est-d-dire O n'appartient pas &
Fhahnmf:ﬁ () &t (™) ne sant pas tangents, mais sécants en deux pants distinets.

5 cercies (') e1 () sont sécants en un point () autrs que le point L

L] E“ 0 1
5"
UB)=Z{2n] ot mes(CT, (D)= [2x], alors 0 appar
Sta-dire (' appartient & () el ' appartient & (™). Dod @ = A 0 o =L

\%5_ w— M

e centre de 5, similitude directe d'angle dont une mesure est
s mesigr

jent aux corcles de diamétres respectds
lﬂlHiEt Iltl]. EIE
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Chapire 12 » Similitudes directes plaries '

Or langle (i, iB) n'e":n':ﬂe pas, alors 07 = (1. 0es! denc le centre deé 5.
[ e ) O 5 — —_— —_ — - —— —_ y . . .
Point méthode : e ——

Kl

| Loit A et B dex points distincly du plan : ,
| 1) Sait « L similitede directe de contre £, transformant A en A" of B en B* (A distine do B)

Si (AR} et (A'B") sont sicavtes e un point 1, alors : !
h » Si [ m'appartient pax d (A, B, A", ') .alers 2 o5t 'un dos points do rencontre des cercles efen
| triangles IAA" of IREY,
{ = Sil eppartient & {A, B, A", BY}, alors on considire le point K milica de [AR],
Som image K* par 5 ext le milicn de [\"H].
! 12 est 'unm des points de renconire des cereles circonserits aux trigngles AER et ABR".
| 2) Pour déterminer le centre d"une similitnde connaissant son angle, son rapport, un point of son imiage, o
pielicer fet l"l:I'H'IFEPIl!', &7 I 1 : i wn repére orthorermé direct [vodr exerciee 5 guesiion 3.:'{5].

|
Nieniy airr

T T e T e T i S a— |
Exercice 7 > b
1) Le couple de points (A | B) a pour mage le couplz (&', B') par une similitude direcle de cenlre Q. =

Démardrar que mﬁ[ﬁ.ﬁ’] =me&{ﬁ, ﬁh k2%, oft k 85t un entier relatf.

2) ABCD estun rectangle fel que AD = 2AB et mes{AB , AD) E%Jh] :

M est la milieu de [BC], (A . B) a pourimage (M , D) par une similitude directe de centre 0.
Précizor ke rappord ot langle da cefte simfiude.
Consiruire son cendre comme intersaction de deux cercles,

Solution 7
1) Puisque sih) = A, 5(B) = B' el &0} =0, alors st 8 une mesure de l'angle de &, an aura ;

mes{OA ,OA") =8 +k2x el mes{AB, A'B")=0-+k2x, ol k est un enfier relalif.

D'ol: mes(AB , A'B’) = mes(OA , 0A7 + k27, k étant un entier relatf
2) = s{A) =M, s{B) = D et estla similitude Srecte de cenira 0.
Le rapport de s est : %:L—?;—‘—=J§.u&ﬂ est le milieu de JAD]

S | =

e

i ——

e == an
L'angla da s est: (AB,MD)=(NM,ND)= # +(MN MO} dont une mesure esi T
: In
D'oli 5 est la simlitude directe da rapport J2 e danghe 5
« Scit ], e paint dintersection des droites (AE) et (D), on a : mes(iA , ) = — T + k2, k étant un entier relatt

Or mes{OA , M) =3T" +k2= , alors mw[ﬁ,ﬁj=mﬂﬁﬂ+tw.kaﬁwwﬁf-

Dol les points O, A M et | sont cocycligues, puisquiils ne sont pas alignés.
Done O egt sur e cerde (Ci) circonscrit au triangle AML.

i)

=— = gy
De plus, on a: mes[E,LDp=—-:—+m et mes(08, 0D) == +k2s.

Dol mes{0B .ﬁ]: meﬂ_ﬁl +k= . Dol O, B, D et | qui sont non alignés sont cocydiques.

Donc O st sur b cercle (Cs) circonsoit au triangla BOL
0 est donc un point da rencantre des cercles (Ci) et (Ca),

{C:) et (Cs) se coupent en deux points dont |, alars, puisque mes{iB , i) = i—“.l.kh_ e paint | n'est pas le centre 045
D'of le centre O de 5 astle point d& rencontre da (Ch) t{Cy) autre que 1.

ﬂ-_ljﬂ‘ﬂﬂ_#
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B.

Chapitre 12 ; Similitudes direeios Plianes

Eorituve complexe ﬁmwmmmpm

{ - Retrouver I'écriture complexe connaissant les éléments carac téristiques

n complexe de chacuna des similludes directes suivantes ;

Centre d'affixe angle | rapport
1+2i 2
2
G- 2i I 4
3
g-9 2n 5
ER
2 L] 2
4 w 1
4 2

Remarque : Natons que, soil 5 ln similitude directe de centre A d'affive a, d"angle o of de rapport k.

srmngforme f2 point M daffice £ en le poine M d’affixe 2 5 ef senlement 5t z'- r:'—k.s"“{.z—-u'}_
Crent-didire r'=ke™ 1 +{1— ke™)a . Dot E'H'ﬂbkﬂ.u
| Contre d'affixe | angle | rapport” - Expression complexa: | ¢ 0
1+3 ™ 2 z'=2iz+5
2
6-2 In 4 =4zt 14+24
2
8- 2 &
?ﬂ I'= —E+ﬂ|] +EE——-——I[EL'I~J"_+-—=I]
i T 2 Z=-Jz+6i
4 1
_% ~ z-vl"*f "I'Tiilz+{4—~'§.+iﬂ:l

2~ Déterminer Jes éléments caractéristiques d'une similitude directe connaissant son

e

écriture complexe

Was= :E “Ente, fange ol le rapport des simililudes directes associées aux fonclions {1 2 — 2= a2+ b.
*j tll:l]lui'i'ﬁl- E:IE-|E-1L'| Ei'El 3} |+‘.|r- ﬂhgzl
Bty
mp T, S —— e ﬂ__.:l.-.r-l-—-—-n.- e r——
P de la similitude szt |1 ¢ || t e = i

EZII:EE..:'I
Ib " I-e

" Sm
angle a poyr Mesur argll+i) = [Efr]
e
b ntraem a I:Iﬂlmdad’ﬁxa;aellgqueql+ fz+d+ 5=z

F‘P‘H %2 I3 similitusde gt | i|=1

g

-i'..l_.h.__.l._'_"_.-h' =

Notons gu'au 2), on a e |a|-=1 avéca |
différent de I, donc, dins e8 CO%, moire

similitude est [a rotation :
o d'angle de mesere arg(i) a‘.—|11;' ;

« de cenire le point d"affie 2 felle que
|1+.E'+i.'|-:,.wr']' =2

e e
-_HJ.-I
B - —

|
Page 229 #_ﬁs
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Clrapitre 12 : Similimdes directes planes

» Son angle a pour mesure ang(j) = %[zm].

s Le cenire est le point d'affixe z tefle que iz + 2+ 2i=z, soil z= 2.
1)  Le rappart de |a similitude est [i ++3 | =9

e Son angle a pour mesure ang(i++/3)= %[Eﬁ].

2
5—243

e e L T o ——

& Point méthode - ——
: Soil & la similitude direcie ' expression complexe associde " =az 4 b - |
Sia =1, alors s esi la translation de vecteur d"affixe b.

¢ Son centre est le point d'affixe z telle que (i -l—-u@]lz -A=z, 500t z=

{1+I:~.'§—1]+},

l' | Sia=-1,alors 5 est la symétrie centrale de centre le point d’affire % (Faffive de P'unigue point inpeig ”

h 56 a est un réel autre gue O ef 1, 5 est une fomothétie de rapport a.
Sf |a[= 1, avee a différent de I, alors & est wne rotation d'angle arga.

mii—————]

— o -
P s I B il k™ el L il —_— e - T e T w B S0 PR SRR TN R i e — — — |

il
Exercica 10 .
On considére Fapplication s du plan complexe P dans lui-méme qui & tout point M d'affize z, associe le point W' ¢affe
Z ellequez =2iz+1-i

Déterminer la nature et les dléments caracténstiques de s,

o L'expression complexe de s estsous la forme ;' =az +b ola=2ietb=1- i, D'ol 5 est une simiitude direcie.

e 5 estla similitude directe de rapport | 81| =2 , d'angle de mesure any(2i) = —; [2n] et de centre 0, | point Jafe s
. 3 1 3 1]

=Ziz+1- = al=,.=|- |
lequez=2iz+1-i,s0il z 5 E.l.II:h:mu‘: [5 5

11 : _ T
1) Résoudre dans T, léquation 22— (2 = iz + {5 - 3ifz - 2 + 6 =0, sachant que [une des racnes est imaginars pt

Soit z) cette solution, on trouvera les deux aulres sclutions zz el 23, oli 22 a une partis imaginaire négatie.

7| Soit A d'affixe z1, B d'affixe 22, C daffice 23 el ﬂ_d‘afﬁxe g G E |
On définit la simiitude directe s telle que : s{A) = (1 et siB) = C.

Déterminer son centre, son rapport et una Mesure da scn angle.

_

- bre reel, _ -
:::eslssghtikﬁnunn;en?ﬂ «i ot seulement si (ixp = (2 =1 W i+ (5—)(ix) -2+ 6 = 0.

i if- 2+ B +6)=0.
Crast-a-dire (207 + 3x— 2) + -7 + X
{ nl+am—2=0 i
Cequiﬁelraduilpar!usyﬂ&m 32 i iGml @) |

; 1
L équation {1) & pour solutions — 2 et 3 -2
- 520 ; tion unigue X = &
L mais — n'en et pas une. D'ol le systéme a une solu
on de 'équation (2), -

Or — 2 ast solut
fadl T ] admat unique solution imaginaire pur 2 = -4,
nw;;f;fﬂ%@:, _"1{; _u :;;_E-Iz +(5=30)2 - 2 + 6i. On a f{-2i) = 0, et donc :2 ——
)= f(2) — f1-21) = (20— (2 iz + (5= 3z = 24 Gi) — (L2 - (2 (20} + 5 - 3020 -
i = (2 — (-2 — (2 - )(2F = (2F) + (5=~ 420
={z+ )27~ 2z -4y =20z Zifz = 2i) + (5= 3i)z + &)

=(z+ 22— (2 +ilz+3+i]
e Page 230 _ﬁ‘j *
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hapifre 12 : Sinilitades diveeies planey

dmﬂuz?—(z*‘uz"j*l:ﬂ " i -‘I?H
wﬁﬂmﬂl St umdim.minantﬂ.=-£l=l;'.'hf|.Blr:rcu.use:hnmnsn-1—u:1zj-. .
o 34120 B m=1-lel 3= 142
ﬂﬁ'ﬂﬂ :"‘[?HF radulinns-lﬁ'z'-- a= )

;ﬂrwmdu directe P!ﬂn::jﬂn_ d'affie z, &n un paint M d'affiee z' sous la forme 7 = az + b, aet b élant des

st UPE S point M d
;]:.]5 mp‘ﬂﬂsﬂwm e —Bia+b=1

y=-Ziath et (B) = Csigniie 1+ 2i=(1-i}a+b. Ona aors le systéme : (=g sbmtsd’
g 1=- o |

i”:.ﬂwnﬁ 1Emmrﬂuitﬁ|ﬂmﬂﬂmiﬂﬂia=1*léib--1+2l-
uwdmﬁplﬁmmsml:z‘ﬂi”11-1‘EL . |
fe directe - de rapport |1+i|=d'§.d'angﬁeuamﬁua argﬂa.-i}_—:ili;n] el de centre le point
miltute directe :

 —14@
qua (1 +0u=1+ 2= 0 SO W=7

geatGonc 3

=0 i
dﬂpﬂhﬂ'ﬂ'ﬂ

y 1 i int W' datfiee T, elle
Erercica 12 - i, & tout point M d'affoe Z, a5s00ie le proint M
eaion du plan complexe P dans lul-méme, qui, 8 Tt s : e de
WFTT"J +ijz :j: Elguitﬁ.ppﬂin'l d'affixe a = i. Déterminer A" = f[A) et [expression analyligue
ez

. - 3 =1 + 3, Dol A’ 3 pour coordonnées |:1 v )
Cafnedo A psl: ze=(34izar2= 14 - mentsiz =3+t
: il HlI r'_!':' et M-{ﬂl.- I!III]' deux W":“E du |:||_E_1'I_, {I:.M" =M sial sale e K g +2
2+ |[; + 3:{}. Dant !

ez (341 +iy) +2. Donci +if = 3=y " Y =X+ 3¥
Ceghd-dire ¥ +iy' = (34 pT—
i i IMI "‘ll }lmn [ i )
Dfeis f st lapplication de P vers P qui & fout point M{x , ¥} assotie le point M. ¥ ¥ =%+ 3y

Exercics 13
] ; | 8
Dens ke pian complaxe, f est 1a similitude directe de centre Pd ffive 2 - 3i

- i He similitude.
3) S zest 'affive du point M, déterminer affixe 2’ du point M image ;uen ::%E:Iif ) de M.
b Exgrimer en fonction des coordonnées (x , ) du point I'.'I;I;aﬁ coor :
¢} Cuele est limage par f de la droite (D) d'égquation y = %= 1.

d'angle -:i el de rappart 32

R oAy 2,311+2-3'|.
h2-(2-3) = m[ﬂﬂﬂ%-i-iah%]{z _(2-3)), Cestadiez =31+ 31+

Hersz = 34 tz-13, g = 23—y —13
BOng:y ey, ; . i4x + 3y). Dol '
TR =1+ %+ =13 =3n-3y- 13+ ¥
¥ = (34 3)x + iy) ¥ e 318

% ) . 1..'. ! y
“155 WX, y) i pin d pan et M'(x , ) son image par |, on a dapeés (3 QUestn ) l! = 3x 43

1 i -_13]
= =N = L
X E{ ¥ B

Dang g
=urant X ely en fonclion dax' oty ona | ;
y=girry =1
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Chapitre 12 : Similitudes dircctes planes

Mix, y) appartienl ala droite (D) si et seulement si, y = X 4 ifi
C'est-a-due %{—x'+ y'—13)= %{x'+ y'4 13)4 1, soitx'=-16.

Dol lNimage de (D) estla drofe (D) o'dquation ¥ =-16,

4 - Déterminer 'écriture complexe d'une similitude directe connaissant lexpressiq,
analytique

Exercice 14

Détermingr I'expression complexe de l'application f du plan complexe P dans fui-méme, qui, & tout paing Mﬂ-—-
=x=y41 .

associe le point M{x', y) ol . En déduire Is nature de {

y'=x+2y—8
Cédermmner las images de la droita (AB) et du cercle (C) de centre A et de rayon 2, avec A &t B d'affiaes respectiyas
a=ieth=1+\

o Sait M et W d'affizes respectives z=x +iyelz' =x + iy, avec x, v, ' ety rdals o f{M) = M.
Cna:z=x+iy=(D-y+1) #iix+2y—Bl=n2+i}+ip2+D+1-Bi={2+i)z+1-6i
Dol f est l'application de P dans P qui & tout paint M d'afixe 2, mm?fw-"—-"‘:.__j

assoce b pc_:hl M daffies 2, a0 2' = {2+ 1)z + 1 - 6i, Pour dé ier U 7 |
» L'expression complexe de festsous la forme 2' =az + b, | rﬂnm:;rmr ju FI:TMLEIHT“"'
! . o pe i o

oa=2 +ieth =1 -6i donc fest une similitude direcie plane., ® choisir dewr points distinets A ot B dr cose I

» Soil A' el B' les images respectives de A el B ona:

ze=(2 el 1-6i= 2+ +1-6i=-4i, DolA(D,-4) ol

|® déterminer les images respectives A’ ot B* de A

Iw=(Z=ilas+ 1-6I=(2+i)1 +i)+1-61=2-3i Ded BY2, -3).0 et B par cette transformetion. |
MAiors fimage de la droiie (AB) est la droite (A'R). |,l£- e de la droite (D) mdﬂmmmrfﬂ.i|
e e e N e

& L'axpression complene de festsousla forme 2" =az + b, olla=2+ ielb= 1= 6.
D' { est une similliude ditects de rapport [2+ =15 ,

Limage du cercie (C) de centre A ot de rayon 2 est dan le cercle (C') de centre A" = [(4) et de rayon 24/5 .
iee 1

1] Etudier IIEF[I"E:;I]{M qu plm ':‘:II"I"P{EH'E P dans |IJf-I'I?EITrE. ul & tout - -
Mix—y+1, 5+ y) q paint M{x , y), associe le point

2] Maontner qug |E carcle lrc:IdE cenlre O, de rayon 1 el la droite (D) dé =
; ; x abopy =-
3] Congiruire (C) &t (D). Consluire lewrs images par F. () dequ ¥ =-1sont langenis

1) Scit M ke paint du plan d'affixe 2 = & + Iy, 00 x et y sont des :
2'= ¥+ iy, ey étant des réels. 4 noftibres réels, et M le point du plan d'affice

FM)=N" signifie, ' = x =y +1 ely =x+y Donc z'={x=',r+1}4n:'x+y]=[fn;.;;
ona: |141]= =2 1 elize 1 sgn

a: |1+ J'Eelwgl:1+|}_4[2nf.l:lﬂplu3. Z={t+ll2+1 signifie z=
L'expression complexe da Festsouslaforma z' =az+ b gi g

iyl +1={1+iz+t

1:—[]+i;|:I.
=l4ieth=1

Dol F esta simditude drece de rapport J7 4
ppor .dangredmtunarmmast%.etmmuemmnld'ﬂﬁmﬂ:"

2) la distance du centre O du corcl {C) & la droite (D) est - dzP—q-lq

E-n[ile cercle (C) et la drotte (0} sant tanpenks. )
emarquans que le point de contact de (C) ot (D) e A
- 4 ﬂi' "
3 In_ﬂemm le3 Wmages respectives A' el O da '.ﬁ.Iel llr}pa: J'IF :
20 =(1+lza 1= (14 10) # 1221, Diog A2, 1) '
=l rizoti=(1+|pl+ =1, I]'-::-.'JID'{LI:Ii .

ﬁ““ FWBEEE
-

- QUi est ba rayon du cerde (C),

T ——— -
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- ot |2 cercle de ET:!T (o} :.t passant par A"
e fle fangente & (C) en A"

5 - Composer deux similitudes directes planes

| s
@%’EE bquilatéral direct. (G esl son centre de gravité.
g;;ﬁi t;ma:mdﬂ centre G qui transforme C en A et h 'application qui, & tout paint M du plan, associe M 1el que ;

E=m+,ﬁ+r.1_ﬁ .On pose 5 = hor.
que h estune homothétie dont on précisera le centre et 2 rapport,

.Illm-@ i nature et les élémen’s caracleristigues de s.
i

EIL paint du plan et M = h{M).
- WA+ B+ MC = MG + GA + MG + GB + MG + GC = 3MG + GA 4 BB +-GA = 3MG ,
[0
teee W' = WA, +MEB +MC signifie MG +GM'=3MG. Cest-d-dire GM'= —2GM.
Taih est Thomothétie de centre G et de rapport -2
ijrestlasimiihude directe de centre G, de rapport 1 i d'angle (BT , GA) , dont une mesure est % ;
hestle smilude direcie de cenlre G, de rapport 2 el d'angle .
M5 = hor est la smiltude direcle de centre G, d'angle dont une mesure est %— X = —% ef da rapport 122 =2,

', "~ Point méthode : -

"“ﬂhﬂmrhﬁedenmﬁﬂdgmppmhéﬁﬂﬂ’émmdeﬂu:,rnmmmwmﬂmwﬂﬂi’ﬂ:kﬁ““-
& roli = hor.

o rok est une similitude directe de centre G et rapport | k.

* Pangle dg rak dépend du signe de k : i k>0, son angle et et si k<0, son angle est &+ &
Soit k un réel strictement posifif. £ e 3
* Une similitude directe d’anple = et de rapport k est une homothétie de rapport = 2
* Une similifyde directe d’angle nul r:d':gmppunkm wune tramslation o k=1, et une hamothétie de rapport k

- d ni M,
A{a '“] €tB{1,-1). On considére Iapplication s du plan complexe P dans lui-méme qui, 3 tout ol
th*h i 1 T "
:h'n W ¥l que : My estimage e M par ta rotation de centre A, d'angle i oaes limage de M per
® e

L Dr d?"h,:’e B el.de rapgort 3,
g lanamﬂrLz telle de W', Exprimer 7' en fonction de Z.
de 5 81 ses eléments caractéristiques.

093 -—ﬂﬂ
S
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Chwgeitee £3 2 Kiniitiindes diveries plermis

™ ‘
1) My, daffive 21 est [image da M par la retation da cantre A et d’angla 7

= 7 2
Cela signifie qua 2y —2y =8 ? {z—z,) . Clost-a-dre ""'”E"ﬁ" (1)

M st de My par I'homothétie e conlre A ot da rapport 3._
Cela ﬁgmua z 1- 7= Mz1 - 25). Clost-a-diez =3z -2+ (2)

3 2
En remplagant ) par son exprassion en foncion de Z 2ans {2}, on oblient : 2 =3[Iz +5=—El] —24+3.

D'ol 2 = 3iz. _
2) L'expression complexe de s est 2’ = Jiz, d'od s est une simiftude directe de centre O, de rapport |3.|| =3 Etd'an&

de mesure arg;ﬁi}z%izm[.

On considers les deux simiitudes directes F et F* assocides respectivement aux fonclions complexes el I défnies

par:fiz)={1 +ijz+1el F'I:z:|=—-;-z+i ;

1) Donner I'angle, la centre et Je rapport de chacune de ces similitzdes.
2) Démonirer que FoF' et F'oF sant deux similitudes dont on précisera langle et le rapport.
1) FoF et F'oF onl-eles le méme centre 7 A-on [égalilé FoF' = FoF 7 1

1) » F est une similitude directe de rapport |1+1]= V2, dangle de mesure arg(1+i) E%[Z’r.] el de cantre & posl
d'affixe w=1. _
' i T -
® F estune similitude direcle de rapport I—é[ = -;- , fhangle de mesure argl—i] = _Elh] el da centre I patl
Fa

dofixe w'= 2421,
B 5 g
1 —_——
2) » FoF ' estla composée de deux simiiudes directes, donc FoF” est une similitude directs de rapport Vi "E' 7
T T w
L.
el dont une mesura de langle es T 7

.

= FoF est la composée de deux similitudes directes, donc F'oF est une similitude direcie de rappor ‘-r;.“

et d'angle dont une mesure est _§+ B

4 2
3e SnritH d'affine 2, M1 d'affixe 21 son image par F et M' d'affixe 2' image de My par F,on a!

z‘=-éz,+l etzi1=(1+ijz+1,donc :'=——;[{l+ijz+1]+i=%{l—ﬂz+-:E.
D'l fexprssion comploxado FoF e 2'= 1~z 41

; T I . . 1. .1
==E[1 ~fjz+2 equivauta dire que I=%{1+i] . Ainsi, le centre de F'oF est la point d'afixe E‘[‘""]'

» Soit N d'affive z et Ni d'affixe z; son image par F* et N' d'affixe 2 limage de Ny par F, ona:
Z =‘éz+i et 2'=(1 +i)z +1, donc 2' = (1+i)

| 1
—=Z 4|+ 1==(1—-lz+1.
sa++1=10-1e
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.‘_'_'.F;rlpl"fﬂ' I2 : Nimilitudes direcies plones

oF' esl ;'=§|:1—=Jz-+-l.

Pmtﬂ“ﬁgmdaF

: : das
- Lﬁgmﬁ‘h.l — —————— ——— .

'Hﬁiﬁ = Point méthoda ' _,
" ,{d‘tmﬁﬁ'ﬂﬂk#d ‘angle @ s* une rotation de centre A* de rapport &° of dangle o - |
,,p.:nﬂ"md!ﬂﬂﬁ:ﬂs; ket = | ef @+ of =0[2x], alors s0s” est une translation

¥ o ;é ﬂf.?.i'#;ﬂi""“’ ﬂﬂ'"ﬂ!!ﬁﬂﬂmmﬂrﬂj}mﬂ'ﬂdwu*ﬂ‘ I
| M#jmg‘r‘ e 4
I .”_‘.-.___._f.'
I-":-.—. - - & i
C. Utiliser dey similitudes directes planes pour

1- Démontrer des propriétés

[

g

lcongue, : : . :
ﬂalﬁlﬁnﬁﬁaﬂaﬁr de ABC les triangles équilateraux A'EI;'. B CA, C'AB etl'on désigne par E, Fel G
kb aril Ies cantres de gravité de ces fros triangles équilatéraux.

» a pp'= BE = L :
mﬁg ;lenuaa drecie S telle que S{B') = F et 5{B) = . Démontrer que EFG est dquilatéral

» 5 R la rotation de centre A qui fransforme CenB'

maRC)=B'etRC)=B. Dol CC'=B8. (1)
Siﬂchrﬂahmdamnire{:qullransfnrrnﬂﬁmﬁ \
(raReB)=A'etRe(8)=A Dol BE'=AN. (2 "o Lk
Etsé;aﬂésmeliilnndédudquam =BB = IIC' / \

MG AF 1 =R e i
s ha: E-—I-—-T el rm:s.{AE! AG} mes{AB', AF)= E+ mEEL.

" 2wl c .

Uoil G et F sont les images res.penﬂ]lfes des paints B el B par la similitude directe de centre A, f
"'WTatdangla -X. Doi FG= J?BEI g
Ikl'l'élteﬂﬂrmntr-aqueEa!FsuntIE:mmagesres-pe::ﬁmadummﬁ'ﬂhwhmﬁmﬂadm c

el C, de rapoont :F':T el d'angle _E' D'odl EF=§§M'.

B 1
WA GeLE sontles images respectives des points G et C' par la similitude directs de centre B, de rapport B el

i K
e -~ Dot g =

EEH
ﬁ 7
apreg 1
SWesbon précadente, A4 = pa" - CC', d'oil -—-LM TBB' :}'9’3

Biitie BF <
=F
G=Ea. Finalement, Ie triangle EF G est &qull&t&ml

Ty |
B plap, >
# 5 ol
-I:Lm..lp.lﬂ mﬁglﬂ Similifude direcle e centre O, qui transforme un couple (A , B) de poinis distincls. autres qué 0.
Dirg 2 G0 similiude diecte s de centre A qui transfarme B en B, iransforma O en P. La similitid

nra § o
U Gl gy Qi Iransforme A en A", fransforme O en Q.
O B0ty b m::l::u de [PQ].

ns le plan complexe, un mpam arthonormé direct d'origine O).
.\ Page 235 _#
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i haplive 13 Stimilivnbes iliviwton planiis

Ler prlav comuiplose dtand mwnl @un pepdro offhoswsim dlioct dori O,
Soil o, b, ', U, ool o les alfises mapecives do A 0 A D P ol G
L'oprossion complon ko 5 ozl sous b o &' = s,

Colo da owast: 2 = a» [Uz - a) ef collo do on eat i 2= b=z - b), o, Vol y Slant des complox NN iy
o 30A) = Al S(B) = B' slonfiond a' = anool B s o,

o oafA) = A, 0a(B) = B ol onf0) = P slgnifiont h .Iﬁ If n -L-l l-hi'u:“ '

-n B " bt
EH]“‘E i’l = p__u - h—_::l t]'1. imr EH“EI' I! a0l -HEH] -!II = -_“ﬁi_i__mi Iﬂnn“m] :I:II I "h. ﬂhfﬂ |l' HHI T :

b —
—

b—n
® ovB)= B, 0ul) = A' ol owl0) = Q sigaifiont l“'"“"' =y
q-bie =

i=b q- i bt {1 -
Dm“"F—H-—h ol par suit rtr-—hn——'m.cﬁnmmn‘q.m, nlora r|--t ! “j,

a-b =b n=b n-b

bl —o) | ab{i—n) g "
Onan = : i 3 1.O0 |
0 Pt Qm ==t ==t 0, Costdio OF -0 = 3. Dol O o8t millou do [P

Exercice 21 >p
Dans la plan comploxe, ABC o3t un langlo do sons direct,

I, J e K sont les points tols quo los irianglos IBC, JAC of KBA sont ractanglos ot lscedies do sons dirocts,

1) Détominer Fangle o1 o rapport do In similliude direets £ do contra A, qul ronsterma € on J
2) Netons o, b ot e les affives respectivos dos points A, B ot C,

a) Détarminer los alfixes des points | ot K on lonction do o, b ol ¢,

b) Dédterminar M'anglo ot la rapport da ln similidude dinscte s;
qui transtorme Aen et Cen .

3} En déduire que 1JAK est un paralidiogramme.

1) 51 transforma Aen Aol Cen J.
Denc son angle est (AG , AJ) , dont une mesure est E el son mpport est %:mlzg.

w
2}a) C est image de B par la rotafion de cantre | of d'angle 1—;-, dong £=2; = ulhi{t:-zﬁ.

Clost-d-di (6~ 2} = ifb - z). On on dédult qua z =¢1;':’.

——

Puisque A esi limage do B par la rotation da centra K of dangla %. on monlre do mémo qua 2, = u.l-:ﬂ'

b} sz transforme A en K et C en |, donc son angle est :E,ﬂ],atmqmpwﬂ.
AC

Pour avoir une mesure de I'angle (AC , Hi] olla valour du rapport _AI% , ealeulons b rapport il
-0

c—ib _a-id
ong Ao = 11 B
c—a cC=a Y=
O 1 NF] ; —— 2
Or Hg[*i_—_i SIiz“] et i) nT,alnrs une mesure de I'angle (AG K1) est E ot son rappod a5t <5

Danc 5 est une simililude direcle de rapport % et d'angla ."::_ .

—————————— Pago 236
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l:'-,l'!u]'!r-l'rf' i12: .'ﬁ'f.lm'j'[“r,fr_.‘- direcies plates

Al = 5(C) =4 et swsz'(K) = s:(A) = A,

700 call QUE 51051 1 5
T : —==4/7 sldanqla - i
m]h"_}dﬂ dIrEEtE de mppﬂn g -] « S el una Simik 3

ﬂ_,ﬁgwwsl % 4 lude dneﬂeﬂﬂrw_“g »

5 o _..-"'_E_Hﬁ'ﬁ el .:.';._E.= 0, donc ss0sr ! es! une Fansistion,
ey 2 ¢ |
— translation qui transforme | en J, transforme aussi K en A Done LIAK gsf parallélogramme.

2 - Déterminer des lieux géométrigues

naminer [ensamble des points M du plan P, d'affixe z vérifiant: |{1—i)z +2i|=12.
{)En uiisantJa similitudie associée 8 lafonchon: z— (1-llz+2i.
| 3} Par ung autre méthode.

Hﬁm |z transformation du plan qui & tout point M, d'affixe z. assoce M', d'affixe 7', telle que : 7 = {1-ijz+20 .

i
| gestlasimiliude directe de rapport |1—i|=+/2 , dangle de mesure atg{‘l—i]lz—%[h] et de centre I peint 0

| tare ol que 0= (1ijo+ 2 Costbdire w=- ;i 5=2. D 02,0

[1-ijz+2i]=2 équivauta Jz]=2.
 Kingl, s0it (C) Fensemble des points M du plan, d'affxe z talle que J{1—ijz +3|=2.
Mappariient 4 (C) s ef seulement si M’ appartient 4 (C') cercle de centre O et de rayon 2,

UrM est lmage de M par |a similitude directe réciprogue de s, qui @ pour centre 042 , 0), pour angle ~:—: &4 pour rapport

1
i Alors 'ensemble (C) des points M est le cercle de centre s1(0) = O, de rayon EH::E- =+J2 image de (C) par

¥,

D'Eliﬂ'mfrln@ Faffixe de Q' :

mﬂl =0 Bquivaut & 80) = O, Clest-a-dire {1 - i)zo + 2i= 0.
Zr=1-1 et donc O' a pour coordonnées (1, -1).

5tz incomples, Iﬁ—'r}z+1¢=fﬁ—il[”?zirﬂ=!i1—mz-l+ﬂl=!1fiix|=—1 +i="2k-1+.

M-+ 2= 2 equivauta VElz—14{=2,puisa fr—(1-)=+2 enfind OM=+2 avecO daflxe

1-i
Al Fensamble (C) des points M cherché est le cercle de centre 0" et de rayon V2.
> >

1“‘:}5[

“ﬁhrrsﬁfj:: 425 cercles de rayons respacts R el R (R 2 ). |

IS0} g coole deS centras des similtudes directes s feles que s(C) = (C).
Coupent en A et B, ces points sonl<ls des cenires de telles simiitudes ?

S5
Cet gy I
&tﬂb - % Pinireg respectifs de (C) et [C'). Puisque s{C) = {C"), alors s{0) = 0"
nhﬁdﬂﬁ,ﬂﬂkﬂﬁnmmm]a: E=E:=k
L 20
= H'!:ﬂm i . S 3
-Ceska-dire RIID7 —RE10 =0.
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Chapitre 12 : 37 wrilitudes directes planes ‘

Hl
551G e barycenre des paints (0, R7 et (0, - R7), ona 6= o0 (olecteitors loe caleyia)

Rl
D'ol 0 est sur je cercle de centre G el de rayon EGG ;

HI
Réciproquernent, si 0 est sur le cercle de centre G et rayon EGﬂ alors ona R007 - R%00ts

Ce qui signifie que . .@—I :-H:- . Dong il existe une gimilifede drecte de centre {1, qui transforme O gn o

Son rapport est %— Elle transforme (C) n (C).

D'oii fensemble des centres des simiitudes s lelles que 5[C) = (C') est ke carcle de centra G ot de rayan %GD

2)5i (C) et{C') se coupenten At B, alors OA = 08 =Ret OA =018 = R.

D'os A et B sont des centres passibles pour de lelles simiiludes.

—

(C) est le cercle de centre 0. A et B sont deux poirts. diamétralement opposés sur (C).
<j M est un pont de (C), distinct de A et B, en namme O le paint du plan el que MABG sot un parallElogrameme drag

a) Déterminer ke Feu géométrique du milisu I de M) quand M déerit (C) - (A, B}
b) Déterminer e fisu glometrigue du cenfra de gravité G du trangle BOM larsque M décrit (Ch={A, Bl

¢} Si on note N le syméfrique de A parapport &M et Ple paind ol (ON) coupe {BM).
Déterminer 2 lisu gécmetrique de P quand M varie sur {G) - A Bl -

a) Soit M un point du cercle {C), MABQ est un parallélogramme,
| est e milicu do [MQ] et O telui da JAB], donc Mi=A0 . D'ol 1= tz5(M)-
Danc lorsque M décnt la cercle (C) prive des paints A et B, | décrit l'imaga
{C') de {C) par b, privée des points O =15(A) e B'= Lz 8l
qui est le cercle de cenlre B=15(0) gt de méme rayen que (C) privé des points
Deth.
b) G estle centre de gravité de MBQ. Dol E&:%Ei- i
C'esl-4-dire G=N 1y,

"

3
Diod lorsque M décril le cercle (C) privé des points A et B, G décrit le cercle image (C7) de {C) par hﬁ.g].lﬂﬁ"é"“
3

cits 5 (0) eth_ (B, qui estie cerciz de centre h_ () =B, et darayon 208.
B=) 83l i3l 3

c) (BM) et (NO) sont des medianes dans lo Inangle ABN.

D'ol B st |e centre de gravite du triangle ABN (car Intersection des médianes),

Diod ﬁ:%ﬁl,mm-m P=h 2 M).
|a £

Alors, lorsgue M décrit {C) privé de A et B, P décrit e cercle image (C7) de (C) par b X privé des points hﬁ%l

]

h12,(B)=B, qu estle cerce e canire 3 (O] et e rayon %ﬂﬂ-

ey, Pagy 238
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1
' Chepitre 12 2 Similitndes direcies planes

3 - Realiser des constructions

|l =

N wrenitd, o Jonne deux droites paratizles (D) el (&), el un point A n'apparienant 4 aucune de ces
P ]
poos uP P

greelEs- angle ABC vérifiant simultanément les conditions suvantas ;
+ Iria

EG":E"E?SITB&@IH an A
, HECESUOT ) o apparbent a (A).
: Eaﬂpafm."h?-é d]:a golufions au probiéme pose.,

;,mgmmn
P_ —— ey
e } 5@ présenter ; ABC peut éfre direct ou indie i

gaBCes rectangle [socéle en A de sens direct, alors C esi limage de B par la rotaion r de centre A d'angle 3

’ o
appartient 3 0y, C appartient  la droite (0'), image de (D) parr.

puisqud Erﬁenl:'i A) Ei;.rls{: est le point de renconire de {07 &t (4). ‘

orCappd ndif:llﬂlrﬂﬂ (AC) en A, B est e point de renconire de (D) et (&'). ) .

ot (). 2 "B"’Eﬂn ée (D'}, on choisit arbitrairement un paint D de (D). On construit son image D" parr D'AD est un

isncéle direct (D) est alors la droitz passant par D' et perpendiculaire & (4).
RGN

oy o By R

B e e ]
i - - - —

B — I

» 5 ABC eet indirect, alars C est I'mage de B par la rotation r de cenfre A, d'ang
ranconire da () et (D). |

C sppartient & (D) image de (D) par r et C appartient a(4). Cestdong fe paint de |
La pespendiculaire 4 (AC) en A, rencontre (D) en B. |

L]

....................... —r———y

" )

"S. 1 La perpendiculains & (AC) passant par A ¢

-u ] . .
g 2Tt (D) et (3) deux droites paralléles.

(e 3G b point A,

On :

O :ﬂ“ ' dnile (DY), image de (D) parr ou ' ,

g & peint C intersection de (0') et (A).

- O o2 B peendiculaire & (AC) passant par A.

ﬁgm-mam le point B intersection de (AC) et (4). ;
3 SRux solutions,

&—— Page 239 — IEi
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Chapitre 12 : Similitades directes plaones '

EXERGICES POUR 5" AUTO-EVALUER

On donne, dans un repére orthonorme, fes points : A(3 1), B3 , 1), C2 1} A2, 5), B4, 3aipry o
Démontret lexjstence d'une similluge directe s par laquelle (A, B, C) a pour image (A, &, ), ca:auér}st
5

Exercice 27 BAC C et E — Cameroun — 1397 . ;
Le pian affine euclidien est oriente, La figure de référence est un triangle équiatéral direct sur |m

AB = AC = BC = 1 &l une mesure en radians de l'angle (AB, AC) a:égmg%,

On reproduira cette figure et on la compiétera au fur el a mesure.
O désigne le miliau du segment [BC] et G I'sobarycenire des pomis A, B et C.
1] Construire G et calcuber [a distance GO,
2) Déterminer |a nature et les Eléments pdomeéiriques caracténistiques de l'ensembia (S) des points M 4y plan|
MAZ + ME2 + MC# = 1,25, Tracer (5) sur Ia figure précédents. L
Dans |a suite, r désigne |a rofation de centre G qui transforme C an A &t h 'application qui, & foul point W s pl
Es:sudeM'tEIque_'W=m+ﬁ+ﬁ.mpﬂses=hm I
3)a) Démontrer que h est une homothétie dont on précisera ke centre et le rapport.

b) Déterminer puis tracer sur la méme figure que précédemment fNimage par h de {S).

¢) Preciser la nature of les éléments caractéristiques da .
4) On note | e symétrique de O par rappart & C, J le point de la droite {04) tl queQJ =1, T=01 et #=0.

a) Demontrer que (O, V) estun repére orthonarmé du plan,

b) M étant un paint d'affixe z et M' son image par s, exprimer 'affixe 2’ de M’ en foncion de 3

£} En déduire Fexpression analytigue de s dans ke repere (O ; 0, ¥), ainsi que la matrice dans la base (i 7) &
Fendemarphisme o associé & s dans e plan vectoriel,

Exercice2d  BACC el E - Cameroun - 1998 45 minules

Dans cet exercice, la plan est orientd, (T, ¥) désigne une mesure en radians de Fangle orenté {ﬁ} :

ABC estun friangle rectangle en A tel qua AC = 2A8 et [E,I\Erm;h k2= , (k étant un entier relaf).
Onnote: D la barycentre du systéme {{A, 1), {B. 1), (C , 1)}, E le point du plan tel que AE = 2AD et
(AD ,AE;;—E+ k2w (k étant un entier relatf), (C) l'ensemble des points M du plan tels que :

2
~MA? +MBE - MCE = % :

1) On se propose de démontrer que les droites (CE) ef (BD i .
a) Construire les points D af E. B e
b} Déterminer et construire [C).

¢} On note s la similitude directe de centre A, d'angle g et de ragport 2.

ﬂétmnlr_mr =5 mages par s des points B af D,
En déduire que les droftes (CE) of (BD) sont parpendiculsiras et que CE = 2BD.

<) Le plan es! rapporté au repére orthonormeé direct (A 1 | V),onpose AB=a el = —AH

:; E'é;mm H} fanction de a les affixes des paints B, C et i
un poind du plan, ayant pour affie 7 a1 l'.‘-il:url' ; f s '\ oxnrmar 2 e
: image par s le point M' d'affixe z', expnmer
c) Déterminer les coordonnées de E &t vérifier le résyitat da la question 1) par le caleul.

e e, P i 7L __“—‘d/

Scanned by CamScanner

fonchon



Chagitre 12 : Siniilitedes direcies plases

Eﬁﬂﬂﬂn;w un camé ABCD direct de centre | inscril dans un cercle {C) et une mesize ey fﬂﬂlans;srglgm__
| #

W .
(35 ,80) soit -

\ jaudaren ion de |a distance AB, Fare du disque délimité par (C) |
En ot s [ smiitude direct? plane o cenlre B quiiransforme A en 0. Soit 0ot | les images repectives do 0ot |
i

pars yaments glometriques de 5.

J ”me?w G eten deduire que C est le milie du segment [B0')

; E}Eﬂmﬂ"ﬂﬁ]h cercds image de (C) par la simililude s, iracer 1{1:1& evaluer I'aire du disque délmits par (),
| i Iz plan rapporté & un repére othanormé (O i, ) dans lequel Ba pour coordonndes (1, 1),
el

e criture complexe de la similitude 5. . |
mmmu du plan a pour coordonneées (x , y) dans ce repére et M' son image par s a pour eoardonnées

I | &
s las relations enfre ', y" et x ety

i, ¥, B
BAC C et E - Cameroun - 1987 40 minutes
= sstla plan affine euckidien, muni du repére (O T, j) orthanome direct,
sqitf Fappication affine da E qui, 3 tout point M de coardonndes (x , y) associe e paint M’ de coordornies (¢, Y} lelles

e @
L b
y=3%5' % -

1) St z gt 2 les affixes respeciives des ponts MetM.
' Montrer qul existe deux complexes p et q fels que 2'=pZ+q ., pel

; {erisara.
| oo quefestune symétrie orhogensie B etatons G+ 42— 1y - 11 +By—1=0. |

q indépendants de zet 2\

1) (H) est lensemile des points dont I'efsmnfdﬂnnéﬁ - |
: zgmqmﬂnd:ﬂ!ﬂﬁeﬂt s'écrire sous a forme y = gx). Constuire (H). :
Exsreice 31 _45 minutes

v, o i
“oil v ke complaxe de module 1 et d"argument principal 3

Tha} Morttrer que u est une racine cublique de = 1,
) Monkrs que u est une solution de Féquation (E) 122~z +1=0-
¢ En dédhire Ia forme exponentielle de Iautre solusion v de ['équation (E}.

aﬂ;ﬂ:‘" onienls, ABC est un triangle équEaEt?':Jlt ﬁt

i les tiangles Aquilatéraux directs , —

o que s drofles tEE?et (BF) sont médiatrices ms;aﬁvﬁﬂdes Fsegrmms [AB] et
2 petér a similtade diecle s de centre A qui transforme Ben F.
ﬂw‘hﬂﬂadﬂ E par s.

) Dorguy - 210 EL[€ rapport de s.
lexpression expanentiele de la similitude directe &

4 o
Manier gy - BF = CE el mesBF, EE}'=E_;'[2'“] :
E&IElL 11

n_"'lﬂa ] = _x
Pan odi, ABG est un triangle équiatéral tel que mes| B.ACI= 3

DPE } x i =
métrig i jransforme A &0 L
U de B par rapport & (AC) ; R, la rotation d'angle — Qui 1S

il'a}[;hmh

Eﬂhﬂﬂhﬁepré{:isedu quﬂﬁﬂhﬂlﬂ.ﬁECD‘? .
L \_“ page 241 A
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Chapitre 12 : Similitudes direcies plates

b Démentrer que D est le centre de la rotation R.
c) Démantrer que C esl le milieu du segment [AE].
2] A toul paint M de [AB] distinct de A el B, on associe e point M' de [CE] tef que AM = C,
Démantrer que | triangle DMM' est équilateral
3} Soit G Iscbarycentie du friangle DMM et s la similtude direcle plane de centre D qui transfomma 1 s
a) Préciser le rapport el Fangle de & .
b} Démonirer que s{B) = C.

¢} Construire be point A’ image de A par s,
d) Démontrer que les paints C, G et A’ sont alignés.
BAC C — Abe-Marseille - 1986, _Lmingtes
ABC est un triangle quelconque direct, M est le milieu de [BC]. BAB' et CAC” sont les triangles rectangles isaniiz,
sommat A et extérieurs 3 ABC. &

Le but du probléme est de montrer que les droites (AM) et (B'C’) sont perpendicuaires el que E'C'=2A)
1) Méthode géométrigue .

3) Soit h Thomolhétie de centre B et de rapport 2.
Déterminer 1es images des paints A 81 M par h.
Trouver une rotation r tefle que roh kansforme Aen B etMen '
b) En déduire que les droites (AM) et (B'C') sont pemendiculaires et que B'C = 2AM.
2) Utilisation des complexes ;
Le plan est rapporté & un repére orthonorme direct d'ongine A dans lequed B el C ond pour aflixes respechivesb el
a) Queles sontles affwes m b, c de M B el C.
b Retrouver les résuliats de 1]b).

w 43 minutes
Sait (O i . ]) un repére orthanarms direct du plan

As le point d'affixe 6 et 5 |a simiftude diecle de cenlrs 0, de rapport % gt d'angle E ;

On pose Assi = 5[4 pour n entier aflant de 0411,

1) Déterminer en fonction de n, faffe du point A af vérifier que Az appartient 3 ta demi-crodie [0 1),
2} Etablic que le triangle OAsAe: st rectangie en An,

Représenter les points A, Ay, . .., Az [On ne demande pas de calculer expliciiement leurs posrdonnéas) el a8
segments [Aohi], (Al . . ., [PrAs).

3) Calculer ka longueur du segment Ashs.
En déduire la longuewr | de a ligne polygonale Astifa . . A, Donner une valeur approchéa de | & 10-2prés.
Exercice 35 45 minyles —

On donne dans e plan orienté F, un triangle isecele QO'A aves mes(AD D) = %[21{] i
Les cercles (C) et (C') passant par A el de cenlres respectits O et O g2 recoupent en B.
Atout paint M de (C), on associe ba point M’ de () tel que mes(OM , O'M) = -%[zq ;

1) Moritrer quiil existe une rotation r, gue Fon caraciénsera, ransformant O en O el M en M.

2) M tant distinct de B, les drogies (BM) et (BA') recoupent respactivement (C) et (C) en N' et N
Montres que N' est ITmage de N par la rotabon T, :

1) On construit les canés MBMP et NENQ. g 5 dorte”
Montres que les ooints P et Q sont respectivement les images das ponts M el N par une simillluce dirac

précisera |z centre, le rappor el langa.

En déduire les ensembles des points P et O quand M décnl (C).

Lees difiérants éléments de ce probiéma paraitront sur une figure soignée.

ercice 36 affised 08
ABGD esl un quadrilatére et a un complexe da madule r el d'argument . &, b, ¢, d reprégenient les

.F'-.-H":

N __d—-ﬂj
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Crapiirt & « SUTTRROES BIFECIey nlaney

—— = mn.un"l‘l& dirEEl-
S mpgfr::pm ( et d'angle 8, transfama B n Q.
re A, de rappart 1 &l d'angle 8, transiorme C en M,

' da rapport retdangle B, transforme Den N
; de rapport 1 efd'angle B, transforme Aen P,
: B ﬂl MI M E-‘ P.

b

| -i#*r?; Wfa:f - :aertaue:-ngfﬂmm S e e
| ¥ i

_ : : . 1
| rq.ﬂuﬂ | I,ﬂPﬂ sl U pma!lélﬂgl'&mmﬂ si et seulement & o = E ou ABCD asfup parallelogrameme,
P, I"-gﬂ ;
i
]
pBCD estUn
mel’e

n i Er — M mm
¥ = ' | — = b . 7
;ﬂﬂ" o, 0AB ast un triangle rectangle isocéle avec mes(OA ,0B) = E[E-r:] ,OL=08=a,

e 4o (AB], Soit M un point de (AO) et b un réel tel que i 50R ol TB =i
ot m;;zum wniquement, on prendra a = Scm).

F’H;;qmgﬁzn,unympnserm#h. =

w - gmemredel'anglaen radians de (MA  NB).

HW:{W““ plan tele que r(A) = B et r(M) = N. Préciser [angle der.
Hmrﬂhsm perfre. Monbeer que QA0B est un cams,

Bal ;
o2 L ol P tel que OMPN soit un reclangle.
ot e -dEIMN]dE la S-LI'IT'l:litl.njE directe 5 de centre  qui transforme M en J.

I‘ "uih..,ﬂ!; e oY bl (E) des poi M décrit la droite (OA)

ol paints J lorsque )

E,Em; rms:rnbla (F) diﬁ]mimﬁ P lorsque M décrit (OA). Représenter (E) et (F).

Ferche 38 = .. 50 minutes
lmsizphin P rapporté & un repére erthonormé (O ; T . ¥), on donne les points A1, 0) et 8(-1, 0).

bk i H:1ﬂ.maﬁmlemﬂplmz=x+i].r.afﬁ:ede I'..ll ) . -
:mﬁﬂﬁm de P vers P, qui au point M d'affixe 2, associe ke point My d affixe z: avecz =iz — {1 +1).

14 I
parallétogramme ploue o= =5 En daduire que MNPQ ext un care.

ihrterquelon a ; mﬁcm ; B_rﬂ} = %[Ew; el BM; = AM,

HFséczer|a nature de T of ses édéments caractéristiques.
clCakaierles coordonnées [ | y1) de My en fonction de celies de M.
Alhel s Tersamible des paints M: lorsque M decrit le cercie de diametra [AB]? ———
J5atarée! s non nul quelconque, on considére 'application Ta de P dans P qui au paint M assodie &= P,
oot s ponts pondésés (M , a), (M1, -2) et (A, 1)
WL =K 41y Tafine de M.
E:E;”""‘m OM' en fonction de a, OM , OM, et OA.
Dy 242, 8 elation 2 = a(1 —ijz +af1 +1)+ 1

Précisar
g imili : Sterrner | centre, son rapport et san angle.
Do gunay e T, 5t une simililude diracte et déterminer [affixe de son i o 2 de 5on canire

_45 minutes

AB , AC) = {2, le po
» 00 considire un triangle ABC isocble direct de scmmet A tel queé WL : rolation

Ly !
B Al g Cwansfome Ben C.ie B
ekl rectangle indirect de sommelt C, 14 la rotaton de centré A qui transhorme

]

gy 3 iransforme Aén B,
t:‘m'lh = ~5 1= fcota. On note O son centre, s la similitude directe de centre O QU1 T

4

@ Ml ,
EH-"hﬂ-m.& :I o :|E'E]. &t H =5{H}|.

WA sHiB).
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i haplive 11 1 Wirilitudden divee ey planes

ly) Miorilresd que | esf una ritalicn
) Donned |a natire du ariratben ARG

2)a) DOnORY Lt MEseo it | g da &

ls) Monlrer que L apparhiid & (A}
o} Monbror qua 1 nello ik b [OF]

i Montret qua (CH) otd porpreniccAdmire i {08
-j.- {11 dibduire quo G osl o it du cafehn crconscnl OBG

Exercico 40 42
Lo ;imFmtrnpwbmrnﬂmmﬂmmﬁ dined (01, 7). On dbugne par T lapgheaton ce Foara Pos suy

point M o aflien 2, ssidis 10 pownt M d'affize 2= {1 1)z -1
1) Montrer qua T Asl une sdrrobudin directa diy P donl on défermansra les flirmants caracbnstyues

On natera A o polnd invanani par T,
Donnar unis mesura do Fangla (AM, MM') , 6n supposant M # A

2) ) Construira M’ pour un peind M donind.
) Distarminar Mimagn (') par T de [ dresdis (D) d'quation y = £, Construire (D7),
3) ) Montrat qu'il axiet un poind B du plan distinet dir A el un seul bl qué les affines Zade B el o' de B = TIS) woent

o par | rolation zia's 1, Placer B ot B tur la figurs,
b} Soil A' o syméirigua da A par rapport 4 00, Moatrer ques les paints A, A, B el B sont ey e

41 Z5minutes
Diux corclus () ol (C') s coupent on A ol B, Sail M un paint du plan.
M déent ls carcla (G} do cenlrg O, Son transhonnd M’ par une similitude drecta g de cantre A déorit le cerdde (L) 22
contra O,
1) Cormparor las angles {ﬁﬁ.m:l i [ﬁ"IﬂTﬂ'}.
2) Mondror qua b triangle AMM' rogto somblable au idangls ADQ",

En cibdulte que [ droltn (MM') passe por 8,

4
Exorcice 42 =lnde = 60 minufes
Lo doux parties de col oxedclce peuven| Gire tralives de facon indépendants. 1
A) ABC ot un trianglo diect 6U g grienld. y

On dskgnn rospociivemant par I, J ol K I milligux respoctifs de [ABL [BC] et [CA)

Goll ¢ un ribil gul condut f b rdalisation o a Tigpures cd-gensous sur laquelle on raisonnera.
(004) st Miemagge cha la drolbe (AB) par la rotadion de canba | al d'anghs o

(Ds) oed Mimage do la drolte (BC) par ln rotation da cenird J €l danghs .

(Ds) st Mimage do la drolte (GA) par s rotafion da cantro K af d'angle o,

o\ €

1) On appalla H 1o polnl dinersaction de (BC) ol (D).
Moritrar qui b triangles HIB o HE:J sont semidobles,
) En dhdduta qun las (ranglen ABC of AdiCo vont serniiables.
() Lo gl ceamploen sl munl du fepbra erihonammi diredt (O ; i, 7).
1) Conslrugiion do in figure
n) Pncor b points Al-4 - ), ({14, C{-4 + Lg), Af3 = Ti), B{ » 5) wt Cof-3 = 1)
15} Gadaala low alfions dos milioux |, J of K dos segmends [AB], [BC] o [CA] Placer cos polnts sur 1a figure |

Page 144
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Chapitre 12 : Sinsilitudes direeies futives

| By san! alignés,
q||ﬂﬁ||| L] -
g Mo! I

Jne mesure en radians do l'angla (1B, iB,)
s

1 -

.ﬂﬂf“tﬂim e T — g — x
ra que mes(kA Ky} = —{2w] etque mesiC, JCy) = ~l2n).
go ™ .
. |a droite (AB) par la rotalion de centre | et dangle =
s dune similitude directe transformant ABC en AB(;,
2'% quil existe Une similitude directe 5 transfoemant les paints A, B el Cen Ay, By et Cy respecivement,
on 1 1.
i d # EET =F= b = - P ¥ :

| ponver que Fécrtire COmpIEI@ & {2 +31|2+2—2, ol 2 el 7’ désignent respectivement les affires

{ son Image par 5.
dmmy le rapport et 'angle de s.
”" cminer [affixe du centre 0 de 5.

of Que reprisente 2 point () pour ABC ?
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Chapitre 12 ¢ Shmilitndes directes planes

EXERGIGES POUR 5" AUTG-EVALUER — SoLUTIONS ~

Supposons quiil existz une similitude directe 5 transformant (A, B) en (&', B7). \

Son expression complexe et sous | forme.Z =az+h
» 5{A) = A signifie zx = a2 + b, Clest-a-gre 2+ 5l =a(3+ i) #b.
» 5(B) = B signifie 2z = aze + b. C'esba-dire d + Ji=a(d-1) +b.
ORI )
Aalors 18 SYSEME 14 L 3i=ai—i)+b
Blors Fexpression complexe de sest 2 =(1 +1z +L
Or{(d #Nz+i=(1 #0217 +1=1 +di = 7, alors EEC]EG'_
D'oil la similitude directs & qui & fout point M d'affiee 2, associa e point M’ d'affixe 2, avec 2’ = (1 +)2 + 1 Fensbme)
triphet de points (A, B ,Clen (A", B, C).

,qui & pour solution a =1 +letb=i.

Gan rappor est H1+ﬂ—-ﬁ , 560 angle 8 paur masure angt‘1+i];%[21t] et son centra & pour 2fie - 1, Nutigue port
inwasiant par 5.

Solution 27
1} » Gisobarycenirs de A, B el C signifie AG+BG+CG=0.
Cest-d-dre AQ+0G+80+06+C0+06=1.

Or O est e milieu du segment [BC), cest-a-dire B0 +CO =1, slors A0 +20G=10. Dol BG=

DA.

=

& D

ca| =

ﬁ.dmctrﬁ:%m.

Ead

otAB =1, s OA=cosT= 2

e

Or co

o=
&

Par consequend, ﬂE:%.

2) Soil M un point du plen.
MA? +MB? +MC? = (MG +GA)® + (MG +GB)® +(MG-+GC)?

=MG? + G- BA + GAY -+ MG? 4 25- BB + 58 + MG? + 2MB- BC +6C°
= MG + GA? 4GB + GC? 4+ MG (GA + GB+ GO)
=3MG® +GAZ 4GB + GC*  (car GA 4GB+ GC=10)

=G? 13647  (ear GA=0GB=0GC)

= WG 4 120062

= MG 41

il
D'ch MAZ + MB2 + MC2 =125 équivaut 4 mel+1=%-c'est-a-mm GM? = —- , ce qui signifie M=
12

Finalement, (3} est le cercle de cenira G el de rayon £]

EE!Enﬁ_“mp:nlnldu plan et M = hiM). Ona
MA +ME +MC =G + GA + MG + BB + Mg
Donc MM =MA +MB +HNC cignifie 1E 4+

+GC = IMG + GA + GB + GC = MG
Do b est Iomothetie de cantre G at fappo

GM' = WG . Clest-8-dire i:"l'-ﬁ.-: —2GM
-2

e L T T J/

-
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; J.lrr 12 s Siuilitndes directes plames

1 = et estune homothétie de rappon -2, ol I'mage (S') do (8) par st s corcl d
; ﬁ e l'rE C'est-a-gire le cercle SrooNSCrit au triangle ABC,
e 3

5 similioge directe de centre G, de rapport 1 el d'angle (GC,GA ) , dont une mesure st 2=,

& cantre G et do rayon

rest)
y 11 smiitude directe de cenire G, de rapport 2 et dangle - .
N ‘mi i i i e
ol = hor ox| la simifitude directe de centre G, d'angle dont une mesure est T ol da rappon 22 = 3.
1
= = —=1efQJ=1

angle ABC atant éguitatéral et O mifieu de [BC], alors 1a drofte (OA) est la médiatrice de [BC].
Lﬂltgﬂ donc qus (OA) est arthogonal 4 {OC). C'est-a-dire les vecteurs i ef OJ sont orthogonauk,
"Uiu 0, V) estun repére orthonormé du plan,

cﬁ et G appartient & [0J]. D'ob G a pour affixe zG=£i.
b) OG-+ 6 G

m e
¢ pnt g simiifude directs de cenire G, d'angle = ot de rapport 2, dioi:

-+ 5 (1 BB
5-[”}= lem“ﬁ'& I'—-I,E =7n E{I-Iﬁ},ﬂﬁs‘t‘ﬂ'dlrﬂ ["?I=E[-E ?I][I—- 5 Ij_
.t
"=1- — =, (Le lecteur fera les calculs]
Fnalement, 2’ =(1—W3)z 5 (L
g) » Soit Mix, y) el M(x | y') deux paints du plan.

1
1 5 ki e b
M} = W' équivaut @ :'={1—i-,l'§}:—--§.::eqmsrgmﬁe x40y =1 i3]0 iy >

1
1 l'=K+!I'~.I'§=—'E
; i~ + déduit afors que : .
Cest-adire X'+ =x+3.|~.|"§—i+n: Jax+y). Onen f-=_x,ﬁ+.l.
1 o o A+y3 1
o 300 =5s(C),ona n-[_i,ﬂ] et la vecteur O'M" a pour cooraon 3 B
1 *ﬁ LN
G Iﬂﬁ = V3 [Il alm"sscitwfandmwhlma.damalrim l-"ﬁ ; l.ma M’ = 1J{OM)
—Hﬁﬂf " —ﬁ 1L

3 qﬁl
gst: :
wasiﬂnnﬁrendm“mplﬁim am&ciéﬂs.ﬂ'uﬂ!.amam:a de o dans la base (i, V) 1__1‘5 "

M

1)3) D étant g barycentre du systeme {(A ,~1), (B 1 (€, 1.0 & _pA-+DB+DC=0.

Cesti-dire AE+OC =0 . D'ols AB=CD0. Mors ABDC estun paraliglogramme.

b) Soit M un po o B

WA 4 Mﬂzﬁtc?iﬁm BA)? + (VD + DBY +I[lt'rli?jD'_‘Sj'z E
_ _MD? — 21D DA —DA® +MDF +2MD-DH:U‘-"__
— MD® — DA 4+ Dt - DG 4 20D-(~DA+ 0B D)
_MD? —DAZ +DB? +DCT  (car :ui+na+nzc=oaz 3
_MO?  (car ABDC est un rectangls, dOnG DA® =DB" +

_.i—_"'—‘-ﬁ_—-E

2o 3
.{_MDI—}E'MD'DE +DE

e Page 247
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B,

Clepeirew 12 - Similiicder divecien plane

o 1 2 I I

Aind, —Mﬁ?+ME’+MC?=-&E— brquivaid b DM:':%.EET-HJ-': DMn%.
A

ﬁnaﬁmmnlm]eathmmuemnuaﬂetMra;m%ﬂ_ B

c) - M'MH{E.E]=%+EH.H'WE{EJ=E.

ﬁE=zAnnt{I'|:rIE}=fEi+m (keZ), dol+{D) = E,

* Puisque 5{B) = C el 5{D) = E, alors 5 transforme 2 segment [BD] en [CE).
Dol :BD.CE}:-?+H2: E't'EEfiED_{EEI'!ﬁtlﬂﬁhﬁﬁﬂﬂﬂf&ﬂ&ﬂﬂlﬂﬁ?ﬁﬂfﬂd’%dﬂﬂm"ﬂ“qt
=t

E‘Eﬂiﬁeqﬂhﬁdrﬁtﬁ[GE}eHHDjmﬂperwﬂkmtﬂEieiqmﬂEEEED. ¢
2)3) AB = ail, dong laffe de B eslze = o,

E:ﬁﬁ:hﬁ.hﬁ:]'ﬁffmﬂeﬂmmﬂai.
AD=AE+AC = ol + 20V , dodiI'afie de Dest 2o= & + 2ai,
b) & st ba simitude directe de centre A, d'angle % et de rapport 2.

1]

Dol s{M) = M' & ef seulement s, I'=z, =Eei511—zﬁ]l. Cesti-dre =0z

cle HD;=E,u'ng=2izu=2itn+Em‘}=-dy+ 2ai. ol |2 point E a pour coordonndes

® Les coordonnées de BD sont (0, 2er) el celles de BF sont (4
D'ols BD = 2a, CE = 4ur. Done CF = 26D, R

Et BO-CE=05(4a)+200=0. Donc les droites (BD) et (CE) sont pampendicutaires.

_

h}MW%ﬁmhwﬂeElamdﬂh&[ﬂﬂ}
Son aire et done ¢ ﬂ!fﬂ =:{AB?+BC:'=-—_‘-ME
4 - .

(4 , 2a).

» 50N rapport est
r=——=+2 eluon angi e (BA ,BD) , dort une mesuss est — =

b) # Une mesure de Fagnle (i, BC) aa-% el BC=BW2 dolis(j=C.

Orsll) =1, aloes 1=,

® lesl miisy de (BD), d'ods o1} et fe iy
Or #ll) = C, 218} = B e D) -n.mceﬁhﬁﬁ%amm

e
c)e je-;mw..iadgmlelderaj'mFB.d'trl’.lrﬂ'FﬂCJ&dammmdadammﬂWG“MW

Ulpig) =2,
. L‘mmﬁmmwr (C) est z;;’*'!"ﬂz

=zAB%
3ja) b el imifude directe de contre Bdaflmab=1+
e noit M b priet d'aflue z of 1y & affos 2,

W)=

I de rapport /2 el d'angle —:

k
7 I=b= -.I  _
Ve iy o Z-1-iz(l=lfz-(1+}) e z=(1-R-1*

—"'——-—_MMW/J
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f.'rllul'"'f i ."“fl'f”lhnfrp‘ 'Hrf-l"ul"-l Ih""'r

ploxo do s eel; 2" = {1 .
ol |'“_:F::ﬁ ;:T*::Jx' . ¥') doux pednts :lii'upl:-il.i il
mF:";I, o PE(=NE=1 & (e o,
- g e |_!'|_.-’|
prod 1,.*;—-:~:-I-ll""1

Kty m o
Ko fopy—1 FROEAY=N) b itanyei)

=gyt

Dot lexpression analylique do s es) -

i 4 —i E i =,
o SoitM(x, ) un point du plan,
3

fiM) = M équivaul & 4 3 o Festide 15 35 5
S e - — =y - ._.2_
TR 8 i

Ce systtme équivaut & : 24 -y - 1=0,

Dol l'ensembde des points invariants par fest |a droite (D) d'équation 2x-y-1=0,

B4

Soit M{x , y) un paint du plan et M* sontimago par . MM' a pour coordonnées f ;’ EE'

——— -

B 5 &
Or un vecteur dirsctaur de (D) est G(1, 2) ot ona: MW-T =1 :!-Ex +%r+%l|+2:-c[ %x-%‘r-%]uﬂ.
Dol siM # M, les droites (MM?) et (D) sont perpendiculaires,

Snit | 4e miliou de [MM?), les coerdonnées da | sont : [: ;” .L?I.suit [%:ﬂ+§j'+-§- , EH"";'F'%}-

P

0, 2y -y —1= EKE:+§¥'+§]—[§:+%F—~%]- 1= 0, abors e point | est sur la dreite (D)

Un peut alors conclure que f est une symétrie orthogonale d'axe (D), d'équation 2x =y =1 =0,
{Ja) fest une réflexion, doncf-1 =1,
A sait Mix, y) et Mix', y) deux points du plan, M'=1(M) & M=iM] = by :
e e
5 5§ 3

3£Mﬂ{H] == Bx? + .q_-r!,_iil;qr_]‘]:.pﬂ}r,_t:ﬂ =y h'i...fy'-x-_,_inﬂ.
by (H) st ks courbe d'équation : 26t~ xy—x -1 = 0.
* SoitM(x , y) un point du plan,

M ; A, .
AFpartient 4 (H') si et seulement si 28—y - x— 4 =0 ; c'est-d-dire oy = Dt~ x= 1. Donc i aleh

s 1
et a courbe (H) est définle par la fonction g lele que glx) =2x—1-=.
QE;I'ME“_"“E e varlations da g ; |
. cantinue et dérivable sur R” , car fonclion rafionnelie. i

B py .
Fout réel non ny X ona g'{:-:‘.|=1+-1; el donc g'(x) > 0. . q
b

i s eme— ﬁ
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Chapitre 12 : Similitades directes

D'oi b fonclion g est sirictement croissante dans chaque intervalle ou elle est définie,
lim glx)=+4cc et [im ofx)=—oc. IiE:n glx)=+oo @l IiL‘-H 9{x} = 40,
0 x——

1=—=+o0 PR

l_l

(n a e tahieau de variation suivand .

1 1
im (GX)=(2=1)= lim ——=0¢e |m (QX)—-(2-T)= lim ——=0.
fee b0 e - K= =20 I=-pn X

D'ols i2 droite d'équation y = 20 - 1 est asympliote oblique & la courbe de gen + = efen -=,
Dol la courbe (H' ) qui suit : . )

! y

=
{)a) Motors que u=e? . Dene o' = €™ = =1, Dioih u est ine racine cubligue de -1,
b) u est une racine cubique de - 1, cest-d-dire 2 =-1, sol L2+ 1 =0,
Dri4f={us1)F=u+1), alorsu+1=0 sgnifie us-1oy W=y+ri=0
Or v est différent de -1, alors ona ¥ - u - 1= 0, v est done solution de Pégquatin 22-2-1=10.

¢) u est sohdion de (E). C'est-A-dire 12 =u + 1= 0. Ce qui équivatd ¥ —u+1=0,

Ce qui signifie 7% =T+ 1=1, Cest-a.dirs u as! olution de (E). D'l Fautre solution de (E) est: ¥ =u=e
2) ABC, AEB at ACF élant des Fangles égulatéraux directs, AEBC et ABCF sont des losanges.
D'oli (EC) et (FB) sont perpendiculaires respectivement 4 [AB] et [AC] en leurs milieu,

Donc les droites (CE) et (BF) sont médiatices respeclives des segmants [AS] ef [ACL F
Ja)s(E) = C

b} Le rappart de 5 est %:1 elson angle est (AB | AF) dont une mesure est h.

c) s esl la smilifude directs da centre A, dangle dont une mesure est ET' at de rappor 1.

[¥ol & est |a ratsbon de centre A, d'angle dont une masure est 2%

21
Soit M et M" dewx points du plan d*affires respectives 2 ot 2. s(M) = W' équivact & 22, =3 (2-2al

4) 5 est ka rotation d'anghe E-;- quitransforme Ben F et Een C.
s Donc les trizngles ABF el AEC sort semblablas,

e PROE 330 ___-/

Scanned by CamScanner



ki

Clviageire

02 ¢ Nisniillietoy throctey phypeg
AR = AE, ahors cos ilanglas son supomaes bel
I"a""l'ﬂ.lﬂll'm . | 2"- ll_. j “ + Eu't'u‘“- D u”l' BI-
1 By —|2w].
g D msibk FE) 3

=CE.

T 3
3 Hr o=,

ra—T 4 p— 3
o ER Il I E—
" gk , GEJ 3 [211] Finalemont, on o EC = pF o “'IEIHBF_EE‘] p

s 081 =B BE) 4 OE FO)-4FC CE)  tors una oo o (558 gy 2, 20,

n
=21
).

A0 st un bosanga, car I} & quatra cies do mdme tongueur,
1!:% <l contro da R, RIAC ostun trinngle dqullatdral direcy,
e phus, La niflanion d 0x0 [AG) translomme Aon A, Con C ol Bon D,
o il ransforma 18 triangia BAC en la tinngln DAC,
ig tranghy BAC eet dnquiatéral indiract, ol la réfexion consarve Ia naty :
E{-;s T et biotbral drect e des irianglas, mals invarse leur orientation,

saqun A et G sont fixds, alors 3 oxiste un unique pelnt © tol qua DAB sgll un 1 ,
e be cenire da R est D, ; angwe dquilatiral direct. Dol =D,

DEE estun trangie dquilaidral, ot (AC) st la médiatrica de [OB), slors E partien '
ﬂhﬂﬁﬁ[ﬂl =C el R(B) = E, donc AB = CE. Bl comme AR ﬂn{ glors P-E?E CE. R
Fingement. A, C ol E sont alignés el AC = GE, donc C ast la miliey da [AE].

7) Soit N, limage de M par R, puisqua R{A) = C. alors AM = CN,

Qe Temaga de [AB] par R est [CE), ot M appartiont & [AB). denc N appardient & [CE], E

nor: N est |2 point du segment [CE] tel que AM = CN. Donc N = M, M

Cestdedire M est limage de M par la rotation de centre D, d° % ,

Do Le triangle DMM' est dquilatéral,
3) s est la simitude directa de cantre D qui transforma M en G,

a) Done ; b2 rapport de s est E=;=£.
- ims% ;

—— e,

l'anghe da s est (DM ,OG) , dont une mesurs ast %.

OG
bjOna: De _E_ ii.
3

==
— =

200 % tos =
6

S)A et le cenire de gravitd du tangle DAC.

l?;.-ﬂ‘ M el B sont alignés, d'oli s{A) = A", s(M) = G et s(B) = C le sont aussi (fa similitude direcle corsarve [aignemen).
“onséquent, C, G et A' sont alignés.

et mes(DB , OC) s—;-[z-n] . D'oll 8(B) = C.

"5+ B = 28 (car 1 est e mieu de [BCI), ot (M) = C.
WA) = &, symbtrigue de B par rapport a A,
s H;]Ulfirntmmn tefle qua roh(A) = B et rohiM] = C',
= A ethiM) = C, alors r{A') = B' et r{C) = C". - ngies
Iii S e et o it gy rEr.-:!ntTH das médiatrices des segments [XB eL[CC) qul est A (car tes iiang
®LCAC' sont isockles de sommet A).

Eun e
gt est (AT, ACY) dont une mesure est .

Siun £
* tels ratafion existe, ¢'est la rotation de centre A et d'angle donk une mESUE gt 5"

B bien - oh(A) = f{A) = B et roh{M} = r{C) = C"
L Page 251 _—.__—I'"—_——
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i hupedire

D'edi r oet bal ol blen la reation do conbio Aolc

b) roh, composde duno rolntion &'pnglo E

; L one.
danglo 1. pinsl, puisuo foh{A) = B et rehidd) = . alors

e = 2AM ot mos(AM BT’ p_—“zn]

ceaM
Hmmm.mmm{mu:an-ymmamlmm B B

i « Ginilitrades elireides pilriy

mn ‘
{anpo tond wo mastrno usl 7 |

olbvitlo o rapport 2 st une simlliuds dirgy g,
ol o' hom 4 e i

B

hl—ﬂ

M st lo milau de [BC], d'od Faffn do M ost m==2=
« AB'B ostun ifangle rpclangle isocdie direct do sommel A

2a) =

cl

- z
Dmcﬂuﬂllm&gadaﬂparlarctaﬂm{lanuﬂrnhdangln— Cesb-d-dire zg—2p =8 “(Zy = 2,).

sy b =", Finalement, b' = -b. :
° m-h ACC et un Iangle reclanglo et Isocéla d@ sommeal A el de sens dinect.

Dot u-n=ﬁ:=-uh.su|m'=m
e Ad=lri=apsc] of BC=p-

¢'-b' _lfo-+b)_ [c'—u]__h
'm-Eﬂ—EDmﬂg-——m {2w]
2

Or mm{m.ﬁf‘}ﬁmg[ ]|En1 slors mes{AM , _E}E:;-ih;.

E1 dong les droites (AM) e (B'C) sont parpendicularos

1) » Soit n entier naturel non nul.
Lo lecteur vértfiara par rcurmence que An = 5050 . . . os{Ad) = sA).

Or 5" &5t ka similitude drecta da rappon £

,dangla F da centra O,

¢|=}-lb~ic] =[x +¢| =|p+c]-

D'ob B'C =2aM.

‘ilr— n I'I'l:
Nodans 2. faffce de A. on a alors z,..u:‘ ] aﬁ:-:zu Clest-a-dire 2, = B[

et

+ i 73

11
!E;I'::ﬂ ﬂ ﬂalit: _3 N
2 2 2

D'oll, iz eslun réel sirictement posttil. Par conséquent, A« apparlient & la demi-droite [0:7).

2} » [l sulfd de déterminer Fargumand de Zn =Iny ]

J =Insd
Zn ~ 2049 Iy 2
Or =1- _1__ u'r- ¥3 1 I
o Zn4d T[
Do arg| = I"'H]'—_- [27]
#
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Chnlire 12 ¢ Serriliindes Wrecies Plines

\ e — Z, — 2
= = Akl | _—
- e mes(es 10+ Ant1fa) am[ ~Insy ]'h]'amm“”‘“t’"nuﬂ-#mﬁnlfi[z“l-
. _:'Jlﬂh:ﬂngﬂn! ey 05T TRCASNGIE BN Aa.
. e
I- R " qgmam':"sque Bast= 5(Aa), d'od mes[ﬂl.&n ,ﬂlfl.n‘_”g%[iﬂ]_
Sl o1 1 33
e e i Y PRSI RPN

e SOERUR enlisr naurel.

J3
15 iniliude directe plan s 08 Fapport = transiome Au-van An et Aq en Ao, Dong Apy,y = %AH.&“ ;

1 - i 3
ool 52 (AyAnit el est une suite geometrique de raison :'il':ﬂ e b tirme Aafls = 1

12 i
[} 7
2
tr|=Roky + Aaa + ..+ AnAnz, alors [ xAghy. Dol 1=3 : |
1._{1 1.,_3. '
Z 2

.
o Enutiisant la cabculatrice, ona ;1= 18,4060 & 10-7 prés,

1je OM=0OM, diedil existe un unigus déplacement qui transforme O en 0" et M en M, |

Conree 00 == MM | alors ce déplacement n'est pas une fransiation, cest donc une retation,
Diod i existe une unique rotafion r telle gue (O} = O' et (M) = A",

« Sonangle est (OM, O'M) donl e mesure —-E-_

» Puisque B0 = BO" et mes{é—ﬂ_ﬁ:=_-‘23[:rw]. alors le contre de r est B,

€| L'mage da [C) par r est {C'), I'image de (OM) par r est [O'W).
Ralgrs 022 les friangles BNM et BN'M' sont rectangles en B. -
Con les points N, O et M d'une part, les points N, 0" et M d'autre part sont alignés., ]

E;‘ﬁ Eﬂuﬁm dintersection de (OM) et (C), autre qua M, d'od r(N) ost MNintersection dz (O'M') et de (C') autre qua M',
=N, 1

S - i ————
e S T e — i —— -

OO s . -
-

T A
4 "'“E"anl:-:rt-.l'i.msrnmm en QetMenP.
LN
s “M). 2ol lorsque M déait [C), P déerit e cercle
PETE 5{0) = A ot de rayen A2

" ot =5clM) g -
El h @0u karsque M décrit (C), alors M décnt (C).
Nﬂq"w"ﬂhlmﬂumm;r;.',,{gfm et {C)

. bl

“Lﬁs'rnﬁ }

e iy

4y Ed"_ = e cantre A, de rappart r et dangle B, transforme B en O, donc g—a=re" [b—a}.
1~2%ab-aa Dolq=ab+(1-ah.

i = TRt S s W

r——

[

\——mm—.—_—_
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Chapitee 12 ¢ Similitudes airectes plames

iqnifie fAN = 0P i équivautdn-m=p-q.
2)a) MNPQ est un parallélogramme signifie MN = QP . Cequi equl-rau ; ;i
Clest-&-dire n + q=m + p. D'od MNPQ st un paralielogramme sl el seulement si,n+g=m+p,

b) On a maniré & la question 1)que g = b + (1 -a)a )
De fagon analogue, on montre aussique : m = gt + (1 - alb,n=ad +{1-ajc & p=aa+ (1 -g)j

Or MNPQ est un parallélogramme < n+g=m#*p.
e od+(l-ajctab+(l-al=ac+(1-alb+aa+ (1. gy

e (1-2a)ffa+c)-{b+dl]=0

i, r_';s% oub+d=satc
= :Ef ou ABCD est un parallelogramme (d'aprés laquasghﬂgh!]

['oh MNP a2t un paralélogramme si @l seulement si o =% ou ABCD estun parallélogramme

3) ABCD est un perallélogramme, donc MNPQ est un parallélogramme (d'aprés la question 2)b)),

Il suffit donc de montrer que les diagonales de MNPQ, [MP] et [NCQ]. sont orthogonales ef de méme knguaie.
1+i 1+i

L. B _ala—c)+{1-alid-t) _ ?]{E "“H[’_T]{d_h’ _

g-n ab—d+(i-ala—c) l%]{h _d}+[1 _%l[a iy

Oron i.

Alors argalH =—[2s] et ‘p—m =1.
g-n) 2 g—n

Puisgue, mes(NQ , MP) = am_][l:i| =
q—n
On en conclut alors que les droites (NQ) et (MP) sont perpendiculaines.

MP lp-m
De plus i

][211]. alars mes(NG , MP) 5%[2:].

, alizes % w=1. On en déduil BP = NO.

MKPQ est un paraliélogramme dont fes disgonales son! perpendiculaires et de méme longueur,
D'ol MNP est un carré,

— i
Lt e =

fla) (A, NB) = {bOR , — bDB) = (O, — OB} = (DA , OF) + (08, — 0B).

o ——

Dol une mesure cz l'angle (MA NE) est 321—17=—§ . Done mes(M .MEIE—I[E'H'].
Z
b= r{-q.J:EHtf[MJ'H.ﬂ'ﬁIIEEI une rolalon diangle |:M_.F| IFELM‘IUW mesurs est _%

* Soit Nle centrader, on a rfA) = B, dod mes(T2A , (1R) = -%p:] el DA = (18

Ainsi, NAB est un riangle rectangle isacsle de sommet 0, et dp sens indiract,.  \IF)
Drﬂ.ﬁsaalunmglereumgraimcﬂndemrrﬂﬂel:j 3
Dol OANE estun camé, i

2)a) M} = N, d'oll MON estun triangle ractangle isoeéle de sammet (.
J étantfe milleu de [MNJ, (02) est la bisseckice de langie (TN, TIN) ,

Dol mes(0M , 11} = —E[E'r:].

Or (T2, 72J) est Fangle de a simiftce dirscts 5, alors una mesure do Fanglo do s a5t~
4

b)» s{A) =1, 5{0) =B et siM) = J,
Dol lorsque M décrif la droite (OA), J décritla droite (AB), image de (OA) par s. D'ol (E) estla droile (AE-

ﬁh@em
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Cha

pitre 12 : Nimilirudes directes plane,

JJ-‘j‘dﬁpﬂra;}ceJM”mméﬂhﬁﬂtEﬂﬁiD'Eldf_"lﬂ
,':iF-T aﬂiuwlgm_mw: (AS) &1 P décrt la deota g
: e 4 la drovte (AB) et pursque hl) = 0, alors {F) e

-

“Tﬂq-ﬁﬁtﬂﬂ.anﬂrh
5113 Crote passant par () o

250
t- -;__-h;i"l-‘h!

Rarnials § (Ag)

e-3_ 2= pod =1 et agiR|-Tn

- B _ga nﬁ{ﬁ,a—l’}Ei[hl- Clest-é-dire mes|
T

-

EEEIIE—;{I:] ol B = AL
& HL.MMETEIMHWE=H+h.ﬁaﬁlmwmnﬁﬁmﬂdgﬂen

Javee Jaf =1,
~ T ot g rotston g2 cente le pomt Taixe 2 avec 7= 21— (1+1), soit 2= et f'angls de mesure ﬂl!isi[i'-r}
= 2

d:\.;;:_[i +fegiautan +=ix+y) -1 +i‘|_ﬂ‘m;{1+bﬁm?_1 +ilt—1). Dol It-|=-':I-1_
Yi=x-1
4 7=t ure roistion st M = T(M).

e lorsoue M 28t le cercle de diameétre [AB], (qui est I cercle de centre O et de rayon 1), My déerit le cerda de
=2 110} = 01 . -1) &t de rayon 1, image du cercle pricédant.

7a) o e point M, barycenre de (M, a), (Mr , -a) el (A, 1), équivauta aW'M—aM'M, + WA=,
Cesiadre OM =20M—a0M; +0A.
o De[acais vactoriele pracédents, on déduit que |
fsm-a+isa-az-(1+f+i=a{1-Qz+all +i}+ 1.0l Z=al1-ilz+al +]) + 1.
Ej o Lsxprassion complexe de Ts est sous la forme 2 = az + B, ofi o apparlenant & C et B appartenanta C.

T Ta 2=t ung smiltuda directe plane.
» Son centre estle point d'affixe ztele quez =a{1 -Tiz +a{l +1) +1,
i gL A 1EE 1 t |

= —_ |l
1-a+d 1-Zasal 1-Tatal

Son rapportest k=|a(1—0 =]a| x~/Z &t son angle a pour mesure arg(a(1 - ) = arga + arg(1 ~ij2n)

Derc:sia<, aors une meswe de son angle est -:—%=E:--
sia> 0, une mesure de son angle est —%.

s T.2stune rotaion si et seulement si |3\[‘|—[}|=‘L

Cestidire ol /2 =1. Ce qui équivaut & a=% ou a=-%.

V2, 2,
ﬁiqﬁ_ dors T . 5 Hi=l [E‘Fﬁ] etd le_f..‘
+20rs T, est la rotafion de centre le paint d'affixe —?—f—j—= P-4 SoEngs Ty
2
32,8 2

2 2 5

J2 2
Sig. V2 2= (a2 =
a‘"T-hT.EﬂhMaﬂmd&mh‘al&ﬂﬁﬂtd'aﬁxﬂ o 1) etdangh 3

=g
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itre 12 ¢ Similitudes directes planes

— ' Chap
a) = refp) = et 18] = rcora(B) = 1e(C) = © —

1ja) fiA) = reoral rotetion de cenire C et d'angle —% :

T
cant ! D gt pestha
hjmesnarﬂﬂal:iu:-nde re A et d'angl2 3

son d 1 moosée de deux ratations,
X 1—-1.E'ﬂllles1larntahnndangte—4.l:um'f'lem|:|

S

4§ 2 4

T
¢ifBj=Cetfestia otation de centre O etd'angle — -

4

=K
[/ BOC est un triangle isoceie o2 sommet O &l maﬂﬁ.ﬂﬂ}s-E[h] :

['oll ABOC estun losangs. i
7)a) Mangie da 5 est (O.08) cont une mesure est — :

b} 5(C) = €, doid mes[t:T:,uT:*}E-‘azwj. .
or mes(GC OR1=22x] et (GA.0C)=(0C.0C)~(OC DA)  alors mes{0A,0C )=0[21].
[ ] H .
Les 0, A et C soni donc alignes. Par mnséqpanl. C' apparfient a (QAL
¢} H est ke miieu de [OA], d'od H'= s(H) est ke miligu de [&(0)s(A)L
Ors{0) = 0 et s(A) = B, alors H es! le ey de [CB].
0 oo s st oecisnnt (OB} t (¥
ol I ; ar . : " : g - o L
E:fi:qf: I(Eiﬁmefﬂclm a tl?;H:l gl 5 est une similitude direcle, alors (OB} et (CH :| smﬂ aussi pempendicylines
g) H' est le milieu de [OB] et {H'C') est perpendicutzire a {O8), dol (HC'| est la médiatics de [C8]

C’ appartient denc aux médiatrices de (O8] el [BC] {la madiatrica g (BC] est la drote (DA, Mr%lg;ﬂ |e peinl e
e OBC.

rencontre des médiatrices du triangle OBC. D'ou C' estle penire di eerce circonscrit au tiangl

1) = T est une simiftude directs plane car son @xpression
compleie estsous laforme 2 =az+b, aveca=| rieth=-i
Snnmppmgsth-pj:d'i.
Son cantre estle point daffie z, telle quez ={1+i)z-I
cast-bdirez =1,

Son angle a pour mesure arg(1+i) = %[21:] :

» Lia point A a pour affioe 1,
2z W21, .. (2-2) %
e g i, diod arg[:—‘l _E[E'n:].
Comme mestAM MM =arg| = AN M =L
M )=amgl—— |2x], alors msﬂnﬁM.MM’]=2 2.
MMI_ I."'I — A'l“l Bs‘lﬂ:‘":

2)a) an [z ol MM = AM. Comme de plus mes{AM M '}-:—%-ih]:  alors I triange

nectango et isocéle de sommet .
I_:n] (D) est la droite passanl par O &t I(1, 1).

Soit Q' = fi0j et F=11), \

Lafiice de O esl zo=(1 *jzo~1=-jet cefe da |
: Bl

a‘.mg. de la droite (O par f est1a droite (011,

:l:nlja ﬁ?ﬂ{ﬂéﬂﬁﬂ!}ﬁ?ﬁﬂﬂgﬁﬁm I‘llmagle &2 (D] par f asl 'axe des nl‘dﬂl‘lﬂﬁ‘ﬂ’:‘--lll

L'éguation (1) admet deux radnes, 'lhntrmgza; al :?i TR AL e

F— “Pﬂﬂliﬁﬁ—./
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l Chapitre 12 : Similituder direeies plares

#ﬁlepm‘]'—tdﬁ racines dune équation de degré 2, ena: 1xz"= __;.{1_ i),
? i

R it 8L 1 =73 ;

s n point B 0L PIA0 distinct e A 1 n saultel que les affkes 2o de B el 2y de 8 = T(g) soient iées parla

14—} Etrafiice de Best 2,' = e 5|
2 2y

poié A

1= QN B =
o)
lﬂiﬂ"
o I:IEPII a51 1, ,
e - it =1 = P —_—
" u1_['-+ﬁ'i D _q4i dob Hﬂ[_—“]EIIEﬂ].EEEI-é-dim maq.ﬂ.ﬂl,qﬂ']EEEﬂ_
.a:l-r 2y -1 z—1} 4 4

i i

41 In ) — 3

W1 4 don amg —— |[=——127|. cest-3-dire mes{A'B A'B = 2T
.':'J’Eiﬁ_i s 1z+1] 3 AR Bim=rla]

¢ Sy =

Mi—-‘. Iﬁqgmﬁglﬁ,ﬂ"ﬂw] . Do les points A, A', B et B' qui sent non alignés, sont cocycliques.

o

f)La simiftude directe s conserve les angles onenlés
Ao a (] = W, 8(C) = ('), donc s{0) = O et s{A) = A,

oo (08, 0M) = (OA,OW)
Je (4] = A, 50)= 0" ets{M) =M,

. M AN — T =S =
i —=— et (AM,AM')=(A0 AD').
Ty ( )={ )
Etdonc I triangle AMM® reste semblable au tiangle AQDY,
» U'angle AD'B est Pangle au centrs assacié & Fangie AME .
Toitsngle mes(M'A M'B) = %mes{u_'ﬂ‘.ﬁ}"p!l}l“]-‘:’ﬂﬂﬂire mes(M"A W)= ~mes(C'D, 0'A){r].

Depls, kes Wiangles AMMY et AQQ" sont semblables, d'ci: mesiMM AT A) = mes(D°0 , 0A)[27].
O (W ITB) = (W M) + (WA, NVB) , alors mes(ihi W) =mes(0'0, 0'A) - mes(0°0 , O°A)r].

sl s, W'B) = 0[] C'est-a-dire M, M’ et B sont allgnés. On conclut alars que B appartient & (MM).

:“Hmmﬂ“ les triangles HIB et HB+J sont semblables ;
aﬁ;a masHIg =mﬁgﬁj‘§1‘ — & ot medlfi= mnﬁ.f_FHE , alors ks Iriangles HIB et HB+J sont sembiables.
t,w;[:mﬂ_“ Gue ABC et A1?_Ll_:; sont semblables | . e
m[ﬂﬂ:ﬂm 1hona mesiBH= mesff;ﬂ | r'egt-a-dire mesABC = mesfyBily .
Sondigg . AIUESTon 1) que les riangles HAK ot HA sont semciables,
By Ue MesEAC *mﬂsm . Les triangles ABC et AiB-Ci sont alors semblables.

! Bll:uh‘nﬁlgel,“ Points A, B, C, Ay, By et Ci: Voir les points |, J et K sur a figure.
Ohy: , 2 :!ﬁludﬁﬂﬂintsl..lnil'[a’tplal_;nna-lﬁﬂurtaﬂgure:
A=t obiv i vze 14-8+6 .
i __-2_:_'5—3. IJ.EBEEE= 2 ——5-131
t':q-aﬁ-‘-zhzl_#—ﬁl—#.l.ﬂl
mh'm‘ﬂhf g =
Jﬂx““”ﬂﬁgﬂm
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Chapitre 12 : Similifudes direcies planes

¢) Montrons que Aq, |, By sont aligneés : .
Ona:z5=2-1,, =5-di-3+M=2+4 & g =9 -1y =G=J=d=ln-4-8

On constate que 2g; =-225;, donc Byl = ~2A, . Par conséquen, les points A, | e1B; sont alignas,

d) Déterminons une mesure en radians de langle (B, B;).

Z9,~% 9+5-5+3 4+6_(4+B)8-3) E['lﬂl,'l. ek am"‘ﬂw —3

On . O N .
* -z W53 9+3 (9+3)9-3) 3 7 -2,

i
EI[EI! _

Puisque mes(iB,18,)= argzn—:, slors mesiB | i8,) E%EEI].

e) Déterminons l'image de la droite (AB) par la rotation de centre | et d'angle -E ;

Puisque mes{iB, IB,) ;E[En] , alors Mimage de la draite {1B) par & rotafion de centre | et dangle _: est I3t g
Or les droides (IB) &1 {AB) d'une part, (B4) et {48:) d'aulre part sont confondues, done limage de la drote (4B} arg
rotabon de cenire | et d'angle 7 estla drote (A1B).

2)a) Montrons que I"écriture complexe de s est z'-‘-;- v ;-i]E-J- 2=

5 est une similitude directs plang, donc son expression complexs est sous laforme 2" =az + b,

i = = i Ht_4_ﬁr}+h=3_ﬁ
i G T

1 1 i
La résalution de ce systéme permet de condure que a = §+EI sbh=2-2.

1 :
Par conséquent, |'axpression complexa de 5 sl z'=[h;-+il]f.+2— a.
b) Déterminons | rappor et I'angle de s.

Le rapporl de & est 1H|=E+%|=% ol son angle @ pour mesure mg[% +%ii, c'esl-a-dire % :

Finalament, s est une similifude de rappor -"IEE et d'angle iE
Déterminons Faffioce du centre 0 de s.
{1 est Funigue painl invariant par 5. donc son afie est solution de Méguation 2 = 2.
; g i
Or,z =7 dquivaul & [E+Ellz+2—- di=7_|arésolution de cette dquation permat d'écrire que 2= 4.

Dol @ a pour affixe 4.

€l l:a_que représante le point O pour ABG
» M=z, ~zp|=|-8-6|=10

. ﬂE:IIg—Iﬂ]=|iG1=lﬂ

® NC=|zg —1n|=|-8—6|=10

Comme QA =B = O, alors 0 est le cemre du cercle i
au Iriangle ABLC, R
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er | CONIQUES .

ppel U GOURS

je plan est aueni d'un repére orthanormé (07 . ).

a2 SO
A. Porabole - ellipse - hyperbole
Ay - Parabole
j]m:{ndlﬂ'l : . . o -
e (F) est Lne parabole forsquon peut trouver un repére orthonormé (€2, U, V) dans lequel son équation peut

L2
et sous la forme ¥ = axi, 5
{240 sl Féquation réduite de (P, 0 251 son sommet et ka drote (11 V) est 'axe de symétda da (P).
b L' o () -

r

T

.-.i L
Sia=0
Haxl

"t Equation d'une tangente & ka parabole :
#langents au point My(Xa , Yo) & a parabole déquation rédulte Y = aX2

1= T,
Remargup -

dans e repére (01;1, V) a pour équaton

: e e comnriel 52 of daxe (T A1)
" La caurbe 4 ‘Equation X = a¥ dans le rEpiTE (18, V) oS ume |'-""ﬁf':"'tr'""" e sonntel {2 €1 0GR 1555 -

| e Y
' Lo wrabale de sommnret fx, . Fa) ¥ d'are (L0 J).

conrbe &' ignation y — y, = alx — x,)° dans (037 . J) estune p

wl of i e (0

L courbe d'équation x — xg = aly — ya dams (037 , J) vt une perabole de sommet £ o F
A; - Ellipse

& Diéfrfiay, ; |

8 SOy # R Scuahion pau

e \E) est une aliipse lorsqu'on peut irouver un repére orthonorme ({¥:4,v) dans lpguel son GOU
0 ety 2 yi "
" 50U b forme E; -b—v—az 1, o1 2 et b sonk deux réels strictemant posilifs.

o b —
—_ "l' . S.I,'.II"I'I"F"E'E ."-[3 : {:l} - D,'.

e FE‘ E5t Tequation réduile de l'elipse (E). Cette elipsa admet un centre 0, qu

|t|] F i T i ,:i '
"B, dans be repére (€1:1,7) et deux axes de symélre : Taxe (2;T) et faxe (2 J

f
- e — Page 250 _____nni-—ﬂa—ﬂ—-
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¢ herptee 13 ¢ Cngues

Sia> b, (12; 1) estappeld le grand axe of (11 7) le petit axa de (E)

Sia<b, ({2} estappold le petitaxe el (12;V) fe grand 82 de (E).
S a = b, (E) es! ls cerce cenire {1 el de rayan 4.

b) L'allure de (P} : 4

Remargue :

PR | o3 EIL b e, 1 e et .
La eonrbe d'dgnation —L-+'l 4a 0 =) dansle repire (D57, )) est Pellipse de cenire 1%, , o), dr
i fa

commrels Afa , 05, A'f-a . 0), B(0 , b) et B'(0 , -b) dns Ie repére (12 83 _H et d'cuxes de symélrie : fes droites (11:7) a [

r Ty
(e fi.
= |

¢) Equation d'une tangente a |'ellipse .
ST

1 : : Y.i=lal <@Ll i .
La tangenta au point Mo[Xo, Yo} & I'elipse d'équation réduile —+ h—?- =1 dans [z repére {£1;U,V] 8 poureq.eion
d

X 4
a b
d) Représentalion paramétrique d'une ellipse
_ T K = @eosd | X .
L'ansembie des points M{x, y) dans lerepéra {Q51, j) tels que T avec get he0etdER el
y="hsind+Y¥p

2 2
Fellipse d'équation (x+%) +[I"I+h] =1 dans la rapére (0; 7, ])-

a b?

A;—Hyperbole

a) Définition : o
Une courbe (H) ast une hyperbole lorsque I'on peul trouver un repére orthonarme Q;0,V) dans |eque! 5an £0

2 2

peut se mettre sous la forme — _b_2= 1, ol a &t b sant deux rhals strictement pasitifs.
a

2
Y. ; i

Ez' _Ez_ =1 est|'dquation réduite de Myperbale (H). Cetle hyperbole admet un centre (1. deux somimess

a

Ala, 0). Af-a D), deux asymplotes d'équations respectives v=2x et v= !
d

K aft
o gymetie 1%

¥, et deux axes

wransversa (£ 1) el l'axe prncipal (€, 7),
j g = b, (H) esl une hyperbole dite équilatire. Ses asymptates sant perpendiculaires.

Page 250

ﬁ
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_Chapine 13 1 ¢ inatligeey

e

pemarue: * La conrbe &' équation T T e I dans le repées (£33 07 . V) ost Phyperbole de cemire 3. de

: ; b
q et B0 ,-b), d asymploles les droites d'équalions respectives ¥ = -X 0 Y= ald

y
- X, d'axe

o i

smels B

= P .
T 1 ¥ ef d'axe principal (322 101),
IT ¥
e s {x—= "‘il]‘E ':.." = .|'||:|: \ ] ¥ T i
& La courbe d'équation -—-—-——-h— = | dans fe repére (051, J) ext Phyperbofe de centre
id

g, 3ol de sommrets Afa , () of A'(-a . 0) dams le repére (S1: 0, 1), d'asymptotes les droltes o' Gguations respectives

b T ] o e ; 7 i
— X dans e repére (5230 . )),d"ore transverse (1220 ) of Move principal (335 ).
&
' P | . -
- ! [x—x5q] {v =11
» Lacowrbe d équation ————+ ———

=0 — | dans le repére (G57 . ) ext Pliyperbole de
a” b*

cenire (2, . yol, de sommets B(0 , b) et B'(0 , -b) duns le repére H .j:l , asynrpiotes les droiies déquentions

respectives ¥ = "Xt ¥= = X dans le repére (80: 1 . J) . d’aze ransverse (§1; 1) et daxe prineipal (257).

¢| Equation d'une tangente a I'hyperbole : :
2
: | g Xy -
La tangers au poird My(Xa . Yo) & Thyperbole d'équation rédute TTF =1 dans le repére (51, U, V) a pour

e
fafion ——_— Yo
a W
- - - ] -
B. Définition géométrique d une conique
B, — Définition - propriétes
2) Defnitig

E'I}I. F R = i Ir
porit du plan, (0) une droite ne confenant pas F et & un réel strictement positit
E“;-_ip:eie carique de foyer F. de directrioe (D), d'excentricité e, lensembie (C) des points M du plan tels que
WM. (O, ot aiM, (o déslgne la distance da M & |a dreite (D).
I Proprigtys .

j“;[ﬂﬁ=ﬁﬁféwﬂdi¢”|afﬂ & (0 passant par F et K le paint de rencontre de (D) 8t &), (e lecteur fera sne figiere)

S0y y ot UNE paratole de sommet S milieu de [KF] d'axe (8)

Aharyprn o Or® (C] €5t une ellipse,

Winda T 08 (F 1) 8tiK ), et A' barycantra da (F, 1) et (K , -8) sont les sommels 62 c8

:Ei B mﬂ?[gfﬁ"—l‘:ll;:gir;ﬂ Er‘:;: le miieu du segment [AA]

| O,

s :ﬁ::fe (FL1)atK, &) ol waryoantre d (F , 1) et (K, -€) sont les sommets ds cette 1

YeIse. L& cantre de Mhyperbole est le milieu du segment [AAT.

\“h“ Page 261 -_—s—#ﬂﬂ
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Chnpitre 1.3 Cuniigues

éduite et définition géomatrique

B; - Equationr

a| Cas de la parabola : — =
! Equation yi= 2ax | ¥ i
: a
Paramétre El | -
Axe focal La droite (£2; 1) La droite (2 ])
a
= F[E', -
Foyer F[ 2" El] 2

a i z A a
La droile d'équalicn ¥ =—— La droite d'équation y = =g

Directrice i

b) Cas de 'ellipse : oo . il
Chaqueslipse a deux oyers e ) deu dictices (D)o (0) o ne excenticé

FF o e ot
L'axe focal estla droite (FF), @ astanca FF' sl |a cistance focale, et E=T est la demi-distance locale de felipge

- Sia=h e a2t h
G Xt y? ol g
Equation a_’+F=1 3 +b5 = |
E'F".“i'dﬁ“'!“?-f““";. G- ,‘,';z —b e=yh?—2°
Excentricité .8 ik
- -. 1. - a h
Foyers Flc,0) et Flc,0) F0, ¢) et F(0,-c)
~ _Directrices = 2 ol b b
g PR 2 [D}:J{‘-.ET et [O): X =~ ‘.’E D):¥=— ot @)Y=

Remarque : » Les foyers F el F’ sout siteds entre Jes denx sopnmeds du gromd axe o ils soni spméingues par rapgpen

au centre de ['ellinze. U _

s Les direcirices (D) ef (1)) somt paralltles enire elles, perpendiculeires au gramd ave of symétmques
par rapport @i cenfre de Pellipse, Les sommtets Ao grawd ave sonr sy entre fes dewx oirecinces.

s L'nxe focal de I'ellipse est son gramd axe. o ]

e I affipse de foyers F ef F* ext Censemble des poirets M du plan tels que MF + MF' =2a{as 0
2a> FF’), 2a étant a distonce entre fei denx sommeds de Uaxe focal ; cext la définition bifocale de I'ellipse.

c) Cas di I'hyperooie o
Chague hyperbole a deux foyers F et F°, deux dirsctices (D) et (D) & une axcentricté

FF' ,
L'axe focal st la droile (FF), | distance FF' est ka distance focale, et c= = est ka demi distanca focale d2

Ihyperbale.
;‘ M B v o b
Eqiaon S R
DomEdRtaicalobie c={F 10 o= 0
Excentricité. g :
o B=— g=—
a 4] —
Foyers - Fle,0) et Flc,0) Fio,cl ot FIO.6]
Directrices ] = ¥ B
Olik==— ot @)=—— | @):¥=—of @Y="

L ee— Paga 262 —
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| tiwipifoe 1 T

oL T (TR L T T YT e .
N on “'f.ﬂl'.a’ b ot (1) Aot iR oot oflex, bfinn wu::ri:l-f:ilrml T

LY T

i IIIfIH.uf.rhJuumlarn Whalres & g

A f e PR IO A e 1 yerbale,
(e e B
[ L L

fal il [N OXE KON AV I,
T ek

g | ke 0018 Foet B ot Pensemble ey pafity A i i il |-'|H Al | T
I ; I il ek

LI T

¢, Condquiey et n'-:.iH.'.fi‘.u'nmrurm-n‘mph.u b

Gy = Gonlrues ol alimilitdas

g A O 1 0 sk 8 e ool s bine tvcention, g o I rhives

Ge = Ellipsar ot alfindtd orthogonal dy G

ol Dlinktlan |
g
gt (1) Tl i depcabion renilies o I o =1 than o vopten (10310,0)

§la > by, wons bos corclen (Ca) ol (Go) de tnyons reapaciitn n ol b, da cone £, son)
el mecondal i (),

Blagh, dom lon |,~m'|nr|_|:t.‘-.'| e () e oo respaciitn w el b, de cenlea €, pool rmpetlvemant bo corcle mocondare
ol b el principal o (1),

raapacivenionl I cedcln el pal of

k) Diétinitian «

&

U:Tﬁwm okt i oy e K vy sl 1l

e oMogonae e (D) ol o iy k, el Papplicalion da 1 vor 1, cquil & o paaied M el i, qsoct
Nyt e+ MY o KM 01 ) Jey porojonteh o bl dho M nur (),

’-']'"linmm:

Heiga kI
[l :'_T:::“-lll'l [Ll [0 Wrah Al Dl 1.'““-"'1”,'“”‘].", i rpport Ly bl ey il b el od s il i"n‘-lﬂﬂlllil [l ¢
1) ) Eoe) "I 5 e ol () do i ool qua (G),

" PRkl al [K] 1) ou b corclo secondalro (K= 1) da (5}

(- S — 7010 20 —-—-——-""-_-—-
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Clagdire 4F 0 Coreightes

EXERCIGES PoUR GOMPRENDRE LE GOURS

A. Définir analytiquement une conigue

1~ Construire une conigue connaissant sa forme réduite

Exercice 1
- - 7 1 e 3 e
Tracer la cowbe (C) d'équation y =§h dans un repére R ={0;1, j) erthenomé,

(P) st une parabole de sommet O el d'axe (O T} :
| | | }

| | __!J_'

e

Exercice 2

Tracer |a courbe (H) d'éguation -

2 2
£ [y=2 ; T : ; = -
—q‘: 4 3 = 1. Le plan &tant mund d'un repére orthonarmé (..

Soit ©40,2) dans la repére (011, ]).
(H) est Thyperboie de centre (1, de sommets Al d) et A0, -3) el ayant

pour asymploles les drofles d'équafions ‘1’:%}: el *r=-~%x dans le

repére (12;7, ).

Exercice 3
Le plan étant muri dun repire orhonoms (07 7).

: o AR - B
Consinuire fa courbe (E) d'équatian g g~ Canslerepére (0:7,J), 00 0 a pour coordonnées (2, 1) %

i ) b 3-.- 4: i q_|
repére (O:1,]) et lI=s=i4+=j el J=—_27,3%
pere (00, ]) kg 51457,

e ey PATJC GRS _ﬂ#
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i |rI|I!|IHI' i1 1'u|ri-!m-n
ol [llipso oo cantre L, s sonimals ALY 03, (D, ), | I':h

t i
ol B[, =) dlamies b ropdin (33 .J:l .

2= Construlre dos courbos 4 l'aldo das conlqios

Exproice 4

Le pkan @st muni d'un repéra orthonomd (0:7,])

Sans dhudier bes varialions, constrim ln courbe (C) ddeyuntion ; y s n.lr u“! P16, !
Résoudne graphiquement Indquation : V@ = 2x 4 § s 2=k
i

— 120 y20 yR
o y=fii 245 e { 3 . [
yzﬂn=—21+5 ¢ ':,-z--{: AP 44 i _..rsi:E.|.f....1 !
4 4 I

D'l {G) est la partie de hyperbola équilatdrs de contra €1, 0) dana b ropdra (037, ]), do somenots A0, 2) ol
A0, -2) dasymptotos les droftes D:y=x ot D% y=-xdans lo ropdra (01; 1, ]), silubo su-dossus do o dos

alvicissas, N H | :ﬁ(” i
g | L] |

* |G at{4) 52 rencontrent aux points d'abscisses 1 ol -g.

Lacourbe (C) ost au-dessus do (A):y =5—;-£ dang

Vinenvalle ]—m .-%] at dans lintarvalla [1, +=[.

Ul el | 1

Dol la scdution da Iinéquation ost ; E=]~m.—§-

- :
Exerciee 5 i

S04 M(x., y} dans un repdra athonormé (0:1. 1) . On s propese d'étudior fansembia dos points M tels qua

'l:!):l rl :'.-l ?_?F_Zi'
af =l T _ < o g) Y =%
i .-Eﬁ‘i_*l b) 4y + 47 —16x=20=0. i
QT.“'!'wlﬂwm les cas suivants les valeurs des coondanndos de M.

STiner el construine avec pricision bes arcs de courbos pblams,

o < "bquati ' £, do contro 0, di Sommad

[ S— Page 265 __——-_'_-— j
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Chaprre §3 @ Corigues

A5 0),A-5.0), BD,3) et B{0,-3). Notons G la parlie de Ey dans [0 + =[=[0 , + =,
r ¥
Sixzl ety=0aorsona ———==1,qu réquation réduite de hyperbole Hi da
x ¥ 4 a 2= g qui est Tedu e 102 CEnlre Dr{-"EEG ety

A5, 0). A5 . 0) et ayant pour asympiotes les droiles (D):y =%I el (0):y= —EI ;

Naions Cz ta parte de Hr dans [0 +=fx}-= , 0]
3 2
ﬂ:sﬂelysuasmma_i;g_?_=

9
Cetle egalité esl impossible.
Six=0et y= 0zlorsona —g—;§=1.mieﬂ

Féquastion da Myperbole H: de centre O, de sommets
B{D,3) et B0 -3) et ayani pour asympiotes les droftes
D):y=3x et P)iy=—2x.
‘h‘h‘mﬂ:hp&rﬁedﬂﬁdam]—w ﬂ]tﬁ} +m],

L'ensamble des points M(x . y) du plan cherché estla réunion de.smmtres. 1, ﬂrei E:

b} Six20alorsona a7+ y? - 16x-20 = 0. c'esl-a-dre d(x~ 22 « W - 36 = 0.
r:—

Donc 2’ ai—l fui est une &quation de l'ellipse B de centra 02, udansle:e;ere {0, I,j]J,ﬂem

A3, 0O), ﬁ.‘l:—ﬂ 0), B(O, B), et B'(0, -6) dans le repére (] 5 r+

SixS 0alorsona:-dud— 16x+y2 - 20 =0, Cest-d-dire
Ax+ZR+yE+16-20=0.
Dong —{:+EJI+§;1.mlmune equation l:lal'hypemnlel-h'da'_*:::_'-— N
centre (1(-2 , 0). De sommels E{0, 2) et E(D, -2), dasymplotes fes — .
duilesD:y=2x et D': y=-2xdansle repére (12':7, 7). -
(Le lecteur pourra trouver les coordonnées des sommets et los T
| #quations des arymptotes dans le repére {D,i-,i] e faisant gn

Innhm;m:ntdrr:p:rf Dans ce repére,ona @ A(5 ,0), B2 ,6), — |'“ T
| B2, 6), E(-2 ,2) et E-2 ,-2)). 1

| Notons T 1 parie de E1 dans [0, + oo[xR ef Taapartiede HY ——ff |~
dans J—cc 0JxR.
Lensembla des points cherché est ks réunion de T et I,

—=t,

qui &Hunaémaﬁmdalhrpa;mh F" de cenlre 03(1 , 0). D&smmﬂf:ﬁ[z 0 e AY-2, 0), ﬂasrmpmtashﬁﬂﬂﬂﬁ

(B)y=cxel (A): y=-x danslereptre (12;7,7).
EIIEI-1 3): ME:F*E: =350,

) Si xe }=, AJUR, +=[abrsona: @-2x- 320, D'od, y* —-—ﬂnz =3, ggﬂgmf’: .

1 2
Doll, y? =——{* =24 -3 (x—1)
y 2l ) Cest-A-dire —?—-+1r2 =1, qui est une équation de felipse E” de cenye 01, 0)

De sommets B(2, 0), B'(-2 .00, CI0 , 1) et CY0 ,-1) dans jo o
Lensemble des points cherché est Ia réunion des oq H:"Eﬁ IF s
UIIJEB- L

RS Page
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' Chaipiire 1,1 Cirnilefiig

puditd— ] =
. gt munl G Fepere orthonormd {Q31,]).
LoFim bl das polnts Mix , ) du plan P lofs que | 16x0 + B1y! + T2 - 1206y2 = {,

a réurion de doux conkques (M) ot (T2).

-2 que I membra do gaucho da I"égalitd ast una différence do doux carmds).
%ﬁ;‘ﬂ. 11 oprs evor peécisd lo cenlro ot los sommots dos coniquss (1) ol (72,
AR

m bres mols,

) 5ot 4 o DU HOTH i 2. 2 = [4x2 + Oyl 2
Wb+ Byt + T2 - 1296y = (18" + Ty + By - 120647 = (4 + D)2 - (38y)
= (4% + 0y? - 16y) (42 + Oy? + Jhy).
gos M, y)appartientaql) e (4xt+Oyf= 30y)(det + By + 36y) = 0
e At Oye-36y=0o0udd+ Oyl y=0
= i+ Oy=-22-36=0 ou 4+ 0y+ 2R -36=D.

e fy-2 2y
= BT 4 1 ou 5 -
-2 2 o(y+2
e III"“‘:'[1_'1]':f;‘+|::|r 423 =1 ou HE:I"EJ:”_.,.u,:L

g9 4
T (%) sont des elkpses. D'ol () est une réunion da deux ellpses. 1 |
Tijest'elipse de cenira 00, 2) dans la rapére (0;7, ) etde

emets ALY, ), AY-3 , 0), B(D , 2) et B0 , -2) dans b2 repére (021, |}
ks (0, -2) et do sommets C{3, 0), C'(-3 . 0), D(D, 2] et D'(0, -2}
nsle repdea (0227, 7).

!} Lt courbe est ¢l contra -

‘ N

b
1 - Etudier des familles de coniques

Eﬂﬂg]iﬂ__ ,

'ICang — tets que :
i =-;r_~¢rhphn "OR0N4 au repére orthanormé (0;1,]) | on cansidére ensembie {T'y ) des pains Mix. )

Pebsgg, - * 1822 dtant un nombre réel
i 8l ; . .
Vet ies difiérentes valeurs de a, la nature de (Ts) et &5 élémants caraclérstiques.

&mg&!ﬂ__—#

| —_—
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Chapitre 13 : Conigies

2} Méme questian pour (I, ): a4y ...[a.|1p:~—=-u amanlunnumhreréel

1) Soil Mz, ¥) un point du plan } \

2
a
Mix , y)appartient & (a) 5t el seulement = 4[”2] +2].Ii' 2-a?, Nolons que ‘[H ]+21,r7 mm"ﬁﬂm

Dane,
Si a appartient & ]—= , v2|UZ , +={, dlors on 3, 2~ 22 <0. Ce qui est impossible. Dod () =3,

2
5 a=+/2, alors on 5, 4[H+%] +2y% =0. Clest-2ire :""J?'E ot y=0. Dod {rﬁ]':[ﬂ[‘%“ﬁr':”-

2
Si a=—7 alorsona, 4[1-%} +2yF =0, Cest-a-dire R‘% ety=0.000 (I"_g)= ( I J]

Si aappartient 3 |—+2, V2 [alorsona 2-a7>0.

e
Ains, 4[:+§]'+2‘f=2—a’ e [J:%J + 5"2: =1,

—a 2=3
4 2
2 F

Pulsqufan 2 1‘: >0 el E‘;‘ ;u_mcr.mmrannmmmrr[-g.n] dans le repére (0: 7, 7) e

"'Ir_ [u.-_- ‘ 1I| > ]etB |r_ dmsre:eph‘e{f}i il

2 Ha-ﬂmummahmdeil‘ulaﬁf %
D'ods (Mo} sl une parabole de sommet O, d'exe de syméine laxe des abscisses.
Sla#0: alors soitM(x , ¥) un point du plan,

sammets A

. af) ] 2 B 2t a_+1]* 2 3y
Mx,y) apparientd (la) < a|X +[a x+y 4—0 = I{H_Ea] [En p2t
ks
[”%1 2
Cloet-2-dire finalement que —— +—x =1,
A +2a+1 a"+la+1
£a? 4a

Remarquons que l'on a: 28¥ + 2a+ 1 > 0 pour toul réel a.

2a+2a+1 28"+ 2a
Alersonac: au: =0 et R il 5t du signe de a, alors .

2 1 !
Poura<0: posons u1=."':“_:;‘.?;'_ﬂ al ﬂ1=_za_tziﬂlug[ﬁﬁwmdesfﬁﬂhﬁmwmﬁ

) } | 2
Alors Mix, y) appartient 4 (") si et sewlement =i, '[:_Iﬂ:l_"!li=1 aver ¥, = !’%1

ol A 5
(T est alors nyperbole de centre (X , 0) danste repire (07, T) de sommets Ala , ) et AT, u?.d'ﬁm’ﬂ

les drofles d'éaualions respectives : y =Er. ol y=—Py dansls rapéra (02:7, )
Lo [ ) i

——— OGO E—‘-ﬂ"" |

Scanned by CamScanner




Chapitee 13 : Condgies

o) - 20’ 4+ 2841

=

= ———— ———— ] .
g2l posons o dat ia tr &l p étanl deg rEes sticlamant positls

z
apparﬁemﬂ{l“-:l 5| gt seulement s, % };,:,j i

L b

I
£
Ll

=],
m.jm_l.ﬁ'

|'|1,|"H n‘xﬂ k] [I:' DE mmEE 'pll:u i EI}I 'ﬁ:{-fE 1 l:lh B[D ¥ I..|:| E'I B.I:u : ..u:| dansh f&p&m {'ﬂ ¥ T 'J'}

|¢5-.r:llll=‘5‘d“£

B. Définiv geomelriquement wne conigue
1- Passer de la définition géométrique 4 Ja définition analytigue

i

E_IIE‘IE—E ¥ . . . . -
Ft:‘1|:|;'d&5i'9"“ﬂt I"EEp'Eljl'l'ElHErr. un poind el une droite ':.1” plan, F n appatient pas 3 {D].
s:a;e:[l_l'l le prejeté orthogonal de F sur (D). {T) la conique de foyer F, de directrice (D] el dexcentricité e,

: T
a:ll:ﬂF“* Fr::E |i.|r'ﬁ'lé.1EI'I1rEl E‘—E_

constnsve l25 sommets A et A’ de 'axe focal de (1. Calculer la distance A,
peeminer [ équation réduiie ce () dans un repére convenablement choisi. Dessiner (1)

b Reprendre Lne 8tude analogue a celie de la question a) powr FK = g el g =§

¢ Consiruire (Thpour FK =4 el & =1

Softion &

al v Acst le barycenire des points pondérés (F |, 1) et ;[ﬁ,%],n’esbiﬁmqm ﬁ:%ﬁ_
y a4 =
A sl o baryeertre da F |, 1) ot [K.-EJ_c'asl-é-dra Fa&l = -4FK.
ot que (I) est une ellipse care <1,
A 1 - -
¢ Pl TR dons FA=27K = | ot A= 4P, donc FA = 4K =9,

K= AF + FA (car A, A ot F sont alignés), Donc AA =10
* Soi O miiey de [AA], ?=;_Hﬁ' 7 um vecteur unitairs et orthogonal & i

Dﬂ o A 2 F . M‘ G
:!.ET'EHFE {ﬂ:l‘”'llé’qmuﬂﬂ rEI:I.IJ'ted-E{ﬁ gt ;::F+z_ﬂ =1.'|:||J : a=T=5 i E=E-
Or gt :2 zmhr
| o EE=—E- PO 5

d a
L'Eq"& : :
ré'd""l”*':r] est dong

- L.
L+L=1,dunnﬂﬂ
th E'E g

"R 0:7, 7).
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hapiire 13 3 Conigires |

b)» A estle barycentre de (F . 1) el [H é] cesi-d-dire quo FA =

o

FK .

FH .

rlon

A st le barycentre de (F, 1) &l [H —%] gest-a-dira FA' =

Notons que {I) est une hyperbole cara > 1.

—y 5-. 5 == 5—| : 5 .
s FA=— e - 7 = o FA'==FK =8, Dol AN = L. L
A EFH.dun[: FA EIIFI'I: 2el FA 2F"l"-'. no 5 AN = FA FA‘H-E-H

= Soit O milieu de [AA1], T=KLFE et ] unvectsu orthogonal & T ctunitaire.

i R
. 2y REL -
Dansle repére (01, j) , Fequation rédutte da () est "‘E-FEL!'-: Y
|

AP L T,
z a

2 2 .

oF gt o o? =2 th 7
a 3 |

= b=avel —1=4. '

3 2 AT
L'emjﬂ.t'nnm:_luih de () est donc %—%:1_dmn&a dans le

resére (0:7,7).

, : . U -
c) Soit 5 le milieu de [KF], II:EEF 8l j.ordhogonal & 1 etunitaire,

Dans larepére (5.1, ]}, ona F(2, 0) et (D) la droite d'equation x = -2, pst
la direcirice de (1), o
Ramarquons que () est une parabele care = 1. 1
M{x y)appartienta (1) = MF=dM (D) 3
= MF2=[dM, (D)} 1 i
= (K2R3 = (x+ 2 :
= Y=g
(T} estla parabole d"équation y2 = Bx dans le repire (57, 7).

Exercice 9

Drans %2 plan muni d'un repera orhonome {0:7

1), o considére las poinis F{D , 4) &t n[{: , %] (1) est s GrolE

- o dMEL_,
e points M vérfent — =0 =2
1) Préciser |a nature de (1), son o diM.[a)) .

18, un de ses foyers et la direcirice associde & oo foyer.

o e de (M d T : 7=0
tl:l En déduire I:Iéquﬂﬁl:ll'l riduits d qnl s Emﬂgl:;:;l:z]éfﬁ I:'II::I Ty ” @st; xl - 3-5-'1 + 4:,' #

1) Soit M un point du plan,

M appartient & (T signide _OMFY =
amgay =%

T ————Dm————— Paga:-;m —’iﬂ" J
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' Chapitee 13 : Comigures

 gst une hyperbole d'excentricitd 2, dont un foer est F(o, fhella te ast (4]

.,f;.,l}im O ot 2y 3 =0.
gl gy plan oML F) =% =47 el dM , (ay =12 =323
yll":’-ﬂmpﬂl i ¥
iarit (1) <i et seulement si d{M , F) = 2d{M _{4)). C'est-3-dire m=2]—zﬂl1
| ':'“&PFH" -+ e Elgvant 185 deux membIres au Gams par: & + {y =41 = (2y - 32, Soil @ - 33 +2.1. 08
c.rqm-:adl;l: artisienne de (T) danslerepére (077, ) est:xi-3y2 44y s 72, Y dy+7=0
Ei::-;tu':ﬂ’ﬁ'dﬂm e 4 a4l 2
. S 2y
nm’-'-‘!"“d’"” =0 équivauta —x +3[yu-§ ==
2| |
e _._".E_.+ [F‘El =1 qui est I'diquation :
Casha-die e | e
& G
rédute de ).

i
(T est IyparDoe de cenire ﬂ[ﬂ ; 3] , De sommets les

panls A[D.%] et A-lu,-%] at d'asymplotes les droites -

n‘équaims:y:ﬁx et y=—%: dans le repére T,

2- Retrouver les éléments géométriques d’une conique & partir de la définition analytigue HE

Exerice 10
Lt est munl d'un repére orthancrmé (01, ).
S0} I3 courbe ddquation x? - 3y2 + Bx + 12y + 16.=0,
"1 emortrer que (1) est une conique dont on précisera les &
E'Eﬂﬂ;s aiymptotes, excentricité. Tracer (). . ‘0
/ ; & droite ddquation y—3 =0, On décigne par diM , D) la distance de Mal.
P4 8); 4N, P) désigne la distance da M A P.
=& st lansermble des points M tels que d(M , P) = 2d{M , D} ?

laments caractérisfiques : cenlre, X835 de symétrie, foyers,

1] &
M Watpartenta (1) o xe-gyis Oxt12y+ 160 e G d4R-3y-2R =12

e =2y

12 4
Uagy SRR i
) 'T]astrh}-parbtﬁa:decenhaﬂ[4,z}, de sommetAlD , 2) &t A' (0, -2) dans le ropére (25 1, |}, d'asymp
d-"!"ﬂsu'ﬁq i i i . |I:'E:i:ﬂ I:nl]ﬁ}md.m |
NaMIONS Y= -y e y = —— = dansle repbre (7231, ), d'axe principa ! |
TE ¥ ..f:i: a

b ) . F10, -4} -
BTH, 3a ':“'-i}~de|deni-distanmf:}uaia s rﬁﬁ]zﬁ: =.|Idemyar5te51}M!5FI:u.4]al [ ik

LM PEREET e !J
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Chapitee 13 : Couigues

dans (027, ). de directices les drotes dréquations y = 1
et y = -1 danslerepére (@2; 1, ]) et Texcentricité & =2

2} Soit M[x , ¥) un podnt du plan.
diM ,P)=2dM D) = ylx+4) +ly—6) =2}y—7|

e BB+~ 12y 4 36 =4yl - 2dy + 36 (en devant les uéﬁ: ;ﬁmmeg au ,H.rﬂ
e B3P+ Bx+ily+16=0
[Tof Fensambile des poinis M est [ hyparbade (1.

Exercice 11

Le plan compiexe P esi muni d'un repere orthonarmé (O 1 TJ ;

Détenminer la nature de (E), ensemble des points M daffixe 2 tella qua 10:2 + 3z 47 ) =4
Fraciser ses 1oyers, 2ins| que ses drecircas ef Son axcentncils.

Solution 11
Soitz=x + iy, ol ¥ at y sont des nombres réals, I'affoe du poirt M.

Ona: 102z + 322 +T~.=]k=1|:||::|E +BRe(2%) = 1007 + 47 +E{<E %) 16 -+ 4y2

Dol Mappatied3(E) e 102+dp=d = —+y
ol
L (1 B
D'ol (E) est l'ellipse de centre O, de dami-distance focale : E=VITE_[E] il 7 e foyers Fl
"IEI ——] oe directnoes les drodes déqualions respectives - y = _J?__ :Ee

Exercice 17

Le plan P st muni d'un repére artonarmé (017, 7).
Définir bes foyers, kes directrices e 'excentricité da

y 4 chacune des ellipses déquations
a) ‘?+{-‘u=1- y B0, G+2f
9 16 '

I!‘ 3 .
' réquation — + L i
3) Lelipee ciquaion "o+ =12 Pour centre O, pour demicBstance focale &= 3t — 22 =5 P

5 o 5
F{-.'IE et F [—"'JIE 0], pour dirackices lag trolleg "-'I'E";]'Jallllﬂg o o g d wicild 55-5-.
; o
PO TR | s i (T .
| alsan — =y
b Lelipee Ehau g o 1§ | & pow ceniry Q(1 ,-2), de dem|-gistance focale ¢ = M

e, P33T _...--""J
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i e

"‘1 L Acplfre 11 ; ¢ Uiy
1y et FYD, - \'r?_'] ddarvs bo repdeo (1) | | ¥
: ks F[El.q"ﬂ ol FY ( 1}, de |J|u_-r.lr|n:.n-.uI-t.s|pr.f,.|.1_f,,u.-.q“h,i_,..,L d }E. u
| g 7
| p—
| 7
".I'
sn P et muh dun repére orthonomé (00, |,
I": t':;rm‘ﬂﬁ' Je foyes, direcinoe ¢l e sommel af le paramétre de chacune deg parabioies d équations
H by x=3y

= "". :'| -

I

a) pEE
| _
4] Laparabole dquation y = 26! & paur sommet O, pour paramétre p =% , pour fayer F{E'. STJ , S0 Fl 0. 5111 . Dour

1
dreciice Y =3

) La parabole o équation % = 3y* a pour sommet O, pour paramétre a:-=%. pour foyer F[g. U].sﬂit FH- .ﬂ].pm-

2 1
dmdnie XY= Th

3 - Passer de Ia définition bifocale a la forme réduite

>

Exercice 14
| SuiF el F deux points du plan donnés lels que FF = 3.
| Déterminer dans un repdra corvenablement chalsi, une eqalion rédiile e Nansemble des points M tels que :

al MF+MF =5, b) |MF-MF]=2

2] Soil 0, mikieu de [FF), T:#ﬁ? el T un vecleur unifaire orthogonald 7 .

[7:7,7) estun repére arhonorme, "
1

. : X
Efsnsele des points M{x , y) tels que MF + MF' = 5 st ellpse dont Féquation réduite est = <= 1, dans le

¥

R
Hpdre |07, 7) ol 2a=5 et ¢ = va* —b? , célant la cemi-distance focale, cestd-die c=—-=23.

Otaakes a2 o 3.8 2
£ 4 4

) ],I

Dow 4 5 " L
" =3+ b=1 el léquation réduite de Fensemble des points M es! F+Ez =1

2

?Msmﬂmﬂhmm question a), _ repdra (21, 1) &8l
"-‘!'-'&a':l::le Ges paints Mix ,y) tels que |F—MF=2 est IMyperbole dent une Aqualion dans [ : _
2 e FF* 3

—— -

& @=lobZaz2et o= 3T +-b? . ¢ blant la deml-distance focale, cestd-de 6=

Ondakrg 2y 8
Battd catspl,

s o P
L ———
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¢ frarpitre 1 ¢ Canighes

i
i | ¥
- o des ints Mesl: © ——f—x=1
dir.ﬁ. al [éguatian réduﬂﬂdﬂlfnmmha- Bs po ; -
D'ﬂilaﬂ.h"" Fl ?
F—-—-—-..__.__
2 2)etF(4, 2 dansun repre ﬂﬁhﬂﬂ?m* [0, ”.'
ek ,uation de lenzemble des points M tels que. ey
Dpatemner e &gl o) MF N F]=4.
al MF + MF =10

préaable délerminer [éguation réduite dans un repére convenablement chossi)
[On pauma au

feafra] nitaira orthogonal a 1 .
gl () te milieu de [FF, I=EFF gt J unvecieur U

ona Q1 2), FF =6, FF18.0). T=1.0npeutprendra J=|.
a) Dans I repéve {1 :T .ﬂ l'ensemble des points M{X ¥} tels que MF + MF* = 10 est I'elipse dont 'Squation 164 e

2 FF'
et %-‘r—z‘—"‘.ﬂazﬂﬂ Netc= EI—I:It =—2—=3_
b
E'El:la=5,h-=4¢'[|'mui'|jﬂ1féﬂHf[EdElE!‘lSEfﬂﬂEﬂﬁpﬂiniE Mix , y) tels que MF + MF = 10 ast

ek pere (21, ])
—t—=1 dansiere i)
25 16

Or on &, d'aprés 13 retation de Chasles : (W= —O7+0M.

s - - iy = x’ 1"'::
Salt (X, Y) dans ferepére (121, ) etMix.y) danslarepére (0. 1)1, _ o, -
Dob wne équation de |'ensamble das points M{x | y) tels qua MF + MF = 10 est
(=17 (y-2Y

u
o=l
i

£ b
_FI i 5 -
=F2 =3.Morsa=2, b=+/5 et équation nicte de 1"
mm‘mﬂllﬂ 13 T__ﬁ-=1 dmihlﬂ:ﬁ-[ﬁ I;ﬂni |-j|]-

dans le repére (02,7, ]), ol 23= 4 &t ¢ =+/a? L b2

D'ﬂillﬁquﬂtﬂﬂ réduite I:IE{'.E'I'[E h‘.I'F'Eftﬂ'lEldan.ﬂ.lﬂ-rEpéra |:|:|;_I' I-i..:l Bt {x_ﬂ}- _M"I i
4 &
Exercice 16

Le plan est muni d'un repére
aoit F{1, 1) et Fi1 1),

- E_t____-"'
orthonomé (0T, 3.

A [T e
Onpogs f=—(foTi oo 1 » =
&ll i) Et'h'.nﬁh‘i_”.
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Chapitre 13 : Comigues

1 ”: s o
1= —[?T , v @stun vecleur unitaire orthogonal & U et FF' = 2\&.
WE:Deﬂhnﬂﬂ‘udE [FF1 u OF ogo
pan MK ¥} du plan fels que BF 4 MF" = 4 est 'ellipse dont I'égualion réduita donnée dans 2
des pons T * '
i Lrser® X2 Y 4 sizasé et c=vai-b'= FE V2. Cestddrea=2¢l b=+2.
{u;ﬁ.ﬂsﬂ:;i. b i .

. B oo 0G0 Y
: derensamhlﬂdeap-mntshﬂ{x.‘r}danslerem {G;u.v}est:I+—=1

2
ﬂﬂ"ﬂq ints M(X, ¥} du plan tels que |MF ~MF!| =2 estune hyperbole dont réquation réduite donnée
megmm 2 y2 7 .2 FF
X T —touza=2et c=a’ +b" =—=2.

«i.¥) est—=
d;rﬁfﬂ'l'ﬂ'ém‘.ﬂlu'ﬂ ag b I
g=1,b=1 ot Péquation rédulte est X2-Yi=1.

G.&é:: y) dans le repere {G*:_i' ,7) &t M{X,Y) dans le repére (O:0,V).
7) Soit WX« . A A
w;m;m o N+Y=Xi+Y¥ = Xi+Y Jil: i) ;32' ‘
& W2 =X+ i+ =K+ M)
H+‘!’-kﬁ
20 —.‘-'I+‘|"=;.'-.|"f
1
X= X—7]
T-Efl ¥
Y o=—{x+Y
ﬁ:

3| Dol Fensamble: des points M{x , y) dans be repére (01 T, ]}, tels que MF +MF= 4 a pour squation
- 2

1 1 1 1 [:—y}z+[!+'ﬂ2 2

o] 3l T4

z
o T
b)Liersemble des goints M(x . y) dans le repére (01 , 1) tels que JMF—MF{=2, a pour quaiion

2 2 _uit evP . |
%ﬂi—ﬂ] -[ﬁilﬂf}] =1, c'est-a-dire {: ;‘1 K ;] =1, g0l Xy=—5

4 _ Déterminer das lieux géometriques

Etercice 47 b

S0l [C) un cerch sy

" 2 de centre O el ge rayon R, F un point intérieur 4 (C). ; ;

et e e fiew des poins M ce:'rlﬁres des cercles passant par F et tangents & (C), estune Hipesdonon
['535'51‘5 IEE T{:Hrsl ;

* Soi .
tmé”dfhwlm“ﬂ"tﬂctdm deux cercies, on a : OH = OM + MH. .
Do iy ® WO +MF = R (car OH = R), ]
8o < ;&;?"' Sail M un point du plan tel que MO + MF =R,
SHLH by it o, oSN, M est & Fintérieur du cercle {C).
DU 4 s () el Qe M 50t sur le seqment [OH], on @ MO + MH = R.
e = sr hEEMU,; MF. on en déduit que MH = MF.
’ d& cenire M passant par F

\__ PAGELTS o ———————
.
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Clrapitre £.3 ¢ Conigues

M pazsant par F et O, M et H sant akgnd i
mﬂtxlde[t.‘.]etlumrdedl:tenhu P p e i i n algr_;ﬂﬂnid*
H. Donc M est le centre d'un cercle passanl par F et tangent a (L) oy
& a5t Fedlipse de foyers O el F.

Comme H est point de
cerclas sont 1AN0ENS EN _
Finalement, ['ensemble des poinis M cherch

|

Exgreice 18

Sat (C) un cercla d2
Démenirer gue ke liew
(On distinguera deux Gas :

centre O 2t de rayen R, F un paint exténeur 3 (C). —
dae paints M, centres des cercles (T) passant par F et tangents 3 (C) est une hypertess

(1) et (€] sont tangents extérieurement. .

(C) est intérieur 3 {r]).

Solution 18

¢ Supposons [T et (C) sont tangents extérieurement.

Soit H e point de contact des deux cercles {0, M et H sont alignés), ona : OH = OM - MH,

Cest-a-gire MO - MF =R (car OH = R). Done M appartien a une hyperbole de foyers O et F.
Supposons (C) est tangent a () intérieurement, on a OM = MH - OH.

Danc FM - OM = R. D'oil M apparfient & une hyperbole de foyers O et F.

» Réciprogquament, Sait M un point du plan tel que MO - MF =R ou MF -MO =R.
2 MO — MF = R, alors MO > R, M ect donc & lextérieur de {C).

El soit H le: point de (C) sur le segmant [OM], en a MO~ MH =R,
Danc MO — MH = MO = MF. Done MH = MF. D'l H est sur le cercle de centra M passant parF.

Comme H est point de contact de (C) et le cercle de centre M passant par
F et 0, M et H sont alignés alors ces deux cercles sont tangents en H.

S MF = MD = R, alors MF > R et MF = MO.
Soit H e point de (C) sur la demi droite [MC), on a MH - MO = R, Donc MH — MO = MF — MO. Donc MF = MH.

D'ois H est sur b2 cercle de centre M passant par F.
Comme H est poirt de contact de (C) et le carcle de centre M passant par F el O, M el H sonl alignés alors ces dex

cerdes sont tangents en H. Donc M est le cantre d'un cercle passant par F et fangent & {C).
Finalement, i la paint M est tel que [MF — MO|=R alors M est le cenire dun cercle passant par F et tangent &(C).

Dol l'ensemble des points M est une hyperbole de foyers U ef E

D 5

C. Cowrbes parasmnetyéeey
e

Exercice 19
Reconnaitre 13 courbe (F) définia par [I

o 21 T
, avec e R , dans un repére orthonarmé (03 1. 1)

Y ==

Pour fout éelt, on a:~ 1 S cos2t <1,-1< sint < 1et cos2t = 1 - 2sie, donc x = 1- 2%
. ¥ = p0s2t

nﬂ'ﬂ(y__&nl| a'I'EEtER = :'*=1"EFEETEEIEEHHE["'.1]E!y'1:|au|':s|'-'l,]‘].

Finalement, {F) est fa parlie de la parabole d'équation x = 1 - 2y dans [-1, 1] % [1, 1]

Pagea 276
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A

Y Chapitre 13 ; Conigugy

un P e e (H) déquation ¥* - 24 = 1, Déterm|
: ok + HEEImINer ses sommets
!] 585 Btymptnte. Bl dassiner

e e dans 8 plan P, le mouvernent du point M{x , y) tel que - s 2t
L 1 !
g ¥ '=—|,E—tan 2

W

T) de M est une partie de {H) qus l'an pret:.‘:-.l‘:ra

Mﬂqmﬁmamﬂ[

ﬁermle de centre O, ¢e s.-:mrnets A 1,0) A1, 0) et I:I asg.nptmhg Eﬁ{i’uﬂe;

¥ et I:D':I:H=—-_3- Y :"',“'. | b2 |
1:']!" “Tzr ﬁ \::ﬂ_ | .- ~
! H;\h - |
|
A ) I
H
i fr'l" M S
| 1 el
1 1]
St ) un point du plan, soil  appartenant [0 }[ .
:("-1_ E_ 1 }-i H
" wsh 1elg X c e coss 2t e - l'::z_f-rtanzzt aves x>l
1 , 2 i g >0
1-.ﬁ|mg[ }'?=%taanl avec y20 | 2y =lan 2l awec y>2

= B=22=1amsxzietyzl
* & M appartient a {H) avecxzi et y20

ok 3 Fajectaire de M est a partie de hyperbele (H) dans 1, #=[x(0, +=[.

Exerrics 24 E

i . aE'! -|—E‘“t .
erlte Que s coube définie par 2 vecteR.a et btant deux constantes réslles stickement
L _at’
= :I-E =
Pilfies, gy ¢ |
PEse dans une hyparbole de centre 0. —
4 —
Hﬂm; x=a e
y=t g'—a"
ﬁtﬂ.\ﬁ a3
HI un Fq.ln-t
;-1'3 (C) et t un nombre réel, ona: ; g agpin
Bl o=t -1 g e |,
[-h_ﬂ__ _ole e 42 z_hEI_'Z_E-—] =b* ‘_—T—ﬂ_]
2 =4a & Yy= Z ]

e ——— P /_

e
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frapidiee £3 @ Conlgnes

oy H!HQII+E-“+?_BEI+E_EI—E_1
.ﬂum,ma.a—z—h—;— 4 4 '

I
D'ois M appartiznt & [hyperbole déquation — -:_? =1,
d

2 )
La courbe (C) est donc incluse dans Iyperbale o équation 1‘?-:—2 =1,
d

Etsi on allait plus loin : déterminons la partie de I'hyperbole concernée.
|
» Etudions les varialions de la fongtion h:f s S5

(B
hestdénvable s B et pour tout réelt, bl =

= e—

Ona hit) > 0 dquivaut successivement & st - g =1» 0, pui

_ | - +puis &' > g -1 eten A

D'oli h est striclement coissanie sur L +°J[E*.SIJ'1CIZEIFIHEI'II i
im Wl)=+co el fim K

. I—=+pe

" decroissante sur J-w )
t=-+co . D'l le fableau de variations de h qui suit :

it j-= 0
hi(t)

E 0 +
T + m
hit)
\L 1 ,..-"”"J

Dol hR) =1, 4+ocf. Dol larsgue § varie dans R , h{l) dans 1,

LA

el *oo| et x varle dans [a , 4],
* Eludions les variations de q: 2~

2

g estdénivable sr B et pour tout rdel |, on g gl = & el

=0, donc g est strictement croissante d
WR) =R . Ainsi, y décrt B loreque t déert d ntedans R el

Exercice 22
[:=a{1_11} =
Montrer que a courbe définie 5 B
« g :
- 2 YeCleR , aetb dlani des réets positifs, est une elipse de cerie )
14-1%

Snii'-'l{x.ﬂunp-:llnlue[C]euuwnmhraréﬂ on
H R
th‘r'tI] =g?| 1= 4!
1+1 ;1-}-.1}1 i razlh[
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Clhapiee 11 ; {eimigaen

2 1-211-““ #? T N

—

——— —

3 oy i : :
'.f'i'""?-_ TR G 2 S RO LT
b |

3
st 2y
olli ‘dquation — +-—=1

b apparon lofipsa 4NN T (3
. : 2

. .

se dans lelipse d'éguation : — 4 2. =1,
uuﬂ"‘”{m st doncInct al b
-1 7
me & l'exercice 21, les fonctions ; | — ol 1— _
g teur E0IETE o 14t §oq?
raalors vérifier Que lorsque | décrit R , x varie dans [-a . a] ety dans [0, b]
£l i pos 2
1z point M décrit foute fellipse. Donc que la courbe (C) est felipse de cenire O, d — s =

Ood

a.'l‘ hl‘

D. Coniques et nombres complexes

: , -
i a r
' ' [ - z2— (3cosd +isnBjz + 2=10.
Risoudre dans €, 'équation en Z suivante : 2 ;
5t M: &1 Mz les paints images des solutions, et P le milieu der [hiiMe].
Trauvar Fensemble décril par P quand B deerit Fintervalle [0, ).

Le disciminant de Féquation est . . _ _ e
E 3 E:Tliﬁinﬂlz - ;‘i Bo0s28 + BicosAsing — s.in"'El_— B= -"35!'1.5‘9 ¥ &MEEEER‘B + cos*h = (cosh P
Dol les solutions de 'équalion sanl 1 21 = HensA +ising) el 2= cosd ~ isink.

3 v, .
» 'iﬂmﬁ?a&t:hzﬂ%ﬁ=5mﬁﬂ+ilsﬂﬁ.
Pr 2 = sindl
3 _ 1 ein. Dane 2x, = tosoet 2y = 5
5|3 , y¥) les coordonnées de P. Ona alors IP=E'|:-‘:'5H' et ¥p =73 =%

i i =1.
Ce qui nous donne la relation %sz + 4';';-2 =pos B+ sin” 8

B 3.7
. o i e b repire (031, 1)
Ui P appartient & lellpse  d'&quation réduite : 5+ = '

]

1
33 210, =1
Loesque B déerit [0, ), alors x décril [_?El et y décri lu' El 3l [ 1
. i f_+ siml-%.ilxlﬂ.il.
O'0l Fensemble décrit par P est la partie de Felipse d€qualon g
4

____ry —
Bxercice o4

o | =|

"2 Pl complexs P est muni d'un repére ornonarmé (01 0

ATy F. i E:"l I_—E'
alfice 7, 1abe que - Ié [z

1) Détermingy ey construire I'ensemble (H) das points M du plan
1581 les sommets, les foyers et las asymploles de {H).
Fune mesure de Fangle de chacune des gsymplales ¥ e
2) S W peint de (H) d'affixe z. On note [2]=r €10 designe At
Callerr g fonction de cosh.

LS. page 279 /
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Chapitee 13 © Conigues

un paint du pEN. daffixe 2

1) Soit Mix, ¥} - SH N, 15 Y W N A
5 3 g B pt=xt Y 2 =Y ) =t g
-2+ ) 1=l 2Relz’) o !
- 24 r41=0 o= e ————
oi Mapparterta () = 4 [_,@E
. 3

7

1 (- 23
D' H) st yperbole de centre O, de sommets A(1, 0) et A1-1 , D), de foyers F[—-a—.ﬂJ et F'[-.ﬂ DJ'

& | off
d'ﬁgﬂﬂﬂ'lﬁrﬁﬂim {&}:j:—s—x gl (A= -.T:‘" - l

« Sofl o une mesure de fangle entre (A) et [axe des
ahscsses el § une mesure de [angle enve [A) et Fase des
ahscisses, tane ef and sont respectivement les pentas de

(&) el (4.
O'ol tane =% et tan( =—-% ;

Ceska-dire o= E[’Tlr el ﬂs—%[':lr] i

YSitz=rf Ona 22— (2 +7 ) +1=faf ~2Rele?) +1=r ~2rlcos2p 41, el

g = =3
Doi: z2—{2" 4+2')+1=0 & rP-2aaM4i=0 = P1-2c0s28)+1=0 & (= :

Remarquans que si M apparient 4 (H), alors 8 appartiant 4 ‘— % +k, %+¥m! vavee kdans 2.

b | N
“”E*‘F'Fam“"‘*l 3+"3"-§+ﬂr(-ﬂnmmﬂﬂmnamer:a ’EI! 6l donc 200526 - 1 apparient 40, 1]

Par consdquerd on 3 1 0. E 1
. Edoner= — .
Zcos -1 Y2cos26—1

Exercica 35

Le plen complexe estmuni fun repéve arihonorma 7,7

Atout point M d'affixe 2 = 5+ i on sscc -
1) Cvale gst une g 0" 25505 & poit W' dafixe 2’ = X +iy, tel qua: 2'=(3+ 22+,

. Equation carésienne da Fense ' 1 .
2) On obfien| e congue. Préciser sa nalyre e;:g&m gl M

elémants caractéristigues.

Z=(1+ 2+ i)+ Sijx— )
Danc le paint M a poyr
O Meat sont alignes
Or detiON , DI
Une équation ca

=1= =
P29+ 3y 1) iz 3y + 30 = By = 1)+ 50+ )
@MHM&EE[S:+E—1 S+ By)
S et seulement o ey E‘rﬁ];u
=x|:5:=+35rj~1-[3:[+ I 2o
= Y=1|=5yf |2
resienne da fer : A i
ENSEmble e POmits M tals que ©, M et M’ scient alignés est ont G-ty
2) R~y y=0 gquivany g .*uc‘—[ 1]! L

!ll__ T

i 4‘1

e e Page D _‘n_ﬁ"‘/
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1
rhole de cenlre Et{l],—] dans le re T
ﬁﬂmwmﬂsmmhyﬂ 3 pére (01, |}, de sommets A[ﬂ%} o

101, 1) eldasymploles les droites d'équations y —
u | - [ ¥ HE ely=—y5 025 le repeng
2 L y
e ! C=J—+—=|— . dafoyers: Elg. (3 ' 3
Iﬂ,- \ D demi- _distance § JEI}T 10 s F[UI Tﬂ] R dmlef&mfe

|| dadlredn:eslesdrmmdéqmtmnsy- J7 at .:,___J_ elde :“E_.T Jt
5

1
2

0 est qurd d'un repére orfnonome direct {CI idn
|{.1 ansdére yperbole (H) d'équation | y? —x?=
4| Diteminer 55 SOMMELS &l s asymploles
b Tracar cetr hyperbiote.

150k e n réed apparfenant a 1— 1{ .

Risoudre dans (C Féquation : 22008 o —2sin2e —cos®ec +2=0 (E). } oo "
158 M le paind du plan complexe aysnt pour affive & solulion da (E) dond 13 pariis Imaginain es posilive.
il Dimarirer que M appardient a Mhyperbole (H)
14
Wi T

Wi e Thyperbole Eliluimere de cantre O, de sommets A[D , 1) gt A'D , -1), d'asymplotes jes droites déquatons
‘Tﬁ"ﬂ& y=xety=

b Déterminer b sous-ensamble de (H) déerit par M lorsque o décrit

e g
L o Mgy
in 4y :.[E]EHI 2y 4 cosir = 2) =008l
Cosa = dsinle cosla + doosta —2cosia = 4 cosfalsn’a = | Mpostar.-
" leg

lisin, 1
"OR(E) Sont: 2= taney 4 i &l 2" = taNX———1"

GOS0 T

N Page 281 ——/—
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Clrapiive 13 ; Coideiies

.. A{ alnrs—i--:-'rﬂ' Dol M 2 pour affixe 2" = fan + - 1 ;
22 cosau Cosg

3ja) Comme  appartient 3

1 2
: tanta @l =1+ane.
Posons x = tanar 8l ¥ =——= onax'= P gt

Donc y? = 1 # &2, soit encore yi-x2=1. D'od Mappartient  Fhyperbole (H).

b} Mq:parlimtaﬂ'l] :
Lorsgue e décrl -i E tana décrit R, cosa déent 0, 1]Eld'ﬂn:;;::-'|

P n ﬂ. " :
Finalement, lorsque a decit I—E -'171- M décrit fa parfie (F) de hyperbole {H) dans Rx[1, +0ef,

Exercice 27 -
Le plan est muni d'un repére orthanormé direct (O fi
2 5
stre rbel vérifiant —— < < — , On considéra 'équation (E) : 2% - ——dt——zy,
@ &tanl un parameire 7 P 3 e -

1) Trouver les racings complexes 2 et 2° de ['equation (E).
2| Solt W' et M" les images g8 2' el 2" dans l2 planmrrq:ie:m

Montrer que M gt M™ décrivent, quand g varie dans |- , une branche d'une hyperbale qus fen dessivery

Solution 27 .
2
2 4 2 ————z+————4 =0, qu a pour discriminan :
1) Léqualion (E) esl dquivalents o e
16 +1E-—1ﬂl msztp Btk o = (ditang)?
o5t sl

1 . 1
‘bguat i A =—Jitany.
Donc les solutions de 'équation (E) sont 1_m$+ﬂlm:p etz s T
2) Notons (x', y) les coordonnees de M et (x", y") les coordonnées de M.
et y"=-2fang,

S i "
Ona:x EEEL? y' = Hang, X e

2 a2
: ¥ R A
» Or ::‘E=1“!=+=1+tmz:p ol y¥=y"2= dtarfy, alors xt=1+-4— el ::_ =14 o
e
2 R
o D'oll ' et M" appartignnent & Thyperbola (H) d'équation x* —T_i |
Vérifions qus W' et M" sont situés sur la méme branche da cetts hyperbole : |_'_ | s

_13{
2'q e |

s lang décrl B, done 2tang et -2ang décrivent B . J-f"
Clest-d-dire y' ol y" décrivend R . BER |

& cosg décrt 10, 1) et dong : >1. Clesl-a-dire X et x" déorivent [1, +==f. _’;__ —
COS 0 L

Lorsque g déeril

Finalement, lorsque « décn l—% .%l M et M" décrivent la branche (F) de i _ L - ¥
['hyperbale (H) dans [1, + cofxR . (H) est Iyperbole de centre O, dasymploles i
los droites d'équations y = 2x et y = -2x et de sommete A(1 , 0 et AY-1, 0)

Page 282
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Cllapitee 1 : Canfose

RXtrall Pun BAC dtranggr
M sl d'un repdra oelhonormd (04 | V), |

reil b T[:rmnt'"’ o ol 2 son aflixe,
PP

5 . rt mnlﬂﬂﬁnnlbm das polnts M lols que Z4zd 0 o6l una iy (0. Trne ().
N
I e pour toul paint M da P, In distance do M & (D) gp - |J 2 M]

g e
i Fiapoint daffke 1+ 1€t (77 1o plan peivb da ln droito (D),

gt Z-1 J2
rm:ﬂl'fm'lﬂ d"aﬁ F'Dh‘lﬁ H EII] PI d' I:Iﬂ-ﬂ'[ﬂ Z ldﬁ ql-m __I'.F-—L ia ——E-
oll ) 1BI z4z4d| 4

st que (E) S5t N coniqus & centre dont on précisera laxcentricé ef (2 natur, Vérdior qun (E) panan par

1":, sotMix,y) un point du plan P, d'affixe z =x + fy.

yi=0 = Mel+i=l & X*+2=0 qul estuns équation ds drol
EhJ:D:.estlamuiadﬁquainn %2, :

b) SaitMix , ) un point du plan P, d'affive 2= x + ly. La distance da M A (0) st M, (0) =[x+,
T 1 : 1 -
dl=—{7Re(z)+4|=x+3. D il
u:E|:+1+| 2| Bz)+4|=|x+2. Do dM, (D) 2|z+r.+4{.
fe Sof M unpoint du pian dalfixe z.

) pparkentd E) :_'_‘_1;" =‘-_f.
-::-: |lz—1- I| ﬂ
2 lz4z44| 4
2
MF 42 N
= ‘“—ME—T car d[ﬁﬂ,{ﬂi:l=i12+2+4|.
= HF=£H{M.{D}}
)
= MEppﬂr‘hanla|a|||psaﬂE}f£{ﬂldEfﬁ'pHF e directrce (D), d'excantricild B—JT_.
L] Fﬂl.l':!l} o | &= 1 lI F=_ i ﬁ E
a|z+z-|--4| | I ok MNAIR,

L. Déterminer Vimage d'une conique par une
'Dmuﬁ:?mmﬁﬂwmuplﬂw
e

Han p
|] &5k muni d'un "epére orthonormé direct (O ; i, ”

I:"f“'érr'ﬂlrl.e-rlen B ' )
"'!‘i‘-&rsn SEmble (E) des points M du plan P d'affixe 2, telle que : f0zz +3(a" +2 ]

%, 3ing! que ses diractrices.

mmﬂfﬁée de Ihomathésia de cenire O et de rapport 2 el de la rotatan g canire O &t dﬂlﬂa 3

o0 e (E), image de (E) pa |
-l:":-l: rtf-':E':]E! U’ﬁ-l IJl'IE E"I-FIE,E i r':‘_E'Eﬁ fliFiEI: ﬁ:F L Comparer a5 ﬂﬂﬂmmﬂ (E] st |:E 1.
E sur une mame figure,

L¥ i
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Chapitre 13 Conigues

), l'affixe du poinl M.
2) =400 +y°) 6067 —y?) = 16x" - a2
|
X
joedyi=d =y =1,

5

V) elo. -] e direct
0.5 ot F0, ===, de directrices les dreies d'équatgn

Solution 29 (xely appartenan! aR

‘IlEuﬂ:!!*i)‘_ Y :
Una:1[|:i+3:1’+z ]=1|:|||z| +ERe(z

Doy M apparfient 8 (E) &=

0ol (E) sst felipse de centre 0, defoyers: F
i 2

respectives - ¥ = B Y= "3
7) festia composes de fhamathétie de centre O et de rapport 2 et de la rotation de centre O ol d'angle g-d'ﬁrf

™
similitude dirscte de centre O, de rappart 2 et d'angle i

hirsi, soit M le point d'affiee z et M’ = fIM) d'affine 2, ona: z'=2e 2z =3z, c'esk-a-dire =iy ?;-;31.&..
- - -2
Drol M appartient a (E) e z+dl+z)=4.
l—1lz']z+ —A‘—iz'2
2 2

=), 3, e 2R
= 'IOI EE][Elz]rdl,’z ' J=d

e ;lz‘i? +%F£a{—z‘z] =4

; e
| L | =4
o m[ --122][ EII +3

& '-‘;:x"-:— V) +§-:—x'1-|— yZ)=4
= Ki+dyi-4=,

-}
Dol une équation de (') est : “Tn-y?-i:u.

3's (E'} estellipse de centre O, de demi-tistance focale ¢'=+2—1=+/3 , de foyers R(+/3.0) & =3, 0):

orfo-2)

Orlesimages da F et F' par I sont bes points dafixes respeclives 2izz = _.,f]' gt Zizp = ,E . donc de

(3.0 ¢ (5.0, qu W::_'“ coordonnées des paints F.' ef Fr. D'ol (E') ast une ellipse de foyers HF)9 'ﬂ'l.
3 |
® Voscentii e €) est -2

(£} esi l'elipse de centre 0, de demi-distance focale ¢ =£ de foyers Fln "ﬁ
7

| ¥ )
a Bl s
|

[E).

ml&

":'EIEI:IE :E‘f sl @uss| -irj

—

_ 2
Dol (E) &t (E") ant la méme exceniricité,
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, Clapitre 13 ; Contgries

B0, 1) et Y0, -1).

1 J 1
Dsﬂmlpcmmn?i%ﬁli.ﬂ].ﬁl E.G
de sommets C{2 ,0), C'-2, 0], Bet B,

Jjﬁrali"’-

ITEJEEI'HIIP" o e conre O

gl rectangie &7 A de sens direct, 1€l que BC = 2AB et s la similtude directe ou plan, de centre B ou
o man
Cesltm

A5 an F- ja
e r; ot une mesura de Fangle de 5.
'.ﬁ il g dEE F'E""“ M du plan tels que MB = 2diM , (AC)).
|| PE |‘.£E"T-“*] jgar un foyer, ung direcirice et son exceniricité,

5{1 Lrll e Hi.
araha o ;-u?n foyer et lexcentricité de limage s{H) da (M) pars.

:IE::MEW“W'
B W BA 1
)= ,u,_ngurgranpunde:aeaEE 3 el son angle est l;ﬂ-l:‘- EA}

vy IPSIE:'FH et siC

mesure de cet angle, on @ CoSo= E=E D'al u=~—121||,

ient & [H) 5i et seulement si MB = 2d{M, Lﬂﬁ]]. D'oi fH:| estune conigue d'excentricaé 2,
':1 sors (H) est Ihyparbole diexcentricits 2, dont un foyer es! e paint B et e directrice est la droite [AC).
E:i e sinilitude directz de centre 8 et (H) est IMyperbole d' emenmmu 2, nnntunfn;msth& point B.

1 H) st aussi une hyperbole d'excentricita 2 et dont un foyer est 5(B) =B

ool g UNE

——d

-

Eepcice 31 — _
s & plan rapporié 3 un repére orthonormé direct (O 7, j) , on considére lensemble (E) des points

Kje, j) du plan teisque | 1552 + 135.-'2 Exg.rﬁ =768 .

x'=%u+r~ﬁ}

El"-m'l:‘ll':am“ ,qu| a 1|:|ut W"-'t Ml:I ¥ T] |ju F||E|1: a.SSI:IEiE E'F":ilrlt M.':x' : FI:I' t-E'l q.lq_"—_ . J 1 a
=Y

tésisera, Détermmer { -1

I| Montrer oue f similitde direche g que l'on caras
e i ellipse dont on précisera les sammets, les foyers €l

4| Déterminer une quation de fE) et montrer que f(E) estung

Tercerinciie. -

M que fan m&::gera
' _
s

| Da!!frnll‘ml:& Iécriture complexa de f !
Wiy, !l'}unmnrduplm d'affixe 2, et M(x , y'} = f{M), d'affixe Z°

Ma: 2= gy e =EII +y4/3) +E":_I"EH}= I{TJIIFEKJF’F]"_‘]:"’J"‘*"E“'

e ol de fest sous forme 2’ =az+ b, 0l a= %{1 ~iWf3) el b=0.

1

ol

"l et i gt ol ik i et % ot d'angie dont une mesure est =
Mesti “Mmilitude directe da centre O, de rapport 2 et dangle % -

Dt g
érmuh&':"J""F”‘i"'['ﬂ''lil!f-‘ st z'azlmsf~+im§]==l:1+"ﬁ“'
3

g Page 285 __———_—__
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§pnitee 40 2 I".'nm'r'rfrr-'t:

['axpression analylique dnt‘lz _ .
El?:.ltlmv:l'?:ﬂﬁpx +lyeL M’ dalfixe 2 = +ly', gon image par [~ 1.

one: 2'={1+h3 Kply = (1NN e X =) iy
Do K'=i—y3 8l y=m+y. | | |
2) » Soit Mix, y) un poind du plan &l Mi{x', ¥) son Image par f, d'apréts Fexpression analyligue ds | i
x=21'=y'W3 el r=:*1"§+y'.-ﬂhsl.
M appariient 4 (E) o 15+ i:!:.r2 - Ex'_.r»ﬂ =TE8 ,
o 15—y 3 13y =2y B VE 4y = 7
e ABx'7 + Bdy? = 763

2 a2 S
2+ X 1. Dioliune équation da ) est: —+ L =
= 1E+12 équ \E) T 1.
X
G W
» HE) a pour equation ﬁ+ﬁ=1'

0o f(E) est lelipse de centra O, da sommets A(4 , 0), A4 , 0), B{0, 2v/3) et B'(0,—243) , de demicistinc e

£ | B
[ [

e=J1B-12 =2, donc de foyers F(2, 0) el F§-2, 0), dexcentricitd & =

3 1(E) est Felipsa de foyers F(2 , 0) et FY{-2 , 0).
H{E) es!'ensemble des points M° du plan tels qua MF + MF = B,
Soit Fy el Fy' les anlécidents respectifs de F el F' parf, cna:

v - i
WF+MF’ 5%MF, +%MF,I'=%|[HF1 +ME,] (f élanl une similitude de rapport .15 (i s distarces s
Dol MF+MF =8  équiveul & MFy + MFy = 16, _
(E} est Fensembla des points M du plan, tels que MF: + MF:' = 16, ol Fy 81 Fy' sont les antécédens respectils de FelF

par |,
Notens que (E) est par conséquen! ['ellipse de foyers Fr et Fy',
Exercice 32 BAC C - Cameroun - 2002 E &
Le plan est rapporté 4 un repbra edhonormé (07, ﬂ.
=K
On considere application T qul & tout point M(x , y) du plan, assacie I8 point M/, ') tel que ; ,!,-=_35, ;
]

(C) estla courbe dont une représentation paramétrique est ! H-E;‘EE:‘ @ appartenant & fintervalle [0 2 On ok
y=<un

(T} limage de (C} par f et H le projeté orhogonal de M sur I'axe (Q:71).
a) Mantrer ue  est bijective e donner rexpression analytique de f-" dans le repéra (07, 1)
b) Démentrer que H‘ﬁ:.%m,
2)a -
]h:pl gﬁazsmn}rr:riua ) est un cercle dont on précisera le centre e Je rayan.

nalure el les ddmenis carachérisbques da (1,
<) Tracer (C) el {T) dans ls repéra (07 1. %

118} SaltM'(x', v} un point dy plan. Charch

ans que Mix , y) el qua M) = M,

;I‘-I el i
KM) = M' ¢l ot seutement 5 3 . Cestd.di -
¥I=—"' m =] i v
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Chapitre 13 : Canigrey —

. ] Eﬂ &
#r f-1, qui & tout paint M(x , y),  35S0tie I point iy Aelue X'y Biectve gy 4
‘?.,_; s g
¥z oy
w ﬂmwmw;mnquedﬁphn » et H son projets orhogonal SU T3 g g 3!'
& Ms{l | Mscisses
.|l|' i ]
i ges (' - %, ¥ - 0). Clest-d-qi !
ﬁI‘sF‘“mm"n ire HAY' amwmdmﬂm[ __y]
el p:ﬂﬂﬂ‘"nm i;; ~%.¥—=0). Cest-a-dire EHM 3 POUT COrdenntas [
s O ~y|l Dot iz 3—
S npbo 4?] B
il © Lr 2sing ' T EPPAMENANLA [0 2

" iC) est e cercie de cenire O et de rayon 2.
;,&1"# yun painl du plan et MY, ') son image parf,

mﬁﬂqmma:ﬂ tyi =4, Clest-d-dire ;'34__53.*1 )
3 .

m@gmmawm&lelwsedsmﬁmm __+__1 =

G
2
Teise: e cerre O, de sommets A2, 0), A2 0 a[u%} el a-[n,-ﬂl

- - 7 |- 98 grandaxe (07) o1 e peyy
=107}, de demi-distance . ' [
focals ¢ 4 4="E—_HEFEI-5'EFE Fl{ziﬁ

T O
:nH]‘,u.x ﬁﬂm3.1=—:ﬁ=.d'ﬂmmﬁléﬂ=-‘?.

{ F
et F l—"ﬂir:.U]. de diecirice les

; u““'-’lmfﬁ = 3 +3
¥)e=
L&m” " ) ‘":p-—x - &1 (I} sa courbe de représentative,

: *-J“Lm -

V=T4437,

L\ O ——
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Chapitre 1.3 : Canigques

a) Distermines une équabion de (1) dans le repére (O:ud,¥).

b) En dédire que () st une hyperbols f détarminer es coardonnées de ses foyers dons e regery , -
wl -|||

{) f e5 difinie, confinue el dérivable sur R, car foncfion rationnelle, &f pour tout réel x, F(x) = _Ii_-:_:i
iE
L'
ona ¥+/3 >0, pourtout réel x non nul, o le signe de ['(x) est celui de x2 - 3,
D'l 1) > 0 pour toul x dans ]—m.--ﬁ[U]\E | :
ot 1'(x) <0, pour tout x dans ]—+/3 , 0iUP /3]
Vo {est stictement croissante sur chacun des intervalies | —co, =3[ el W3 4o
f est striciement décrofssante sur chacun des intervalles | —+/3 [ et 10, 3]
W
=
Dod  wn Htl==c0, |m fX}=+4o0. Gm M)==co0 e fm fix)=
I==00 E—+o0 x—240 y "!:" u” i
D'orl be tableau de variafions de f qui sut -
e e e e | W3 e
f'{x} £ 0 .

LR ,/”'2\_ W\\‘El/’f

Pour tout réel x non nul, m}=_~j"{i+

Deplus,  fim
L—— 50
cowrbe de fen -= gl pp 4

'{“}-T%'l= fim

¥—-00

f{x)- :'%l_ 0, d'ols la droite déquation y =% est asymploie 8

| —{--Jl.' i el |

2)a) Soit My el LL N ) T

. ¥) dans e repére (g - 1) etMIX., ¥) dans e repére (0:1,7).
= Xy =X vy
C U SXAT- DT )

Nt4yji= (X1 +¥)7+ (~%+¥43)]

X=Kf3 4y
Y= X 43 (1a formule dy changement de repére).

\ Pan&m

e
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r Clapitre 13 ; Conlques
# g ¥t
P

P e
it

2 -x+vJ§:{H“ﬁ Y 43

(X3 + ‘l’ﬁ.’:’l

= (AN Y= (X3 +Y) 43
e BE-2YT+3 =0

; s ; 2 2
Jaton de () dans le repére (071, V) est: B2~ 2Y2 + 3.=0, qui s'éorit aussi —HT+T?:1.

ELS eq

2 2
' dans le repére (O U ?}estsu-uslalmme---ﬁi+ﬂ_1 RS 3
ﬂ|u-,eequanmrl-=1l'] ns $u, =S br=toia= 1 etb= I

et e hyperbole de foyers F[u,ﬂ: et F'{u.—ﬁ:l dans le repare (01, V).

&3 izt la formule du changement da repére, F a pour coordonnées [-q'rE ‘ u"E:l €l F" a pour coordonnées

|__,‘l§|_.,.lﬁ].danslerepérﬂ ;7,7

Exgcice 34 4

Daresli plan rapporté & un repere orthonomme direct (07, T’l :

5 ), lenseribie des poinis M du pian dont les coardonnées vérifient I'équation : x° +11y° —10xy/3 +16=0.

|50k B e un nombre rdel et (O; i, V) 8 repére orthonormé image du repére (O 7, ]) par la rotation de centre O i
fidengle B On désigne par (X, Y) les coordonnées de M dans le repére (0T, 7).

Wheminee § pour que Téquation de (1) dans le repére (0T, 7) soll sous k2 forme : )2 + B¥2 = a
HEndituire k3 nature de (I,

EHHWW“WHUEDEMMQIEE:U.'ul'.lelJIespc-intsdu plan tels que -
OU=3,6V=7, Ol=T et BI—]
S e st-a-dire zu = e¥z = cosh + isinB &t 2v= ez = (cosh + isinB)i = -sind + icose.
=Cs8i +5indj et ﬁ__‘ﬂnﬁ_,_umﬂ'i-'l
III'I!'E‘:I.UHEDH de [ndans le r-E-p'Em {ﬂ:ﬁlﬂ:

h"i"[: ¥l
i : = e JTy
e .ﬁﬂfngir&“’“ (@01, ]} etMiX, ¥} dans e repére (0:1.7),
M o Tfoxasw

S Xi +y] = XlcosHT + sin0]) + Y(—5in T + cosé])

= Xl +y] =(Xcos8—Ysing) ] 4 (XsinB 4+ Yecosh) |

e X=Xcosl—Ysn ”
Hlt-ﬁ']E n y = Xsin + Yoosti {la formule du changement de repére).

o :
® Domg_y, “;2*“?2 “10xy+3 +16 =10,
s B 19
X !qﬂ,miﬂwxs'"&*‘ﬁmﬂlz—ﬂH_’HmsE—‘r'sinEl]{}{sinE+‘|"msE]1"§+1E=IJ
“ly =53 5026) 4 Y2(6ir? 0 4 1100528 4 5.3 sin28) -+ 10X¥[cos 28 — +/35in2) +16=0
g ~Seoe"a—sin’ ) 53 sinag)
sint '
O+cay) - S{cos" 8 —sin®6) +- 5+/3 sin29) |+ 10X {cos 26— VI5in29) +16 =0

z
LB sind gy

Page 289 e —
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Chapitre 13 : Coniguey

Xs ﬂwﬂﬂ_'_ﬁsng]]_pf![ﬁ-5[msm—ﬁﬁln20]l+1'33':'1"{::%2'!'—"'3@120“15.:”
= —

T Z
= HEIE—MmE.[Eﬁ-E} ¥
Dod une équation de (1) dang le repére

(E—wr:cﬁllﬂ-% ]}F +

2n )l -n
E+1ﬂm5{1&—?]j+20ﬁma 2EII+E +16=0

(0:T,V) est:

'Ei—-.-‘II]uns[EE-%ﬁ] ye +2ﬂ1‘|’nm{29+;;.l+15 sl

¥ ] T o
Four que cetie équation soit de la forme . ai? + fy? = o, il suffit de prendre ms{ﬂlﬂ - E] =0
W
' Wy m=— ? _Done 8=—+k—,aveckdans Z.
C esl-a-dre ..’.'El+3.-24 kn , avec k dans TR
Nois A= + kT, aveck dans Z , alors une équation de () dans le repére (01, V) est:

Y2 416=0

‘E —1ﬂm[—%+h“:{i + [E‘i +1Umsl—€- +h1':]

A=86 3
%+b’.w]= izi— at une équation de ([} est [5“:5 ]IE —E‘I"z =

—-1+'mr]=—"'f et 'équation de () est —1@]}&3 -g*ﬂ —1 (imposshis),

5i k est pair, alors mﬁg—

Si k ast impair, alors cos

2) De o2 qui précide, lorsque 0= 1“—2+ km, avec k dans Z , on déduit de équation de (I que (T) estane hypaiboe

Page 290
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- L
r Chapiire 13 : Coniguey

=200

ominutes
. - : ’ 3 3
0: 1, ). Onnole la droite (D) d'équation x=—= ¢t |z neint £l

| :m”mpggmﬂmmﬂﬂ [ X 3 & point F : 0

suation cariésienne de |a parabole (P) de foyer F et de directrice (D),

i ;,'[,;_.31' A e projeté orthogonal de A sur (D) et (A) la tangente & (P) en A

| Ere e buation cartésienne de (A).

J Démunrer que (A) est 1a bissectrice de [angle (AA', AF).
3} Préciser la habure: du triangle AAF.
tj En déduire que kes pomts F et A sonl symétrgues par rapport a (&)
faarcice G 45 minutes
(it qune ellipse es! la surface délimitée par l'eliipse et contenant ses foyers.
2
0 ) Melipse déquation 'J:T"“F =1, avec 0 <b < a, dans un repére orthonormé (01, j) duplan.

g?'mmﬁ (E] comme image d'un cercle (C) de centre O par une affinite. _
.; 'eale {C1) l'enisemisle des points de (C) d'ordonnées positives, (E+) 'ensemble des points de ()
;I.E:‘ﬂmnwhua elf la fonclion représentée par (Cy) dans le repére (01, j)-
" "‘a:.j;: alalde da 1, une dquation de (Ex).

e da Fintérieur de lellipse en fonchon de g eth.
Begie gy 40 minutes
'r'"ih EEe 10 -7

L]

3 e |
e 1} orthonormé du plan, Seit (H) d'équation y2 = ¥ — dx + 3. _ .
*lﬂmﬁ,;tm ) 25t une hyperbole. Indiquer les coordonnées de son centre et de ses SOMMELs, zinsl que les
ity h':gf‘"'_“"'ﬁldl! 5es asymplotes,

.I“-'“hlqm ;I‘E_d '?’qUEllun ¥=mx ol mapparienta R . .

Al ey, H?EHHall cette droite coupe (H) en deux points, Py et Pz. Cas dexceplon 1
For & des points P miliewx des segments [P1Fs] ?

W __50 minutes —

F'Esira
PROME & repére arhonommea (O i --F] .

"'hn :
E‘[!m:“
Uafiee z +1
?I'a:z - 00 fulie z, on associe le point M d'affixe Z ==
. ey Wlsy, . .
5'.3:“{["@"1&?.3”{: "I, 0l y, Xet ¥ appartenanta & . B
i bu'H”-mnmnﬂHﬁr' mlreﬂﬂdamnnﬁ'g
et “IPPose que |z point M draffise 2 = x + iy est sur ke cercle {C) 28
a"""ﬂrﬁef 4

: &g EEI:LI :'_':.
Ul o T R mesure de Fangle (i , OM) .
Tyt gy OB el y = Reipg,

h Xety o ) 28 express) de 6 el R
Tl Y un > BXpressions de X et Y en fonction N
m";f- it g mrmﬁﬁﬁ““ mndependante de 6. Aot on pr ise@

06cril (C), l'ensemble des points M’ d'afixe Z estune eenas

"Ry
¥ l"'"m.r . o i tr g5,
L] |E| ﬂﬂﬂlﬂuH DhI.E'T'ILI-'E en hisant prmﬂ“rﬂ 5&5‘&]!‘&1’5 Bl direcine

A o e
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¢ henritre B3 2 Comignies ‘

Bt | éguaton digransele (E) ¥y -y =0

1) Détermines les ealusors fet g g [Equaton aferenbefe (E). telle-que - 10) =3t 110} = 1 gy
[Erﬁ.ﬁe‘f =5 bableaux d2s vanations Og feldag L [T
1 1
; Al e :
7)Le pan et rruni du repére othanoma, (L) 51 la courbe déguabon Lr 2! _g-! U le ridal g et o

Quete est1a nsture 6@ la courbe (C) 7 La construire aprés avair précisé ses éléments gtométng

iz -
JBS [.l:,‘l'r..a.i,,._a s

ot exceniricie &
ce 40 ofe = Cameroun = giuﬂmm
Dans I repéen arthonormeé (O i, j) duplan.
31 3 1 :
On considire les points A(1 , 0), B[Er—z“] et C E"E] et la droite (D) d'equation x = 1.

1) Détermines les coordonnéss du point G tel que : CG=AB .
Cuele estla nature du quadrilatére ABGC ?
2) On note (1) lensamble des paoints M{x, y) du pian tels que : -MA2 + MB2 + MC2 = 2x— 112
a) Mortrer que B &t C apparsennent a (T).
b) Mortrer que {T) est lensemble des points M tels que MG =</2d(M , D)) , ol diM , (D) désigne la distanca e
(O}
¢} En dedusre la nalure de I el préciser ses éments remarquables.
Représenter 1) dans le repére (07, ).

Exercice 41 30 mintes
F &1 A sont deun painits fixes et disincts du plan,
C:r. considere |es elipses dont un fover st F et A le sommet de 'axe focal be plus proche de F.
Tja) Quel estT en;anhle des paints O centres des elipsas [E)?
b 5::1_ O un point de ¢zt ensemble et soit (D) k2 droifte parpendiculaine en O A la droite {AF).
Eﬂrﬁm.llre (@u moyen du compas seylement) les sommets B &t 8' de lelipsa (E) appartenant a (D).
ZJa) Soit B un sommet du peit axe d Fellipse E).

Monirer que B appartient 4 une parabole (P} de fover F dont on préci ireckn
1 QUE ; précisera la direckice (A).
b) Déterminer ka partie de (P} qui ast 'ensemble des paints B. &

Exercice4) Extrait d'un BAC élranger 50 minlss —
Dans un repére onthonorme (O; T, 7) du plan, on consideére a droie (D):x=6 etlepoint F(B . 0).
Soit 8 appartiant &

m :
U-EI. (Ta) césigne lensembie des peints M te's que %:L H est o projeté oehogond

M sur (D). oeh’

1) Préciser 13 nature de (T} suivant les val
: Burs de @,
2) cﬁﬂﬂllEhm{rﬁ}m&EPWdﬂMfiﬂ:ﬂ'. ¥

J1a) Ecrire une équatian cartsienne de la courbe |

-

) [}
ues de talle eourbe {foyers, sommets, élémens de 5}-méll'i5‘.35}mﬂ”lﬂi?‘

correspondant 4 8 =%'
b} Préciser les ékments caraetine

¢} Construire |3 courbe |r_ |

| [
4) Soit {C) le cerde de cantre 0 el de rayon 10

&) Ecrire unz équation Cariésienne de la coyrpe

¢l
- {E} fransformeé d ‘affinitd sl ayant pour &
droile  d'équation y = 0 &1 de G 3 & {C) par l'affinitd arthagan
wx

H Page 292 _;-ﬁﬂ"'
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4 e

Cliaprinrye 5 5 Loty

soyers de (E)

s A l-'. ] eld EEJ aUK painks o nie
e ot 8 - i FSBCaN e ces courbes son

ey ariené FAPPONE & un repére orhonams direct (O ) On desgma ParFiarntogk
. . B pa ,___.".i"'!ﬂul:l':-l'l-:-l*sf:..'-

—é-"e#_;itdl;ﬁ-‘-t M d'affixe z. assodie Iz point M d'affva = 1y Que -2 = 1“ WKz 1
. _ N TR TN TARI-1)

1 pemrirer QU [ €51 UNE MOIS00N dont on précisera langle o Iz cante. :

-, 4t porbre complence £ cifierent de 3. on associa la nombre compleye z=_:’-i_

- -3

Iﬁ‘ﬂra‘mﬁeim; M du plan d'affixe z, t2lls que 2 soit un numbre mal
£ peronser cue (E) est une droita ou une hyperbote (H) dont on déterminara Je cante

0, las foyers bos
‘aenCE. _ - foyers. los drectines of
v T (H) dians ke repére (020, V).
¥ Démonier que fimaga de (H) par r est une conique (H').
Privier 52 nabure, 500 centre el son excentricd,
forie & — =20 30 minutes

e gl st muni dun repere orthonome,

50t 0] ' crite diéquation x = 2. Les paints M &t F du plan (P) ont pour affixes respecives 2 et 1 —i.

1) Exprmar an fonction da 2, 1 distance de M 4 La drodte (D).

Insppese 2+ 1 —4 = 0. Pour tout réel m strictament positif, (T=) est Fensemble des points M dant I's%ee 7 esf
widon da léquetion (E=) suivante : [z —1+{-mlz+Z —4|=0.

2 Demmingr sovant les valeurs de m b nature de ().

2 Farm=1, donner les éléments caractéristiquss de ().

Exiric 45 I5Sminutes
L'mmm:l‘mmpemmmné {G:T.T.E]-

x=1

™ orsidive la drofe (D) dont une représeniation paramétique est - 1y =3, LER.
=4

"=leche daxe (0:7) et da génératrice la droite (D).

Eu:mrmmé‘mhﬂn delesty?+2t =T,

~TErIne éguation et reconnaitre la nature de (C) intersection de I et du plan

=..ﬂammz=1_

"3 powr bquaton x= 7 .

P12 00w écaton y — 47 41,

13 o équaton 7 = 3¢ 4 1.

(P} dans chacun ¢e5 £38 SRS

S —— _ Page2s -—-"/ i

Scanned by CamScanner



f Rangeitew 00 € anidigpare s

o e
EXERCICES POUR ' AUTO-EVALUER — SOLUTIONS

1)a) Sod M{x, ¥} un point du plan ‘

o+
2

Mix.y) appartient 3 (P} e MF=oM, ({0 ) - i: —| _'ll-'l = &= = B

D'od (P) est la paraboie d'équation y? = b )
b) {P) est une parabale de sommel O, d'axe de symélrie la drode (O 1) .

2}a) Soit M{x , y) un point du plan,

Mix,y) appartent & () < yoly-yo)=3(x-m) e

D'ois (1) et la droite déquation y = ¥ 4.%

b) 74 estunvecteur directeur de (A} et son affxeest 1 +

14| 141 1 1

=——=———=i, Don¢ a
Zp-—Zp -3 3 3 £

141
Tpr—Ep

= 3: [E:ﬁ! )

Or mes(AA’ ,?+’;].;arg[htiq][2m]. alors rnes[ﬁl"'jfjls—%[h].

-l =8 3 Liy|_ 3
o e 2[1+I]-DCII'I-E-HI‘Q[ o ]_ 4121[]'

O M{T+]pﬁﬁﬁﬂ'ﬂ[&1—jﬁ-]lﬁﬁl,aﬂrs mes(l+ | ,AF)= "':]T“li'li]. Dol (AR, T+ ] )=[i+ ] .AF)

—c—
Enfin. |a droite passant par A el de vecteur direcleur i 4 | est la bissectrice de 'angle (AR', AF].
3 . . Al
Or E*I-- 2 =1, alors A appartient 4 (A), donc () est la drote passant par A et de vecteur derecteur | + I

Par conséquent, (&) est la bissectrice de Fangle (AR, AF) .

a) Ona: A =3, AF =3 et AR -AF =0 (le leclour fera les calculs),
D'ol AAF esl un rangle reclangle o izoctle de semmet A,
b} (&) estla bissecirice de fangle A'AF el le triangle AN'F est isoctle de sommel A
D'ed (&) est la médiatrice du segment |A'F). Done A" el F sonl symétriques par rapport 4 (4).

e, 1080 234
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\ Cleapitre I.:l_: Comigries

a, O)et Al-a , U) silués sur son grand axe.

ge sommets Al
o Timage du cercie (C) de diamétre [AAT par I'affinité orthogonale d'ase (AR') et da rapoan 2

{EI€ ' |

lﬂ_‘ﬁﬂ .EI at du F‘-En mum d'umn [E.'I:ﬁrE-' arhonorme doni 'axe des ahsrissps sl Faue tM']

. poi
st W ) I AA" st le point Hix , 0)
Ente 7 hogonal de M sur (AX) "

V] it arhogonale d'axe (AN ) el dera -
|M|='.f:nmagadﬂm'ﬂ”a'r'” i Gl Ll
= P i et
s B ‘ast-d-dire h . Soilakors oo
KM —‘EH"" Gost '=E'.!' ‘J"—E!r'

i =t H;'E+ E?ﬁna‘ = £+£=1 = MelIE
s Moy () & ¥ il b 2 B

; b
ot (e fimage du carcle {C) par l'affinité orthogonale d'axe (AN} et de rapport =

i ﬂm H-[:‘ ﬂl.ll'l Pﬂﬁtﬂ“ Fﬂan.
| uelt) <« Maptenta(Cavecy=0 & Repcal awcy20 e y=va-x.

ol sy = o2 — 7
: b
4 (Er) &5l /image de {C4) nar I'affinité erthogonale d'axe (A4 ] &t de rappart E !

b
A, sit M., y) un point du plan et M'(x', ') son Image par 'affinté d'axe (AA) et de rappod =, .

- —F

a W i 1t . | - f = i,

Vapprten3(C) & y=iin) e Sy'=fx) .'f—;fiﬂ-”ﬂ'mm‘“‘mm“ﬂest il |
bj ol & Fitésiewr de Pelfipse (E) et A: Ja partie da A Situde au-dessus de [k des absosses. 1

) . b O
(O 5 I-_, — —_ — = [ '
2 ainf &) = Zaine( A, ) =2 _Iaf{:-:j::lx Eﬂf_a (e |

t] "
L Lr{m: est 'sire du demi-disque délimité par (C) silué au-dessus de Faxe ¢es abSCIsses.
3 |

2 b ma
; a LT o — Py — —=xah.
¢ puisqu (C) estIe cercle de centre O el de rayon a, f fn=—— Dol aire(A) =£x—X—
-a

M

%+ §) un poing du pl
N plan. _adn
ll-fl':lE[H', o PEi-dx+d e y"!=[x—3]2—1 = (x-21 ¥

W .0
u.ﬁuﬂ.ﬂ?, dafﬁﬁlﬂpére (0 :'i"‘j‘lll 'équation de (H) pt: Xi=Y2=1 dans le repera (i, i) 6, e "
:H]Eﬂfh"m&qu"atere_ ﬂEE‘E’I‘I'Eﬂ[z,I:'] dﬂrﬁ |E-' rEpEfE {Dl i ? 1 j}.dE Eﬂmmsﬂll- |D] i [ '

%Etn_'ﬁ - ; : 5 - :
1. 7). dasymptotes les droites d'équations : ¥ =X et ¥ =- X, dans ereptre (211
‘u—m?]x? 4 3=0

-

e

e — e —
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Pourm=-1: H)n{D_ )= [BH

Pourm# 1 el m# 1 ;e discrimmnan
Do [equation (1) adme! deun solutio
[H] &1 (D-) 52 rencontrent donc e g
EMI‘:IHEMHZI’HJH{E‘-HB -

Wies
3) St P rteu ce Pify) ER s Vel = gy
P
o +¥p, 3 TR ‘
Xp = === ot e +Mp,  mixy 4y 2
2 2 Al-md) J-pf e 2 _'=“j?—-?i’=]:~miz_§l
2 ¢TI
Eﬁt!ammedﬂrﬂﬁhesda}'éqﬁﬁmm.ﬂ'mPapwrmmnnégs __1?__ am | o
lem? " 4_nf |
Orm=2 gy e 2 oae B
IF P 7 - & !-P= 5 n-[ll'.pifn
 p '.II_F' F '_IF
¥p
EEQ’JiEqUWQ!'ni"IpE'—'-EIp.EIEnhéL’j;p-'l]?-y:=1
D‘nDPdEﬂ'nnrfpﬁmahd'Malim[x 1) I
_ = W=y =1 de centre ([ 0), de sommets ¢
I ] - i i .Eju [ " v
ts_anre:riewwf?’f,._‘_' Y=t+1 danslerepie (017, 7). V000, Gt

e %

) dans le repire (01;7 )
Onds |35 2+ X o
- sy fermule ¢ changement de repdre),

IS H
Vol bex coordonnées de A of A* dans 1o repére (011, T} sont A7 0) ot AT 0]

dans le repére (0:i ,F:I SORliy= 23 of py=agel,

1]Er:i:z=:+|',re~12=}l{+l‘f.x.-,rx¢|"r sord des nombwes réels, On g -

e :
i ZH B4 R p |

Les fquationg deg A prriley

492y f—iy

Lx+iy) Ax4iy) v o zﬂll+5"i+ﬂ+*'[‘1+rz_15
B + Ae4y) A4
ACHy) gy

:,:;aj Sot M(x , y) un peint du cercla (C) de centre 0 ) fe rayon R, on a -
OM- T = OM [T oos(T Oty = om. 7 ==

- ‘H Iﬂ:rt-[ «OM) = Roosn gy GH-||=.'DI.|'Iulﬂm:f.mrcﬁm[~3+5]“HEMH'
GTEI-I'.Il-l_I'::i-J-g.ri!I-_i'=: e EﬁﬁT: :
Ble %o MEEy 41

= -

Hd +y%) 2

i) T =y, D6l x = Rcose ety = Rsind.
o — DI- i _1 1 1 '1

2 SR TR P £ L r

21y 5 1+ﬂ!]ﬂmsﬂ_E[H+E’mﬁﬂ.

1
¥ 5 4y 2l R?

Ftsinn=1[ﬂ—llsinﬂ-
2" R

Gnf

ey P00 206 .—-—""
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Chapitre 13 : Conigues

¥
_'__‘_E,_._._- et ElnﬁiT—['—I]-

o " el ' IR
gl EIR+E] 2" R
&
¥ 254 sirfB =1 Fi b ¥
xt ey = 08 B4 5in® 8 =1. Finalement, 4 -
the_'r-'—'_?_? 1H _1- .i_H 1: 1 11—1.
i T T
sty A e R
{;m oM sacritte cercle (C), M’ décrit lelipse de centre O, de sommets
L 1 1]] [ 1{ 1]] 1l 1] TR
Hr+=|.0], Al—=|R+=|.0], B|0,={R—=|| et B0, -ip_"1
A[E[R-H 2 'R 7Y R o ﬂF‘ H]-
¥ 5 1 dl' t :{2 "|"E _I 5 5
, PourR=2M décrit l'ellipse d equation [§]+ﬁ_ 80000 . 0 ecauanel A ‘;~D]' "*[_1-'1].
18] |16

%u 3] . E'[ﬂ' _E]Idﬂ fovers F(1 , 0) et F(-1 , 0), de directrices, les droites [D}::E:% o [El'j:}i::_f:.
i e | :
4 i B l jfrpy

HEEE 2 |

| musi EEEE

—

|
— - i
i
41 1 3 —
]

e =rr —1 =0 qui o pour racines -1t 1. : -
o ﬁf&i‘.?ﬁ ?ET :?—E: <0 51c:|nt ot fonclions h avee hx) = et Be- avec A, B apparennents R .
Peur ous réels A et B, h est dérivable sur R et pour toul réel x, h(x) = Ae* -~ Ba = = pwt 4 B
o D'ois puisque f est solution da (E), il existe deux réals A et B tels que pour tout réel x, fixj= Ae* + Ber=,
b o eaishne: b
=1 fquiveut aA-B = : .
s égaliés (1) ot (2), on déduitqtugh = ZetB =1 Dol pourtoul riel x, f[x) =2a° +28 "%
* lest définie sur R et pour réel x, 1°[x) = g{X).

- : 1
O 9lt) » 0 bquivaut & o2 .:-%1 t'ast-a-dire :r:-—%-lnE_Emm}ﬂDﬂquWa'-ﬂa :{_Emz-

: _ 1
004t est stictement dicroissants sur l_w . —%lnz et sirictement croissants SUf [_Em ' +n°| '

g I )= oy,

g fim  f(x)= oo . Dol le tableau de variations dé F quisull:
™ K= 400
L wimd - —-i'lﬂz i ' e
- +
£4(x) - 9 -
|+
) \_ 2
£y 5ol ' ) = Aet + Be™

gy« ¢ 400 O (E}, dong il existe eus réets A ot B tels que pour tout 16€1 %, @
80y ;F"'I':"EUHA+B=1I (1)
Wﬂﬂmé,ﬁ,_a=3_ |:2}

' = Jpt=B7%
El‘arﬂﬂﬁéﬂuﬂqm.ﬂ;:z etB=-1. D‘uﬁpmtmmeafx.gf!:l-w

B ——

e ———
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Chaptire 13 : Conlgues

» gest définie sur B el pour réel x, g '(x} = fix} = 0. D'c g es! stictement croissanig «
im oll=-o2, Im ox)=+00.
f— = L=t DO
D'ol le tableay de varabion de g qui suit :
x |-m o]
| g'ix) + -
$a3
=53
2) Soit un nombre réel t, ona
1 E+y
x=2p! 4o~ ="
equivaut & 4
y=28"'—e"! R
2
[Ry] (=) g
DIEHJ T — e | =2
4 J__x 7 e =1,
2 2
i+y] (o= X g 2
Dr[ 165 T?'FF—%—__EIN;%__:L

Ord'aprés la quesson 1), lorsque t varie dans B
[2V2 4 oo elydécit & |

Finalement, (C) est 13 parie de Myperbiota (H) dans [EJE_ HodxR

X déoril findervalle

Solution 40

1 a %-% 51 el sewliment si G a pour coordonnies (2| ),
-—'EG:AE « donc le quadrilatén ABGC estun parafélogramme,

Or BC apour coordenndes (0, -1) et AG 4 paur coardonndes (1, 0.

Dol AG-BC=0%1+{—1jx0=0 & BC=AG=1.
Finalemant, ABGC estun paraligl

. Slmrmmac:qr.'lparadarﬁ-M#+ME2+M:2.ma: --E!.|!l.z+l!t'l':2=1
: 4
ﬂrE[——1 == i
: [ 7+ ors B apparient 4 (1)
= Slonreplace M par C dans —kip2 +
—ca? pct =t
2

3
Or 22 1
-
b} CG=AB équivaut 3 -BA+ B8+ 605
D'oli G est 2 barysentre dy systa :
On ks~ WAZ MBE ik < - g s O |
ABGC étan! un carre, GA? = G2 + Gy * GO = MG? (car |
Ainsl, -MAZ + MB2 ¢ MC2= 203~ 172 dquivang 4 MG 2~ 112 |

MB2 + MCZ on g -

« &lors C appartient 4 (1),

s ———— PEEIEH-H

Doramme a dagonales pemendiculaies et de méme langueur, ¢'esl-4-die ABGC et

ur i
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Clrapitre 13 2 Conrlygarey
s ona NG =240 O)F.
=" 1
b ey MAZ + MB? + NC?=2(x — 1) équivaut & MG = ﬁm D).

|a de fayer @, d'excentricile +[2 =1 el da direcrica (D).
l";ﬁ'lﬂ Eﬁt ﬂTI'F' IEM’E“T Pwﬂ'ﬁ‘ l‘E'I'I"ﬂH'Ii"ﬂ'll' ol “'HII-EEF ]"équaﬂg-n 'd'ﬂ fn q-ui' esl: - Il'r = zl
B

5 ellipse, les points O, F, A sont alignés el F appariient 3 [OA],
1!.1[Eﬁ"=‘3“";“ - 13 dami-draite de support (AF), doricine F, ne contenani pas A el privie de F.
E:-ﬂ'a DHFF'am fte demi-droite pof centre d'une elflipse de foyer F et de sommet A

put poinl dé °8 ts O centres des ellipses (E) est cetle demi-drode,

E des pin
rgnsemble mu'ﬂlon deBetd:

&I.:ESI: =a- be, .
. oFB estun tiangle rectangle en C.
we?u“jj?“ﬂﬂi =i +pi=al-PP+b=a
pe £f = a, Par conséquent, B appartient au cercle (C) de centre F.et de

Er':lﬁ:ﬂ Bet B sontles points de rencontre de (D) et (C). o/ / L
sl St (&) 12 droite passant par At per;rarr.ii:-ulaliir:: a(AF),ona:dB,(4))=0A=a.
O 3 question 1)), on @ moniré que FB = a. D'ol FB = o(B , (4)).
 parient alors & la parabole (F) de foyer F et de directrice (4). -
bl » 0 et B sont situés dans le méme demi-plan (&) de fronticre la perpendmlalre passant par F & la drolle (AF).
s Soit Mun paint de |a parabole dans le demi-plan (Q), O son projete orihogonal sur (AF).
0 et le centra dune ellipse (E) (car O ast sur la demi-droite ge la question 1)a)), de foyer F, de sommed sur Faxe focal
AM=BouM =B, sommels sur le pelt axe.
Doz toud point de Ja parabole [P) dans ke demi-plan (Q) est tn sommet sur le pett axe d'une une ellipse (E).
[foit ensembie des poinis B est la partie de la parabole (P} dans e demi-pian {C).

1)5i6 =0 glors, an & Lﬂ:t Cast-a-dira %a  qui équivaut a MF=diM, (D).
! Cos
U720 T} est une parabole de foyer F et de directrice (D),

518 2pparient 4 ]0% , alors ﬁ appartienta J1, +=|.
5] et done une hypartols de foyer F, de directrice (0) et d'excentricits ﬁ '
21201 Mix . ) un point iy plan,
Mty o MERd.D) o m=l_:—ﬁ| @ Pedx-T]

IF o 11 -
oetine arable s sommet 07, 0), daxe do | 7| | | || . J@L T
Mékialase (0:7) O B ) N RS
iifgqn:ﬁl!r'll':lmmimnuplan- | .- | : _ iy b | B it e B

WS & MF=gn.0 g B B o

e M. ) ] ‘ |_F__ 8
| | | E T i | |

% 4 s WEEE BN SN & 5 B
= I:E—:q +?= =E{:—E}z i ! ticd | s '. | ' 1 1 | | ] | My e ; | | |
= f__ == : | | I EI i
8 16 1 Pl ] |
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Chapitre 1.3 2 Cotligney

1
est donc Myperbole d'éguation réduite % - ﬁ =1, donnée dans le repare (0] I

I,
16

rl
fi

est Mhyperbole de centre O, de sommets A{dv3 ,0) et AT—443 .0}, dasymplotes les dryag, .

1 1
— l [ — i "-.r 1 )
¥ 5 el y ﬁ.ﬂ.l.:h.ffffi‘fl"l_ﬁl.DJ:F:ﬁ,?]IEJIS_hmpéiE{ﬂ.I.i:l.dmﬂhar:sverse{:]:i“]ﬁ

daxe principal (0: ). . _-; / ! V
c} : sy W : X

ok
4)a) Soit M(x , v) un point du plan,
Mix,y) appartient4(0) o w2 +y2= 100

Déterminons 'expression analytique de I'affinité f d'axe (0 T} el de rapport E -
Seit Mix , v) un paoint du Plan et Mix, y) = fiM), :
Le projeté arthogonal de M sur (0-7) est I pomt Kfx , D).

H.-:{=ﬂ Mg
) = M o =S A
} = K=o e 3 =

iy 1_3 :
¥ 51‘ ]"—E!!'
. y=% 1=y
Doitf et lapphcation qui & tout poant M{x, v) du plan, azsacie Mix' v) od: 3 . Elaors 5
:l"="5']' 5'=E!|"

Ansi, M‘[:"-'-'!l"]'ﬂ.F;DEI'ﬁ'EI'I-1-ﬁ[E} = 2+ 41 =100 2, 23 = A |
= = 2420 % st
g’ il 11:-:|+ 36

Finalement, M{x , y) appartient 4 (C) sl et seulement s W appartient & I'slipse d'squation _"E, .[.ﬂ =1,
10 36

) 2 .2
Dol une équation de (E) est: 2_ .Y
T

b} » La demi-distance focale de Felipse est ¢
=100 —36 =
Les foyers de (E) sont alors les paints F(B, 0) et F-8 . 0). .
s Déterminons les paints d'intersection da (E) et [I‘ l :

Soit M{x , y) un point du plan, ;

L. y=3el x=53
MetEJm[r, o (90 | Py ou y=3st x=—53
100 36

uu?n—ﬂﬂﬂt—'sﬁ
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rr : Conigres

atre paints Eq(5+/3,3), E5(~543 ) E

N3~ e sy

{l’.l alﬂ-'F*E"tenq“
[

;.ﬂlEi
int de rencontr
\IEEIIjEﬂ!-'H 2, 3,4}, unpd ede (E) El‘ ]
o
’ . . YiY Ox; 5
Fé LIEIIEII'l + =18 - L]
et E° o pour équation g0+ =1, sty Tl ;
i E!:I'L,
naente 88l ———
-.a;ermuenemtﬂfﬂ‘-'“ 25y;
O L ) J % 18
. our équation — =1, 50t y= _e
.u,aﬁﬂﬂ“”[ri en B @ pour 29 3818 y= Eﬁx e
-]
i est
m ==t
e e tE12 (B2 3y e
st 25, X -ﬁ——‘l car pour tout i dans {1,2, 3, 4 X _5
gk S PEIRS B a0y "3y osy? ol Sl g o

¥

aux points d'intersection de ces courbes son! perpendiculaires,

thi les tangentes a (E) et l[‘z
B

1 .
% il W dafites z of WY d'affixe ', son image parr. Ona: z'=%li1 +ivB)z-1)= %{1+|ﬁh—i‘{1+lﬁl-

.

};.‘I+w'§»[=1 # arg‘%u + iﬁ‘.llz 3'5[2::} ;

N 1 3 |
Boi ecrlure compiexe de £ est sous la forme 2 = az +b, ol E=%{"+i“ﬁ] " h=_§“+hm' |
41522, alle g 2= .[1+N|"3=__{1+..4&3 Soit 2= —ﬂ W3).

FtI'“"“""'-’= ¥, I:Ial’l'maz un point du plan .
Ll il o Z=2

Z b
o e T
-3 -3
© 2z 3.7 (z-3 awecz#3
“ A — 322 —:} 0 avecz#d
2 (- @+ )=z -z +Z)=0 avecz?I
= (@-3R +P)rz-Yz+=0 avecz?d
S Apl2i- g+ 2+ 4G -6x)=0  avecix, YFE.0
= y=Ooud@-yi-gx=0, avec(x y)#(3 0
Uiy = ¥Y=0 w x—19— —1q, avec(x,y)® (3.0}

Lo [hypirbale
Hingy g el seie H } apscisses ou appmﬂeﬁl 1P

ement i M, distinet de Bf3 , 0), est sur faxe des ,
¥ Page 301 -—/ ‘ﬂ
4
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Chapitre 13 nnidgnes

- . x
! B i nire (1, 0). De demi-distance focals ¢ = 143 -2 4.0
t ;| . {: 1}3 “_—:“lf_}:' = 1. fe cenaro [ ] o l'.l ﬂ!f' I.'I.l!-llr‘|I

1 1
- ¢ g drodos d'équations a == el X = - — o o reee
Fi-2, 0) dans s repére (0.1, ¥), de dirgcinces ie ik 5 ; , 'r-'ﬂl'.,rﬂ“

) !Ih'l.;':l
et dasymploles, les droiles d'équations : f = x/3 el y = ~x:J3 dans o repbon i 3

dexcenticilé e =2
b

3) La rotation transforme toude conique en wne conigue de méme nature et de méme excentricité
D'oli (H) image de (H) par r est une hyperbole d'excentricité 2 el de centre ) = 0.

1) Scit M{x , i, la distance de M & |a droite {D) est : |u—2|.

or k= i , dlors & distance de M & la droite (D) est IE £ 2‘ =it _.11_'|; +E_‘l :
2}a) Soit M un point du plan d'affixe 2. j
2-1
M appartient & (Ts) 5i &t seulement si, i—-—-:iﬂ- =m. Cest-4-dire dM.F) i
|z+7 4| 20000

il o MF i ] \ " :
Ce qui equmvaut & dire que d?ﬁ= 2m , ol F estle point d'affixe 1 - 1. Comme F n'appariient pas & (D), alrs

1

Pour m= 7 (e} 22t une parabole,
1

Pour m > 5 (I'm} &5t une hyperbole,
1

Pour m < 7 {Fm| 281 une ellipse.

b)Pourm=1,0na; ij"Il’ﬂ=2
diM.(D])

Dot (T} est 'hyperbole dont un foyer est F, une direcirice est (D) et d'excentricité & = .8

1) Le sommet du cone " est ke poind de renconire de (D) el 'axe (0:7) quiestO{0,0, 0]
Un point de (D) est A(1, Ja, 2) (en posant k = 1),

I est donc le chne d'axe (O ; 1), d2 sommet O et passant par A,
Soil A' le projeté crthogenal de A sur (0 7).

e — | 20 © 302
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Chapitve I3 : Coufirey ’

7 (0
mlm.;ﬂﬂn J3) +.:

=2 = st on'=\l1—of - p_qp +(0-0 =1,

:J.||:1Iﬂl — __M o "ﬁ_
¥ L AOR'  tant = gty =—g-=11.
; , -
; Jungon 4a Fespace et H son projete orhogonal sur (O i]'-HHIJﬂUFBﬂ-:rdnnnéﬁ{x.ﬂ_l:l].
i Ty estt I =X+ 0P @0 =i 427 st on =2 =
i 0 Y _

- etsament s, HM = OHand . Cst adire HME = OHR w7
I.Iﬁ“““wﬂy:_l_zzﬁf:?_n-m rotre cone I a pour équation y2 + 27 = Txa.
mw”l":“ ;. 2)un point de Vespace.

Iulsu 1 -;Fnr = ?24-12 =TI2 = THE_?E =
W:f'zbawﬂﬂﬂma z=1 =1 I

: o0 (G} 0 petl ﬂ.p-uul' équation 722 - y2 = 1 dans le plan (P). Cette intersection est donc une hyperbole,
E;:i'iﬁl'lllil: Y. Zjun point de | espace.

s yr 4zt =Tt % 420 =49 .
Uﬂnfllﬁauﬁmmé " x =T =T

[ [ierseion (C) da P etl a pour équation y2 + 22 = 49 dans |e plan (P). Catte intersection est done un earcle.
¢l S M, Y z) un pont de lespace.

i ariert APAT < {5'2*'21:”2 - {W‘ﬁ”lzﬂz =T _ {—E:ﬁ—hzz
My, 2) appartie y=x7 +1 y=u7 41 RN

&
o Intersection (G) de P i1 a pour équation —Eﬁ[ﬁ *1-:- ‘=2° dansle plan {P), Cetie intersection est done une
)
b,
d) Soit Mx , v , Z) un point de Fespace.

i'r- 2 2 I.E = 2 z=
Wt v, 2 appadient APIT o ‘J'J'*‘a =T7x g +(Ix+1" =Tx - iEIE+Ehc+1+3r ]
I=3x=+1 y=3x+1 y=3n4+1

ol %2[:{-%]! H,z =-§

¥=dx+1

y=3x+i

2
e (+3)
HCI de P et a pour dquation 2t . v -=1dans le pian (P). Cette intersection est donc una

- - (&

Npmm_____———
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|

.| EXEMPLES DAPPLICATIQN
2] DE L'ESPACE |

RAPPEL DU COURS

Dans ce cours, E désipne U'espace (affinc).

A, Prq;‘e;cﬁmw

Scit (D) wne droite 2t (P) un plan o2 l'espace lals que (0] -EIII [F_':| solent sécanis.
= On appele projection sur (P) paraliglement 2 (D), Fapplication

pE=E

. M' appartient & (F}
i o [thﬂ.-l'}esl paralltle 4 (D)

» On appele projection sur (0) paraliziement & (F), Fapplcation :

q:E—E
M' appardient a (D]

AR {[HM"E:[ paraliéle & (P)

& (P exi Pensemble des poinis tnvarianis par .
® () et Pemsemble des paind Invananis o

B. Homothétie - trandation

B: - Translation

» Les définitions et propridiés sur la translation dans le plan restent valables dans I'espace.
o L'espaca est muni d'un repens,

'=x+a
1 i » lﬁ
L'expression anahtique d'une franslation est sous bz forme {y' =y +b . Le tiplet (a , b, c) representa s
2'=740
du wecleur de 13 translabon.
B; - Homothétia

» Les défnilions et propriélés sur homathtie dans le plan nsl'e ;
o L'espace st muni d'un repise plan resient valables da space

: : : K=kKi+a
L'expression analylique ¢une homothéte est sous 1a forma ¥ =l -+ b , ol k estun réel diffgrent de 0 ¢ 1

E'e=kr 4o
Le rapport de catle homathétie esl le réel k ot son cenlre est 'unique point invariant par rnomoihese.
= L'homolhélie de rappor -1 est une symérie centrals
Re margque | L homedkdie de rappor k s ;
» fraaifarme une droite en ine droite gui fui gxf paralié
rayan B e e spleére de FEL}E |I;l % K.

. P2 30 nﬁ—j
el

Scanned by_CamScanner
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Chapitre 14 3 Exemples d"applications de Uespace

ponalité, le barycentre, le milien d"unsegnient, alignement des polnts, Ies formes

14 , lex aire par £ et les volumes par |I:|1 -

C; - Définition et proprigiés

| ication de E vers E qui conserve les distances.
, a fle | 'ESpace toute ap_pllca
SOl ﬂéggjétég, <ur les isometries dans le plan restent valables dans lespace.

.m-ﬁl&‘ﬂ].
C, - Quelques isométries de l'espace

glatnslation.
§ Lagymilrie centralte.
dlarotation autour d'un 2xe (hors programime).

?;m:emmn ou symétrie orthogonale de plan (F}, que 'on note s, lzpplication de E vers E qui a toul peoint
FieE associe e point M’ de E tel que (P) soil le plan médiateur de [MA ).
Pddie: Le mileu de (MM appartient a (P) :

(MM} est arthegenale & (F)
:ﬂg ﬂmﬁ pors invarants par s,
M I 5i feciprogue est spy' = SF.
Lt demitoyr ; e
' :haF'FE_IE demi-tour ou retoumement ou symétrie orthogonale d'axe |3 druite_t:D:I_, que 'on n_l:r'ie s, lapplication de
SE 0 d40ut pein M ge E associe e point M de E tel que (D) soit une médiatrice de [MM].
Tigg. |# miley de [MMY appartient & (D)
Mg, €5 orthogonale & (D)
’ munﬂﬂr:hﬂ? des Dﬂ'iﬂ15_|n'-'arian!5 par s,
Vg sy oS8 Méciprogue est spr = sey

- C; - Composée de symétries orthogonales
Pl T .
cpr Ol

s . 28 i o e (P) arbitrairerent
; ;hﬂa o ﬂipamuu“r alors symosm est |a transtation de vecteur 9AR , ois A estun point (P

anal sur (@), et ()
Hculaires, alors 508 est un demi-tour d'axe la

t| Em‘ltnEmEn

droite (D) intersection @@ {7

lors s [ |
: da (D) arbitrairamen
5 Sin0%p) @6t la translation de vecteur oA, ol Aestun point {

d'axe la droite [y passant par A
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applications de Uespace

; iculaing & (P) en A
oian et (D) une droite perpendiculain
%ﬂsgméﬂhﬁwﬁ&mmﬂemfnﬂ&
o O remane QUe, SEdSm = Se05R = 5L

C. — Décomposition d'une translation, d'un demi-tour, d'ung symétrie centralp

L pet se dscemposer dune infit d fagons, soit en deux rflexions do plans paralbes. sot e
e e

demi-toers axes paralisies.

?LL:M d":;au;e (D) peut 52 décomposer dune infinité de fagons, soil en deux rétflexions de plans perpan

=gvart ka droite (D), s0it en deux dami-tours d'axes perpendiculaires enire Ux n A el perpendiculaires & {0y enp,

?u.rn aﬂ?ﬁ?ﬁhd&mﬂ A peut se décomposer d'une infinité de fagons en une réflexion de plan {P) el '

dami-sour e (D), 00 (D) el (F) son! perpendiculaines en A

————————— e
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' ¢ it A R smamgalon f'y

g(ERGIcES PoUR COMPRENDRE L Coup

A, Etudder Ley profection,

Taerenl al (1) U plan e parpaviiculm a e e —
mﬁ;ﬁlﬂ U [ F.'-I'I'J]‘Fm arthtegteanl e AR s (P} sl )
{18 ]

yin g S8
Wﬂm iraeglo deullnddieal ot () un poliry o gt gestel e iy () _

HII!H ::,m-.-unlu. un vib 80 prieantor e (ABC) asl porallile & (),
L et O (0 elegln A aef pottids 4 17
& LGN Cidh da AR riost paraiiie § 1,
¥ b |'.I'I.I3|3LIZ|' [ﬂé:‘::ﬂ'ﬁ flmagn du trangle ABG est un Irimnggles AEES sl v, elraerisin s ok R,
sHAET osl dyuidlann,
Hﬁ: mmﬁnﬁ’rﬁ du riangio ABC ast paraliils & (7).
v ruin & [0 gndrallll, supposons (AB) I (P), tlors Firege da (AE) asl 8] da mbane kg g (451
Lsnages (WG] of [B'C respociivs do [AC] of [BC], sonl de mibme keagusur,
Al e B0 AC = BC of B'C' = AC, Lo trinngln AB'C as! dene lanbls,
pen o sucun chbb du gl ABC n'ost paradible & (P), alors (AR, WG] il [B07) s00d dad sairnends o8 e sy
de dout diklinctes, Lo Irfanglo A'B'C’ asl done qualconigus,
Endifntive
by prefuls o ABC et un trinngls lsocdle sl of seulsmant sl un soul da ses clts il pacilale 5 (F)
1} fo projedt da ABC wal un rlengle dguileddral ol o soulamant & b plan (AEGE ) sl paralitls & (F).
Irmrqur: 180 dewe ebids du trianggle sont paralléies & (F), alors CAIC) and prereiiele & (7

“APxvy 428 3 un plan, Dbforminer oaprassion anialyliss i ka projacsion oresgonads s P,

"Dl prcjpeton, Mix.y,z) ot Mx',y , 2) doux polnts da lespace. Kby 2=l

Wi o M e P » *""“_‘“: EOR.
MW colingairn & 7(1,1,1) onveetsor romal 4 P ;f'id
I
Ko clpr=y -2+
" RAKy bl 2opok= 3 k-—%i«a-rﬂf'iﬂ 13' .
f] ' - =
o, s  Dane fekbn Dol ?“g"“g" #
‘:IH:-I-Y g ekt y zr_i;.-;-—;ﬂ'f"?j
il & o xI#H_*.I 3
1
f PLY, —'I'i'm
uh“hhmkn » 3‘2‘ r

rnﬂrﬂ‘i:.lmﬂup“t: y-"%l'__:- $ 2#_..3’.1-1: ;

2" ,}{,;.. y 42243

L\_’ Page 07T / :
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- e

__l'_'hm.u'm' I Evevples d agpfications de l"espreree

Exercice —

¥

Soit (D) Ia droile de sysiéme d'equabions ;

—

Désterminer Nexpression analylique de la projeciion erthogonale sur (D),

X = k

Une représentation paramétrique de (D) est: {y =k, ke I . Unvecteur directeur o (D) est G(1 1 1)
=k

Soit Mix , y . 2), M{x, y, ) des points de 'espace . g la projection orthogonale sur (D).

.
X =§{I+y+ﬂ
MeD W=
M =N e . o . L
MM L =
(=X +(y'-y) +{z'-2)=0

1
f—EEI+'_|'+I}.

Z=1lxty=1)
3
I'=1[3i!-j- ¥+32)
3

0rol q transfomme |@ point Mix, ¥, ) on b2 poisl My, 2], ol y':%u +y+12).

z'=%¢x+y+z:|

B. Ftudier les branglations

Exercice 4

Soit (F):2n+y+z+d=0 &1 (P}:2x+3y+z=-2=0deux plans,

1) Montrer que les plans (P) et (F') sont paraféles.

2) En déduire qu'il exista une Iranslation, donl on précsera le vectaur, qui transforme (P) an (&),

1) 7{2.3.1) estunvectewr nomal 3 (P) et (P') simultanément, d'oi (P) et (F) sont paraliéles.
2) = A0, 0D, -2) estumpoint de (P).

Sait A" son projeté orhogonal sur (F).

Sait t1a Irarslation de vecteur AR onaifh)= A’

Canc ! transforme be plan (P} en le plan passant par A' et paraiiéle & (P), qui est {P').

Drau || easle une transtaticn qui ransfarme (P) en (P,

e Sol (3. b, c)les coordonnées de A, il exisle un réel kel qua AR =i,
Donca=2% b=3k o csk-?

Or A’ appartient & (F), donc on aura, 4k + Ok + k-2 =220, Done k= 2 .
7

Dol le voctawr de ka ranslation t agl EH .

Remarque ;

Supposans qu'il existe une translarion ¢ gof tronsforme (P e ).

Soit Ula b, €) son vectenr, Lirangfomme un peint Mix ¥ o2 quelcongue de espace en e paitl
Mid=x+a.y=p+b " =z40,

M apparsiend a (1) ] Irwdp+z42=0 " p ._ijflni_;_;#__;b-;:ﬂ
L'image 2 de P par [ a poir Squation 2e+ 39+ 243 -20-3b—c= .

ey, Fage 303 J
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Chapitre 14 2 Exemples dapplicaion, de i

'.1'|.|ur.|.r~,|-

p-le-dbacmd & dardbbead 4 bk kel ke R
o - ey | - :
.lu;.-" 6 = 4-- 3k
pyfininé ¢ triplety 4 :9 .0 done il existe une inflnitd de transtariony qui treansfuorment () en i
L -i:-ui it pour VECRONTS il KA =2k 3Kk ek el quelcongues, iy,
v L ol unﬂﬁm1-4]- EE{F}‘—‘P‘.

1 L]
o e b 2R
K L o

ta 8
ot _LﬂE;:ﬂm miieu de [BC] et J le centre de la face BCGF.
N s coordonnees dans le repere (A B . D, E) des images des scmmets du cube par 13 ransiation { d

pciaT K.

E 325 (has sommets sont ! .

U
f;ﬁ?g“ g, 01, G4, 1..0), D(0, 1, 0), £(0, 0, 1), F(1.0, 1), G(1,1, 1) et (0, 1,1).

v = .= . 1 s
.;.,.,,.L:.g;h-.;.u:..g1:|-|.|.|yLl:E.JuE~ D'cds 1) a pour coordonnées [U,D,E]_ ; 5/

3 ranslation t de vecleur 1] transforme be point Mix , v, 2) en le point MYx .y, 2,

I
]
|
Y= I
el Y=Y . e
1 i ¥

gL A
r=& 4+ = B
2

L=z images des sommets part sont : 5 3 3 3
i 1 (Y 1 1 ; 1 [ ] ( _.] 5'[1 | _l gl H'[D.L- ;
& i i 1.=|. El0.0,={. F11.0,=|. ile
Alﬂ.ﬂ',?l_ﬁ[‘l.ﬂ,z],[:[111.2].[)[[}. 2] 3 2 2 2

C. Etudier les homothéties

Exerrice 6
*CDestun tEtraddre et |, J, K les milieux respectifs de [AB], [AC], [AD]
| Caiader I3irm du triangle WK en fonction de celle du triangle BCD.
4C2uter le volume gu Ktraédre ABCD en fonction de celui du téiraédre ""”lf'- e e S ——
" pPointméthode:
R .. s rport § il
1 e

|
R T (e S - ; ;
c“"'"‘jﬁﬂ  E=1E o AR =D _ awsparrerrn_mﬂufrf_rﬁ“’["]

| i - l
%196t K sont fes images respectives de B, C et D par fhomathétie h de cene A, 02 rappor 3

- .
| i Timage de BCD par h est LK. El Hire[l.ll‘fj:dlﬂll'E[Eﬂﬂ]-

20e 1 ;
e image de ABCD par h est ALK, D'od volume{ALIK] =_S_.,dumf.ﬁ.ﬁﬂﬂ,l

-

i
;Imﬁﬂ?‘ﬁmEﬁﬂgh’"’-”"ﬁ'“:’—ix-ﬂy*?:*?=‘35 :
| D, = CENE B b rayon de (S). R
e ung Equation E’eflg Ephé!:m:ll:ﬂ' | image de {S] par shamathite de centra | &

Pﬂgﬂaw M
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hapitre 14 : Lxem Jex f"applicotions de Uexpace

Mnﬂ
+ dy + 97 + 2 =0 bquivautd (k=17 +{y + 2 + (2 + 1) =4,

1) Soil x, y et z trois réels, i + 2 + 20 = 2x + &Y
D"uﬂnil:;]i- :51 |a sphére de cenire A de caardonnées (1, -2 ,-1) el darayon 2.

fa ali ire | ed de rapport -3,
2} St A I'mage de A par Ihomathetie de e .
{i’:a-ﬁ'—dﬁ dong (x-1,y-1 zpn-aql-i.-2—1.-1—ﬂ'J.ut-{I.y.zjsﬁntlesmﬂmwmsmx_

= = = A WE“.‘ID.j:L
e |a1-£;m:“ﬂ§[;mrﬁ' Lt o rayon 3x2 = 6. Une équation de (S) ostdonc  {x— 112+ y - 101 + 2 3 3

cef —
%:'ﬂﬁg “ane e revolulion est tel que laine da la grande base (B) st le double de cefle de |a petie base (8

Démontrer qu'll existe deux homofhélies, dont on précisera les cenires et les rapporis, ransformant (8] en (8],

Sait hune homathélie de rapport k de cantre (3 gui transforma (B) en (B').

On a alre(B') = k*aire(B).

Or d'aprés |hypothéss, on a aire{B)= %w’mdﬂ}. Dol k* —_-% Cest-a-dire k=
Soit O e1 O les centres respectifs de (B) el (B'). On a h0) = O, Ainsi :

2
2

n|%

ou k= ——m

si h=§.alnrﬁma 0' = 2500 Cesba-gire 011 =(2++2)00". Donc (1 existe ef est unigue.

V2 V2

Si k= -y alote e a [0 = —Tﬁ. Cest-d-dire 01 —={2—+/2)D0° . Donc (1 existe et est unique

2 z
Dol les seules homothéties qui transforment (B) en (B') sont les deux homothéties de rappords % el —% ,efde

centres respectifs (v et 1z tels que Ofi = (2++/2)D0° et D0 =(2—+/2)00".
Exercice 9

ABCO et un tedreedne,

. - 1
Soit e ['homofhétie de centre A et de rapport 3 ef hz 'homeothetie de centre C et de rapport 2.

1) Consiruire lmage de ABCD par hzohy,
2) Préciser |a nature et les élémenis caraciéristiques de hzoh;.,

1) Sait | milieu de [AB], J celu de JAD] et K celui de
Ona hot(A) = hafA) = A' = 52(C), i
haohs(B} = hafl] = B = 5(C},
haoh(C) = hafi) = A,
hehy (D) = haJ} = O = 5)(C).
2) Nature de hyoh ;

"
EIE =1. ol heoh est une translation,

De phus hzohn(C) = A, alors haohy est la fransiation de vecleur &5

Exgrcice 10
S0 les points - (1,2, 1), B[-1 L T

1) Démantrer quil existe une homothé et ; = i)
2) Ddtenminer fimage du point © oot & hdant an précisera le conire ot ls rapport, talle que ; A'= RiA) el B |

1) méthode 1 ° '

E Page 310
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Chapitre 14

nﬂﬂ"‘wﬂ de I'HFF"-[" K,

: Exemples d applicationy de | ‘Eipace

Mix, ¥ . 2) el M{X' y', 2) points de l'espace et que hiM) =

glﬂ"”ﬂm st .
s berctaisque |y =ky+b And.
Iﬂ#wﬂ ' Z'=kz+cC
2 —k+b=1 , k+ec=1
. k+a=0 . k=232 b= Jetc=
N=A o LI:-|—==A . =—3=b , Zk+e=-1 AR O,
rl-E||.5E X =ty 2
; ; t {y'=—2y—13 transforme AenA’ ef BenB'
.11 goni Fexpression analylique es
lTﬂ‘T':'m#h' Z'==2z+3
il
X = —2K - 2 -3

1r1].;,1|-,.;:im+:r.atI'm».a.;:uac:uar.hil'-1]|=|'|.vl e Jy==2y-3 & |y=-1,

sattAx. z=-2243 -

(r[?- _1_|] act Funique paint invariant par b,
3 1)

erealhédz h a donc pour centre n[-:; —1,1] et pour rapport 2.

Nithede 1 : | o
' E-:ilhmﬂhnml:lméliadﬂmpﬂnﬂkqmtmnsfﬂnﬂeﬂenﬂ'efﬂen ', Onaurs A'B"=KAB .
o A5 apour coordonnées (4, -4, - 2) el AB a pour coordonnées (-2,2,1).

Cnremargue que A'B'=—2AB . Alnsi, si une homaothétie transforme A en A’ et B en B, alors son rapport est - 2.

- = e & mme o
# 50001 Je centre d'une lefie homothétie, on a: (8'=—20B et (A 04 .

i |
Lebecteur prouvera alors que les coordannées de (1 sont [i =1 i]-

Dl i viste une unique homothétie qui transforme A en A' et B en B'. San rapport est -2 et son centre £

1| Limage de O par h est O°(2 , -3, 3).

D. Etudier ley symétriey ovthogonales

Exzrcice 11
Uats tespace E rapports ; M

: rapporté au repére orthonormé (051, j k). P.
ﬁ“;ﬂﬁlmm plan P d'équation 2x + y - 2 + 3 = 0. Soit § la symé¥ie “’”"‘;’;‘"E'F "‘“:_ﬁf:;:f’ sy
ity |un aird de E de coordonnées (x . v , ), détenminer les coordannees i, ¥«
0 o : 9T +K

a i =2 TK.

Dty "2 4 droite (D) passant par O ef de vectsur directeur U < o des pnts 2 01

"8 des Equations parameétriques de la droile (D), ensemble des image
Wi g v

) &5t un vectaur nomal de P.

ey
Hu] i FI I:IH Mhl‘. FI| I'h mu;l; F":H-ﬂ‘ls. qmqms &E |'E5PE¢'E- _— k-.
=N e M ==k |
P estle plan mediateur de MM] = e mifieu | do (MM apparient 4 P
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Chapitre 14 : Exenples d*applications de Feipoes

yadin"
e  20M-U)-i=0
& m =0 car #E :
o M appartient au plan passant par O dont un vectaur normal esd [
e plan passanl par 0, de vecteur normal .

::llhﬂ A
= l== - OMi
= . pu-i= —ﬂm~u=2 OM-U ——
=N 1 el
| <2 miieu du segment [MM?], montrons que | appartient a (P).
Iiﬂ'i'm:ﬂ- Or (OM+OM)-U=0, alors ﬁ-ﬁ=q.ﬂ‘esl-é-cnre I appartienta (P).

=0. Db (OM+OM7.T=0,

g ————

visions que (MM') est perpendiculaire & (P). . =

Paoint méthode : i
ﬁ=ﬁ.i".. OM=—250. | Pour mortrer qu'une application fast une |
ek . . réfTexion

nap I esf colinégie 8 U, qui est un vacteur normal & (). = (n détermine {"ensemble (F) des poimes
fﬂlﬁhﬂﬂwalﬂ afF). Y imvariants par . (On doif trouver un plan) )
12¢ don une réfleaxdon de plan (P) L Seit M un point quelcongue de Vespace, M* ||
|| sonimage par fet § le milieu de MM, |
| O wirifie alors que I appartient a (F) et (MM}
o g5t perpendiculaire & (P}, !
| \§i les dewr conditions précédentes sont safigfaites, |

I alors f est la réflexion de plan (F).

aercice 13

tslaspaon E rapporté & un repére (01, ] .K) orthanosmal

Undome: (0, 0, -2), B(D, 1, -1),C(0, 0, 4) et D(G, -1, 3).

\Werter qu'l exdste un unigue demi-tour, noté f1el que f0) = At (B} =B
Ceratisiner ghométriquement ca demi-tour el donner son expression analytque.

1 S0t epphcation de f'espace E vers £ qui & toul point Mix , y , 2), associe e point M, ¥, ) fel que -
=y

| Y=<y . Démantrer que g est un demi-tour dont on précisera [axe. Préciser les imagesde A et Bparg
e 2%

" ¥0th= by, Difir analytiquemant h.

ile &ﬂs.'l.lln o ]
g mi-bour d'axe A tel que sa(0) = A el 5a(B) = B.

"éﬁw““ Aestla média'.rtr:aqde ;Sil?nruu sqit |, le miliew de [0A), &= (B1)
Uiy (2) €5t bel ot bien Ia médiaince de [OA].

D iy i dﬂmw':t““ (D&) et (BI) sant parpendiculsires.

e - OR(0,0,-2), @ip,—1,0).Donc OA-BI=0-0-0=0.

o
nﬁiﬁ}ﬂﬂmumw“ﬁﬂﬂnalﬂ& Dol A existe et est unigue. & = (1)

* DS demtoyr £, el que f(O) = A et 11B) = B. Cost e demi-our dasé 91

; 10ns 'expression analytique de f: ,
sc'“'""[“-In'.z]...aq o g4 x' Yy 2+Z] seje milieu do MM
Wiy, ') deux points de espace. I[—-E—' 'T' 2

Uﬂ% =10
 paramétiqua de (Bl est: {y=—k kER.

z=—1

\=-_ Page 313 ‘—_‘aﬂﬂo‘—‘
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Chapitre 14 ; Exemples d'applications de | espace

ﬁmsu "{Fl_ﬂ=u
%' =—x
Dfm:lfumshnmmulpuir:tM{x.'.l'.z}dﬂl'ﬁpateenuﬂpciﬁm'{!'-F'-I']'ﬂfl y'=y
'=—f=g
2o Détermincns 'ansamble des points invariants parg :
Soit M(x , v, z) un point de 'espace. :
L=
: y=-¥ —0 k &ant un nombre réel.
oM L=—z+! = .
P =1
[¥oil F'ensamble des points invariants par g est la droile passant par E(0, 0, 1) el de vecteur directeur 1.

Soit M = g(M), on 3, MINF'(0, — 2y,— 22 + 2) et NIMF'- T =0 . D'od (M) est orthoganale 41a (D).
Scit H le milisu de [MM], 0n @ Hix 0. 1) et EH = xi . D'oll H appartient a (0). .
D'oil g est ke demi-tour d'axe (D), la droite passant par E{0, 0, 1) et de vecteur directeur i .

e giA) est le point A’ de coordonnées (0, 0, 2 +2). Seit (0,0, 4)

est la paint 8 de coordonnées (0, -1,1+2). Sait (0, -1,3).
ajﬁgiﬂ.lllx.?,z} un paint de lespace, Mi(x: , y1, z1) = o{M) et Mx", y . Z) = fiMs).

I'=—I| Ny=X X
ona| y'=y, et{ yy=-y .Enremplacanix:,yielZ dansx,y elz,ona{y=-=y.
T'=——-2 Zy=—2z+4+2 P =7=4
X=X
DVols h transforme tout point M(x , y , Z) enun point M{x’ , ¥, Z) ol { ¥'=~¥ .
'=2-4 v
:E',Z o ol B LY T P 7__—:::-.__... e e ———

] 1 Mmmrn'mmﬂkﬂunfurmﬁni{oﬂr: L

' & on détermine Pensemble (D) des poinis invariants par f. (On MIHWF:HUHFHH_L

- » soit M un point guelcongue de I'espace, M son image par f et | le miliew de [

i] D vérifie alors que | appartieni a ijdeM‘jcﬂpﬂpudInM-rMﬂ:h

| 2) Pour déterminer I"exprescion analytigue d'un demi-tour [ d’axe (D) -

' - (hn considére um point Mix .y ,z) et M'(x’, ¥, 2") 500 mmﬁﬁfm'

On fraduit analytiguement les propositions : & (MM’) ext perpe Ay
& o le miliew I de [M ’fﬂpﬂf’f“'f‘:,':m

De ces deux Mﬂnﬂaﬁmm“;y:ﬁned‘ﬂmﬂ:d’imnutu,.1-' ¥ _

On exprime enfin x*, ¥’ ef £’ en fonction de x, yell. =

v ———

N e et g o

Exercice 14 ______...--"‘"‘

ABCDEFGH eslun cube de obié 1 et | est le centre de la face EFGH,
L'espace est muni du repére (A ; AB .AD, AE),
Soit 5 la réflexion de plan (ACE) et ' la réflexion de plan (CFH).

N _/
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Y Chapitre i4 ! Cxempics d applicatingy de I"tipace

1sets. :
_ Hﬂﬁll'rl';':;f:;anr; (ACE) et (CFH) sont perpendiculaires.

“'["*”m:a |'ﬁprﬁ5ﬂn analytique du demi-tour d'axe (CI).

u cube dans le repére donné sont -

sommets @
| 1-"&"“;?3;.5“ 1,0, D{O, 1 ,ﬂ]l.E{'!J.EI. 1. F(1,0,1), G{1,1 A)ethp, 1,19,
0.0 B|[.1.|:n=lb une équation du pian (ACE):

7 :"m;c‘ﬂﬁ da coordannées (1.-1,0), est un vectewr normal ay plan (ACE),

i y ,I:l'““ Fl:ﬂl'lt dEJ'HSF‘am'

S patent3 (ACE) AM-(ACARE)=0 & x-y=p.
i) g : ; X4x' Y4y 242"
) Mi{¢ .Y , Z) deux points de I'espace. L ; .?E?I 7| st le milizu de (M)
Xx+x :
T—ﬂz_lﬂl K=—x+y
AC i
TI __L 1_Ej,_. = X'=x=K o E
o MW = K{AC A AE) e y'=x
y=y=-k 2
2'=z=10 £=2
H'=jl'
a5 trensforme tout point M(x , y , Z) de I'espace en un point M{(x', ¥, Z) ol {y'=x .
=z

+ Déterminons une équation du plan (CFH) ;

rdewr CF A CH qui a pour coordonnées (-1, -1, -1} est normal au plan (CFH).
Riy.dappatientd (CFH) e+  CM{CFACH)=0 & x+y+z=2
e fquaion cariésienne du plan (CFH) est:x +y+2= 2,

Mk, y.2) ot Mix' .y, Z) deux points de l'espace. -.I[

’:"', ’:f ,I":] est le miliou de [MM].

T
x4y +y+z+z=4 il 3~

= -IE C L B
MM’ = k(CF A CH) y'—y=—k 3
2'—z2=—k ;-=%[_1;_:-.r+z+4}

[ X' = %[:_E"IAEI +4)

Bra
" gy ; 1
™ toust peing Mix .y . 2) de l'espace en un point M(x',y', Z) ol ‘.l"-—-gi"z”?—:”'“‘

b -+ 2+ 1)
B‘"Eﬁl E}‘fﬁ e . 3{ J
':hhm"" LR ﬂﬂl-lj ==1414-0=0. D'oil (ACE) et (CFH} sont perpendiculaines.
Sy g & UCE) Yoy
Pay g, P90, | 3
T V& (FH), d'oi) | appartient 4 (CFH).

Nyt ity 5 =275 G appartent a o dans s plan (ACE)
& {ACE) et Ia droite (EG) esl cantany
E“?ﬂ m;l'-'&{ﬁ:% € (EG) est contenue dans (AGE), alors | apparfient & (ACE).
25l po

I"Il:ll.'.':FHj = {Cl).
rPendiculairg 4 {CFH), alors 508" = 5.
\.‘ Page 318 __—#
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Chapitre 14 : Exemples o ‘applications de 'espace

Expression analytiqua de ses’: . e
Soit Mix,y . 2} un point de lespace, Mix  y1, 21) = STM) el MU,y ) =s{M).

% .-_:;[;_ By — 27+ 4)

=¥y
1
Ona {y'=x; & '5'12'5[—3?”'1""31"'4]'-
Il=z| -I

24y =E:—E:-?y +24+4)
I'.—-%[—EI+.'_|’-EZ+‘*]'

1 1 i & i
En remplagart %1, y, 2dans ', ', 22 ¥'= ihﬂ ~2y—22+4) , qui est l'expression analytique de g,

1‘=%{—Zx ~2y+z+4)

Remarque : Pour frowver expression analytique de sos', on pouvelt fuste déterminer Uexpression enalvtigue 4o .
en witlizant lo pethode indigueée a Vesercice 13, -

Exercice 15

Soil (P) - 2 +y - z= 3 un plan et (&) l2 droite passant par O, perpendiculzire 2 ().

1) Détenminer les expressions analytiques ;

a) de la réflexion sp. b) du demi-tour s, cl de sa0%e.
2] Déterminer la nature ef les ééments caraciénstiques de saose.

1]a) Sait Mix, y, Z} etMIx" v 2] deus points de l'espace. I["H“jlt ,"’?‘l .H:I] est |a milieu de [MM],

:-c'-——;{- B2y +2z+56)
| € (P)

sMj=M < R
MM'=kn avec n(2,1,-1)

1
¥ =~3~I:—2k+2“§+z-l-3:|.

1
Y2 +22-3
z 3{:+:.' 2-1)

:'=-;~[—x— 2y + 21 +6)

Donc se transforme toud paint M{x v, ) en le point Mix . v, 2) tel que - |y =%[—E: +y+24+3).

:'-%[E:-Hf‘l:—:i:l E
x=12k 3
b} Una représentation pasamétrique de 4 esi Y=k, kel . 1
I=—k }
St Mix. y, 2y et Wi, 2) deux points de Fespace, [ XX YV Z42') ctie mileu de UMY :
- -
i P !
g A R n = Ak ;;_31:421' !
saiMi=M = V'4y =2 1 '
el o — -y
MM = I'tim—% s d 31 l
Ax'— :}_].[!I,-_-!II.I_ [I'—I]=D £.=l[_2" _-}l—!ﬂ 1
3

_———— Page 316 ;—-/
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Chapitre 44 ¢ Ixvmples d°ag

splications de I'expce

tMix , ¥ 2) enle point MIX, ¥, 2) el que -

i 1
X .§|:;|;.|.‘1!|. 27

i !
¥y= -jl:E}:—zy_l]

jput poir
.1
.I?:J.Lﬂ ; z =E|:-.1|:_-!||._ E::I
cotitde Fospace: Midst . 21) mee(kl) LI, ', z) =ath)
e 1
ey e Py 22
7 e[ 3i-%-21+2246)
Isj ;
==(—2%+ 2y +2+3).
.fﬂl[ﬂl‘m'l‘} o 3{
aib ~loxiy+z-3
E':-E{-E?:-I "}'1"221.} 31_-3
3 X'==x+2
ressions dans x', ¥,z ona: {y'=-y+1.
me s 8l 21 par leurs &xp e
¥==x+2
: int MY{x’, ¥, Z') Ol W =—y+1.
Hmﬁplﬁl’ﬁfﬂmtﬂit point M(x, ¥ . Z} de l'espace ¢n un po e
A4+ y—I=3 1:-_—:
H=Ek Sl
' I3 = ¥
1¥[x,y, 2} sppactienta PNA = gk . KE 21
zi—k I_:_E

1
el st erthogonaux en ﬂ[i.%.—i]

il'ﬂ:m'l"!-'. Ei remarguant que I’ﬂt‘;ﬂf!‘!i‘iﬂl’l Fed i

g b C F
WL, i a5t e symidtrie centrale, de cenfre ﬂl; . E 3 2], sand ﬂ[

=
. o 10|
. D'oll 54 05e @5t UNE symeétrie cantrale, de centr i‘.![ 372

%'=—K+a
y'=—Y +h,unpeurmﬂ:.fw¢

rime
Iytique de 55050 €5 sous la fo ';' e

1 i
I.E.'E]-

Sug -

0 .l.m&m':ﬂ eutlidien orient de dimension 3, et soil (G71

By oo Pleplan affine de E d'équation x + y + 2= 3 €1 Par

nﬁf’f U vestaur directeur T—F -

LT ::;.D &5l contenue dans P.

Yy et Hour daxs D, géterminer e plan P' 12l que |
N;' Donner une équation de F'.

H D, Poalle a P gt passant par O.

ey o W00 dg Q.

; :Ea'l'ﬂin:: 8 coordonnées de lmage A" de A par |

5808 Nouveauy, calculs sgosw, ol fon dés

g
D

composée de [

a projection orihogonale suf @
ignie par scla &Y

k) un repére prihanammé direct de E.

Ig draite passan

réflenion de pian p suivie dela réflgoon

Q.
méftrie orthogonaké par rapport a
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A-li= _4x1=D.D'd i estorthogonald .

g;l'én'-;;l:;;l- ::::'m::; Es[t}psrallme au plan F. De |:||LI£. ana:0+3+ ﬂd: 3 gmc A appartient 3
D est paralléle & P gt A est un point commun #ﬂmF,Dthelﬂjum::;ﬁ .;r;:; |; i
2) Soit P le plan contenant D el perpendiculaire & P, seosp esl e oem i intersection de P gt pr :
sl 0. Alors | = spose, ol F' est le plan contenant D el perpendiculaire a . i
Equation de P’ : e

P st be plan passant A el de vecleurs directeurs n &t u.

Dont P est ke plan de vectewr nomal est AAb(—2,1,1) etpassant par MO, 3,0
Une éguation de P' el donc Hx-0)+(y=1) +(z-0) =_1:JsE|it 2r+y+z-3=0.
3)a) Q est paralléle @ P donc un veciew normal de D est AAU.

Comme O passe par O, alors une équation de Qest - -2x+y+ 2= 0.

b) Soit (x, y . 2) les coordonnges de A

Ml exists un réel & tel que AR'= k(A A D), doncx=-2k, y=k+3et z=k

Or A appartient & Q, Cest-ddire -2(-2K) + k+ 3+ k=10,

5 1
Aors h=-% =1, y=§ el z=-—%. Finalement, le point A’ a pour coordonnees [T'E'_E}'
¢} Puisque G est paralléle & P, alors sqos est a transiation de vecteur 2AA’, de coordonnées (2,-1,-1)

Exergice 17
Dans lespace E rapporté & un repére orthonomal (O ; 7,_[' .E}.

1) % est la réflexion de ptan P : y # 3z = 5 = 0. Délerminer l'expression analytique de 5.
2) Soit I'applcation affine f de I'espace E vers luFmeme qui & lout point M{x , v, z) de E, associe le point

=1

M,y ,2) de Etelque: r=%g_4,-+ 32-3)

=2y + 24

Montrer que f est une réfiexion que I'on carachérisara.
3) Trowver [a nature et les éléments caractéristiquas de fos par des considératons geomélriques.

1) Soit Mix,y,2) et M{x', ¥, 2) deux points de 'espace. 4[:lc-|2-1t‘lflf+i" z+:'] st o milieu d (MM}
2 2
I_E_{F} |l € P

MM est calinéaire au vecteur normal 70 1.3) deP | = ki ook R

y+y' E[HI' _5=10
"Bl

s{M) = M’

kel

= x'-x=0 \

y'—y=K
_r=3

=X
- ,--=E'[4].--3z+51

7' = (—3y— 4241

h——-— Page 318 -'/#
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; Chapitre 14 : Exemples d'applications de I'eypoce

-|mx,f.xldel'espammunmM-h-r?-lﬂn& ;¥ x
ﬂ-,mﬁ"““’w y'=cldy-3245)
; -
E=2{-dy—dz415)
5
i1 de [espace
i _ﬂmp{m!dﬁ
st y=o(—dy+32-3)

o Jy=-Z+1=0
a7 ey rdz)
paaﬂsh‘:‘!ﬁﬂmﬂﬂffaﬁﬂﬂhﬂﬂd'éﬂmﬁr—zﬂ:m

llHr‘H?I'IH'l'
2 2 2

s y+31—3|3‘.||'+91+fl_
padr® I 2T 10

y+92—9 WHSZH . o alorsl appartenta Q.
o im-a+1=""7g 10 i apparent

=Gy+3z2-3 Iy—z41 . - " |
ﬁamlmﬂmﬁﬁ[ﬂ. 5 - et U(0,3,—1) estun vecteur normal du plan Q

‘3V+I_1|:ﬂ _E]=:_:’l';ﬂﬁ_m MM’ est colindaire & 1.
5

o=

Fa conséquant, (MM) est perpanuflimtallre.i 0.

soi fet 13 réflexion de plan O d'équetion 3y -2+ 1=0.

{| Eludions les positions relatives des plans P ot Q:

i3,1,3) estun vecteur normal 3 P et (0,3, -1) est un vecleur normal 3 Q. _
Grid=043-3—0, slors # estorthogonal 4 T . Ce quiimplique que P et Q sont perpendiculaires.
StMx,y,z) un point da f'espace.

=k

M e ¥ :
dppartient & PHic b= JS‘!—I+1=D 3
8

o5

anm'm'lﬂ'ﬂTﬁtﬁpamm|w Jul||;, 18 ot dont un vecteur directeur est ¥(1,0,0)=1.
I-EIE B

4 > -
ﬂh"’“hdﬁni-m:l'a:e la droile passant par A ! de vecteur directeur .

st : Sy ot S les demt-10urs
£ bl C trois drovtes concourantes en O et deux & #UH_WW" On note Se.
50, D"t I, Remplir 1a table de composition ¢i-dessus :
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¢ hagitee 14 2 Evemples applivations e Pespare

Solution 18
| So Sur _

o d So

Id I So Sor Ser

S0 Sp Id Sp- Sor

Sor Sa Spr Id So
S S 5o Sb Id

r \ P i
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l Cirapitre Id = Exemples d'a lication dp Fespace

TR,

(g i i oiitre Gonla bese ABCD €31 v card g erie| D minytes
%"5’"@;5 plens ot les BXES de symétrie de celie pyramide.

i 45|
gﬂ'—%ég'muhe de centre O, | le centre de grawité du triangle BCG, minules
ShECEET L determiner el consiruire les points dintarsection de (01 avee les plans des faces Gy cute.

m[:m‘ﬂﬂ' qué I poin dintersecbon de |a droite (OF) avec le plan (ADH) est le centre de graviné | gy angle AEH.
srepontd
. pémanirer que D1=2C1.
Lf:'En sicuire que les drailes (DC) et (1) sont secantes en un point K que 'on précsera,

- |'I1.H.-

uwﬂe méme que les drodes (EF) et (1) sont sécantes en un paint L que l'on précsen.

Pacer le point L.

eperclee 21 B0 miuglgi
5 KBCDEF un nctasdne régulser tel que BCDE soil un came de centre O et dont les faces sonl des inangies
sylaliran. ) _
v eminer les plans de symétrie de ced uzhadg i
14 Démondrer que (AF) est un axe de symetne de ce re. . e
ﬂl;:] Dimentrer que o5 axes de symétrie du carré BCDE sont des axes da symétrie da l'octasdre.
#)8ail | ot J les milfewx respectifs de [AB] et [DF]
Dénonirer que (1)) est axe de symétrie de l'octaddre. W—
15 G et & les centres de gravité respectifs des friangles ASt et LU
f) Démanirer que: O est miieu de [GG'] et que la deoite (GG) ast orinogonele AL plans (ASE) et {COF].
Ladroite [GG') est-elle un axe de symétrie de lociagee ?

60 minutes :

("oorsidire m cubs ABCDEF GH daréte 1, on note | Misabarycentre du risngle CFH.
¥ Monter que e gquilatéral, |
:lumtrer[:aiﬂsurﬂ; E-Fg ::tl aqﬂnanimnent au pian medialeur de [CH] ef au PﬂT‘ médiateur de [CF]
9 diie s a it (AG) est ornogonals au pian (CFH| stquelepasseparl, o oy
.E:Il}']a"m (P}l plan contanant les droites (AB) et (HG] el (P} le plan conten o
'E“Ehﬁpﬂfsﬂ ' les réflexions par rapport aux plans (F) gt (P} respectiveme
ﬂm?““m%emn des plans (F) et (F'). ——
e ines kes images des poinis C, F et H par s el pus par 5'05.
JEer e regére ortnonormé direct (€, H, F,A)._
tm;mbs‘ﬁ“m cartésiennes des plans (F) et (P
f E"déml;? 125 expressions analyliques de 5 et5.
Fexpression anahytique de s'05. .|

B P T |
"Hsidire dang tg ts | o1 J tels que Fi=—FG & Di=3
be ABCDGHEF, les pain 3
. i o O e
*‘arualﬁ.:ad,,, tube, on rapports Fespaca au repére orthonamal airect (A1 1K) tal g
} AG=ai, AD=aj o AB=2k .
aﬂbﬁéthﬁﬂma Al et GJ sont orthogonaux.

: 3lrique
Mgy 1@ s plang sont perpendiculaiies. e reprasentation parame
e g mﬂrﬁuﬂiﬂﬁiﬂ[ ’ 'mtgssentinn des droiles (A et (6) 8ins! &4

e —— P99 371 /

Scanned by CamScanner




Chagitrr 14 2 Exemples d’applications de espoce

de la droite (D) passant par K 1 perpendiculaire au plan (AGF).
4) Soient 51 et sz les réflexions par rapport aux plans (AIB) et [G.H-_I} ra_spm_ruemenl.
On pose &= 51052 Donner la nature de O ol l'encembie des poinls invariants par &,

Exercice 24 BAC C - Cameroun - 2002
L'espace est rapporté & un repére orthonormé (057, ] k).
(Py), (P2) et (P3) désignent trois plans ayant pour equations cartésiennes respeciives |
ry-2+2=0 ; x-y+z+3=0 el x+5y+4:—1=[!. . b
1) Démontrer que (Pi) et (F2) sont perpendiculaines, puis déterminer une representation parameétrique de [a droite
intersection de (P1) et [Pz).
2)a) Démontrer que (D) est perpendiculaire a (Pa).
b En déduire que les froés plans ont un s2ul point de renconire, -
3) s désigne s réflaxion de plan (Fa). (Py') et (Py) désignent les images respectves da (Py) et (Py) pars,
a) Déterminer 'expression analytique de s dans le repére (01, | k).
b} Démontrar que (P+') et (P+') soni perpendiculaires.

Scanned by CamScanner



Cimapitre 14 : Exempler d'applications e Fesp
s ore

ZarCicEs PouR S AUTOEVALUER - Selumrons

= ogonale laissant invariant fensemble {A, B, C, D, 5},
ﬁ?:“"#"ﬂr:g car § conserve |sobarycentrs, M
sl i sl 218S de symélrie de |a pyramice passent par (0,
o inans o5 pln_n: de 5}‘“1'5."&!:
U 0 0 de symélie, O appartient él_F. _
" sumoins Un sommet da 1a pyraméde qui n'appartient pas & P,

'E‘ﬁm 1de la pyramide n'appartenant pasa P, et N' =sq(N)

S nsommel dea pyramide, et P estle plan médiateur du sagment [N,

rn['[ijl'F-‘ fan de symétrie sera plan meédiateur de deux sommets passant par 0,

puile: ¢ Geuxplans midialeurs et deux seulement, aux cdlés de la base : (SU) et (SIK), J et K étant les mifeu
el e segments [BC] et [CD]. qui sonl aussi des plans de symétrie da fa pyramide.

o deux plans médialeurs el deux seulement, aux dagonales de la base : (SBD) et (SAC), qui sont aussi des
#ﬁdﬂﬂﬂ-ﬁﬁﬂ defa I:"!I"'ﬂ"""‘:lIEl
» quatre plans médiateurs el quatre seulement, aux faces lalérales contenant £ : ils ne sont pas plans de

gm'mdehpmnida.

£ nchision, il este quatre plans de symétrie 3 la pyramide SABC : (S1), (SIK), (SBO), (SAC)

b Déprinons les axes de symétrie :

%4 A 248 g2 symetne & la pyramide, {1 appartient a (A).

Jesie aU moins un sommet sur laxe (&), car sinon la pyramie aurait un nombre pair de sommals.

Fo r 242 d symétrie et une droite passant par {1 et un sommet de [a pyramide.

“Irk seul axe passant par 0 et un sommet qui scit 2xe da symelie de la pyramide estla draite {(15).

ik el ave o2 symétrie de ASCDS est {(25)

Blalea20 - 1 o SRR SRR A B

0t 50 la symétria centrabe, de cenire O.

wf=H, 50lC) = E &1 50(G) = A. Dol 8o fransforme BCG en HEA.
| [olla cenkre de gravité | de BCG est transformé par s en Ialcen’rrE de gravité J de AEH.
| lsppartient & (DI} {car safl] = J), d'od J estle peint dinlersectian de (0 et {ADH)

F

f L
ﬁ-:-‘_"‘—-l— .

s

F
&

A B

% | e8te tarycarie da (B, 1

B, 1,(G. 1.{C. 1))
mleﬁ“ﬂerﬁﬁl.lémbmgmndg{w.ﬂ.rﬂ.ﬂ}.
ssi e miiey de [FC), done M = bar([F , 1), (C, 1)

=BaE 1), (C, 1), (C, 1)) = ba(F , 1. (G, 2)). Per consaquent,
2.3 et sefF) = D). alpes T = 7 . Par conséquent, DJ =201

b Rl - :
ﬁ]‘ltn?.]:m 80l il existe une homothétie de rappert 2, U ff"mf*ﬁ'
iy —nah Bt e paint dintersection des droites (W) 2t {CC). qui est K.

1] g
=2E  Kestdoncle symélrique de D par rapport 8 C.

""'-.“ Page 323 ‘_-—-——'ﬂ_n |
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Chapiive 14 Exempler o 'npplivatiuns de espace

gjOna Fi = 2E] jon le montre comme au 2)a)}. .
L gst |e centre de Momothétie qui transhorme E en F et Jen |, car les drcites (EF) el (1) sont sécantes an —

¢'est la symétique de F par rapport d E.

1) O g5l le centre de l'octatare. _ o .
Soit P un plan de symétne de loctagdre, O est invariant par se. 0ol O appartent 4 P,

<= laisse invariant lensemble des sommets (4, B, C, D, E, F} _
o 5i 5o lranskorme A en F alers P est e plan (BCDE) qui estbel et bien un plan de symétrie

de I'sctaddre. _
 Sisefransforme A en B, C, Dou E, alors P est le plan médiateur de [AB), [AC], [AD] au [AE]

(i soni bel e bien des plans de symétrie de Moctaddre. Dd /

o S plaisse A invariant alors puisque P passe par O et (AD) perpendiculaire 8 (EBC),

P est prthogonal & (EBC). . _
Drod P estle plan midiateur de [BC], [EB]. [EC] ou [BO]. qui sont bel et bien des plans

médigteurs de 'octaddrs _ F
D'oll les plans de symélrie de cef ocfagdre sont les plans médiateurs de [EA], [AB], [AC], [AD], [AF], [EE], [BD), EC] et
[BC].

2la) OnasprlA)=A et san(F) =F.

Or (AF) est perpendiculaire & [EBC) et {AF) passe par O mifieu de [EC] et [BD], alors {AF) est ure médatrice de [EC) e
[B0]. Dol spAlE) = C, 5ar(B) = D, sp(C) = E et 5D} = B. Dol (AF) est un axe de symeétrie de cet ocladdre,
Remargue :

Om pouvail qussi remarguer gue (ABD) ext perpendiculoire & (ACE} swivant fa groe (AF).

LYol Spepy & Seawiy @S aces-
E1 puisgue space; 81 s laissent globalement invariant Fensemble (E, A, B, €, D, F), alors spe lisse giobalement

invariant {E, A, B, C, D, F}. {AF) est donc un axe de symélne de l'ocladdre.
b} Soit (D) un sxe de symélrie da (BCDE) conténu dans le plan (BLOE),
(D) est soit une diagonale du camé, soit une médialice d'un cibé du carre. .
Dol (D) passe par O et est une mediatice de [AF). sim laisse alors {E, A, B, C, D, F} invarant,

D'od (D) est un axe da syméine de ABCOEF.
g) ABFD estun camé, | et J étant les miliedx de [AB] at [DF], (1J) est une mediatmce de [AB] et [OF] et passe par .

De phus, on a : IE = IC et JE = JC, d'oli {LJ) est |a médistrice de [EC].
Dol saa{A) = B, sua(B) = A, s(C) = E, 5afD) = F, sy[E) = C et syy(F) = D
Dol (L)) est axe de symetrie de ['octaddre.

Note : ;
Les axes de symérrie analogues i (11) sont : (PO, (KM) e (LN} oi K, L, M, N, P et (I sont les milienx Faspeckifi de

[AD}, [AE], [BF], [CF], [AC] et [EF].
3ja) « Ona:0=barf(d. 1), 8, 1.(E, 1, (0 1LI1C. 1. (F. 1N}

G =bar {{a, 1), (B, 1, (E. 1)} elG'={{C. 1), (0,1, (F. 1}
D'od, O =bar {G, 3), (G', 3 ). Clest-a-dire O est milieu de [GG]]
Remarque ;

{n potevait aussi voir gre : 5id) = F, 5(8) = D ot 5o(E) = C. - -
G est Visobarycentre de A, B, C et G celui de F, D ot E. Dot s4G) = G, Clest-d-dire O est milice dr [GG'}

» ABCDEF est un octaddre régulier de centre 0. Dol OA=0B =0Eet 0D =0C=0F
Yol les pyramides ABED ef DCFO sont réguligres de sommet 0. 4e ABED
G et G élant les centres respectfs de ABE et COF, (0G) et (OG') sant les hauteurs respectives des pyramides

et COFO.
Or 0, G &l G' sont alignés, alors (GG') est enthogonal 4 (ABE) et (COF).

b) Posons A' = saayA).

Ona A’ = so{A) car (GG') orthogonale & (ABE), D'oli GA' = —GA ., ['oll A' n'appartient pas a loctaedre,
(GG} mest donc pas un axe de symetne de l'octaddre,

1)a) [CF]. [FH] et [CH] sont les diagonales respectives des carrés BCGH, EFGH et CDHG de méme cal2 1
C'ou CF = FH = CH et CFH est un triangle équiatéral,
b} AC=AH,GC=GH et IC= H. D'oll A, G et appariiennent au plan médiatewr dy segment [CH)

ey P8 324 ___J-’
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Chapitre 14 2 Exemples d applications de "expoce

GF=GC el IF =IC. D'oir A, G et | appartennent au plan médiateur du sagment [CF).
nent aux plans médiateurs de [CH] et [CF].

- hogonales & (CH) &1 & (CF). C'est-a.dire, (AG) et (Al) sont orthegonales au plan {CFH)
ra ) sont dane les droites passant par A et orthogonales & (CFH).
.*5_:'*:'& 1 (A1) sont confondues el prihogonales & (CFH).
pu G & ala & |CFH) et passe par |. .
s e O nant aux plans (P) et (P'), car A appartient 4 (AB)N(AD) et G apparient 8 (HG)N(FG).
?-"*ml-sapﬁg]mmm cant conlenues dans le plan (F) et les droites (AD) et (FG) sonl contenues dans le plan (F).
(rEs 9T pet contanue dans (P)N{P).

=y b .I .II-|. - ] =
ras ﬁ;!j e plans distincts, puisque B appartient 4 P et B nappartient pas a P

o0 [AG) & lintersaction da (F) et (P
5

= AG,

e AF

A Gt apparben
o) et (Al) sont on

= —— e

§ 508
c|H G |F
c|F H |
Flc [F |F | F[H
H(H H]C H|C

a] o [F) estle lan passant par A et de vecteurs directeurs AB—FEF et AH=-EA+EH.
(1 vecisir ol da (P) est = ABAAH=—EH—EA. .
o (F) est be plan passant par A0, 0, 1) &t dont un vecteur normal est R(-1,0.=1).

Lire quadion de (P t danc sous b2 forme : x-2+d=0. _ N . .
-;im:a‘iaﬂ é{tF]'jE:m -1 +d=0, cest-a-dire d = 1. Une equation carlésienne de (P estalees cx+2-1=0

« () estle plan passant par A0, 0, 1) el dont un vecleur normal est G =ADAMAF .
Diod @ a pour coordonnées (0, 1., 1)

L éeguation du plan (P) est sous la forme y + 2 + 6= 0.

(r & 2ppartient & (7, alors 1+ =0, c'est-g-dire ¢ = -1. Une équabon cariésenns de (Pl estdonc  y+2-1=0

: x+x y+y 242 n—
be Ssit Mix,y.z) et M,y ) deus peints de l'espace. | AR est le milleu de [MM]

'y r=2—A=1
k41 ZHT .
M=l o IHE {F']FII 2 2 kER & Pyl
(MM L (P) MM = k. e |
i :l‘-x—h |
3 » '|.|"=|:]I'
L? ; = '=1-k
" LA . % L:r.-k+z-ka-=2—:—z
‘_ o {y=y . . i
= 2'==x+1
Bres ==-2+1 |
o P i
='"7'"""‘“";”"“'1*""EMn.-f.z.';m1‘.-!'{::’.-,I‘,z‘]tlu y=Y |
'=—-x+1

X+ y4+y I+ - MM
ihﬂmh]".l}ﬂu'[f.y'lzlldw:puinudﬂltﬂpacﬂ. Il T g st le milbeu de [MM].

Yy ZHT x'=x |
| M) = pp - [IE{F"_L i -—?'-2 e i.HEH P T |
(M) L ) MM = kil 2'=-y+1
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Chaspitre 14 : Exem

en le point MY(x', ¥, 2] ofl {y'=—2+1.
z'=—Y+1

yr, 21} = s(M) etMx' .y Z)=sTM).

Dol & transforme tout point Mix, ¥ . 2)

¢} Sait Mix , y . 2) un painl da respace Mixa,

Hy=—2+1 x'=1x g'==2+1
Ona:{y=Y et |y'=—z, +1.Enremplacant X, yetzidansx', y etz.cna y'=x
=—y1

y==x+1 '==y+1
X'==z+1

Do s'os ransfarme tout paint M(x , ¥, 2) en Te point (', ¥ Z) ol | ¥'=X
1'=—'_|' +1

S o By .
1) A= AG+GL—AG+.3.nu ol Gi=GF+Fl= MJ-EA D'all E
g — e A = 2
A-Gl= '.ﬁ.G+ ml[ —AG]=-3AL‘F+AG m—%m-aﬁ-r-iau?

D'oit Al et GJ sont crthogonalx.
7) » G et ) sont des points du plan (ADF) ef on a (AB) perpendicdaire 4 (ADF). D'ol GJLAB.
Or d'aprés la 14 question, on a Al 1 GJ. D'oli GJ estnommal au plan (AIB).
e De méme, A ef | sont des points du plan (ADF) et on a (GH) perpendiculaire & (ADF). D'od Al LGH.
Ef puisque Al 1 GJ,alors Al estun vecteur pormal au plan (GJH). Ainsi Al 1 GJ entraine (AlB) et (GJH) sont
perpendiculaires (car Al et BJ sont les vacteurs nommaux ain plans (AIB) et (GJH) respecivement),
3) = Dans le repére (A X ,T k), les paints A, 1, G 1 J ont respeciivement pour coordonnées :

A0, 0,082, 0,0) 1[a.-§-a.u] MJI%a.a,ﬂ]. D'oi E{a.%a.ﬂ] el El—%a.a.ﬂ].

X =gk

Four les coordonnées de K, résolvons le systéms ¥ =Eah= al

D'ods le point K a pow coordonndes Ea.ﬁ IJ"
13 :

= LUn vecleur normal au plan (AGF) est AB P-B-D‘u{aunvetlmdjrn:t&wdaladmite (0] est AB .

e L F L] —#‘-‘

Scanned by CamScanner



l'.'frﬂ.f":"" o & Exengplon o 'applivations de Vespore

a
i=—a
13

. : B
salion paramitriqué de la droile (D] est: (Y =ﬁa  k apparienant 4 R

sl
| Lo z=ak 4

deux plans orthogenausx, suivant la droite (D). D'ol & = 5+052 &1 la demi-tour d'ave (D)

sont
o (W3E ﬂ;ﬂ des points invariants par ¢.

B
. (0)estt

B 2 estun veckeur nommal do P (1, 1.) estun veceurTomat &6 )
o rIHF':;E”"” (1}~ 2x1=0,, alors 7y L 7. Par conséquent, (Pr) et P2 sont perpendaares.
&.Hsmm.nr.r}mpdnt de lespace.

1. §

ol

& 4 4

I+y—2242=0 g 7

= —2k4+— k&R tuieslune représentaton

uwa‘lm'lé{ﬁ:ll“llﬁ'r = y—y+243=0 2+ ER qu |
ErméTijue 48 la droite (D}, intzrsacton des plans (P) &t [F'). |
2ja} Un vecteur direcleur da (D) est E[%%1] el un vectzur normal de (Pa) est (1.5, 4). I

ﬂrﬁ:%‘n,..a]m 3 e 7y sonl colindaires. Finalement, (D) est perpeniculaice & (P,

|

5 Mestcommun aux trois plans, si et seulement st M esl eammun 4 (O} et a(Fa). i
Or D) et (P} sond orthogonaw. D'ol (D) rencantre {Pa) &mun_smul point.

Parconséquent, (P1), (P2) el (Pa) se rencontrent en un seul point ;

i

|

) Seit Wik .y . 2) 1 MY,y , 2') dieux points de fespace, t["‘“‘_ﬁ;"l _":" .I:zllemilmuﬁa[uhﬂ.

%4 ¥y I+
le (Pa) : +5|-~—-2 l+¢{——1 1 {=0
) A i ke R
(' Sy'+42' = 2—x - 5¢ — 42
w'—i=k
y'=y ="K
=z =4k
=1tk
y'=y+3k
=244k
4% = 2— 2x—10y— 8z

HM) = A

e i:—'li'ﬂl-—ﬁ?"ﬂ-l-l-'-:l

= r'=51—1{—5:—ly-2ﬂ1+5}.

:-=%1-4:-2m4-5:+#:-
\_ Paga 327 ﬂ_. "

— [
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Chapitre 74 : Exemples "applications de espace

D'ol: l'expression analyfique de s dans ke repére (O: 7, ], k) est:

b} s étanl une isométrie, s conserve Forthogonalité.

insi, puisque (P1) est perpendcuiaire & (Pa), (P') = s(Py) et (P3) = s(Py), alors (F'y) st perpendiculaire & ('),

s ————— R T T ;

ek
X= zi[zﬂx—ﬁy--ﬂz-ﬁ.‘r}
1
PR N [P
¥ 21{ X —dy - 20z 4 5)

.
z =E{-“1‘-2W+51 +4)
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- ESPACES VECTORIELS g |

(e

‘|9  APPLICATIONS LINEAIRES
RPJ’PEL pU GOURS
A. Esbaces vectoriely sy R

Ay - Structure d'espace vectoriel sur B

i Diéfinition 2
Lespace vechoriel sur R est un ensembie non vide E muni de deux apérations -
¢ la premigre roige + et appelée additon, telle que (E , +) sodl mpém: ;:h.gum
¢ laseconde notée e etappeiée mulliplcation externe, vérifiant las cing régles suivanies :
¥ Solaun nombre reel el £ un élément de E, aex est un Sémeant de E. '
Orcit que » est une bl de composifion exfeme sur E.
Sl b deu nombres réels, x et y deux déments de E. On a -
Foasfrty)= aex +aey
B olathjex= amx+ bex
# 2uhex) = (abjex
] 1I['I':L
VL2 ements de E seront appelés des vecteurs.

" | Btment newtre de E pour I'opéralion + sera noté Oe ou 0 & sera apoeld *Ja vactsur nul

t EE:MIH d'espaces vectorlels
::"*_H lensemble des couples {a , b) de réels.
#hildans R? Faduison et la multiplication exieme comme suit

Ealf";""""f[i'- b deux couples de B? et k un nomive réel.
A [i'h}+{al.h':|=l:ﬂ+ﬂ'.h*h'j !
'ofa.b) = (ka , kb) |

"
A% €85 deur opératians, R? estun espave veclorelsur R |
; potecleurnu de R* est e couple (0 ,0), |
rla, b el (@', b) deux couples de réels. '
H=lE ) siel sedement si, a=a' eth=b, |
® . n |
1?:: Mnérala, lensemble das n-uplats {avec entier naturel non nul] de réels sl natd R”, i
v ﬂ.r::t B00n analogue que dans K2, I'addilion, la multiphcation exlerna ef [Agalid dans R". |
©% ces opéralions est un espaca vactoriel sur R .
by, Combingigan linéaire

2
& vecloriel sur R | .
S, o i 5 = rsqu’on paul irouvern
H,, Y €0 E s'dort comma combinaison linéaire de n vecteurs Ty, By -« T 6@ E, Rrsquonpe

II
s Bl qua T =a,8, +a;0; +... +8,0h-
As - Sous-espace vectoriel

tag. it

ok
' ';!'“"WFWE veclorial sur R el F un sous-
#=1un sous-espace vectoriel de E lorsque (F, +

L\‘ Page 1)) e ————— J_Ij
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Hemtiones Nnéaires

Chapiire 15 : Espooes pectaniels & GEp

b} Théaréme i
Soit E un espace veclorel sur R el F un sous-ensembie non vide de E.

Les propeidaés suvantes sonl dquivalentes !
Pi) Pour fous @ et ¥ deux vecleurs de F eta un neembre réel "
i} i+v apparfient & F (on dit que F est sfable pour Fadition).
i) all appartient & F {on dif que F es! stable pour 13 multiplication extemne),
Pi) Pourtous § et ¥ deus vecleurs de F, a et b deux nombres réels.
al + b7 sppartlent & F (on dif que F est stable par combinaison finéaire).
Ps) F est un spus-ezpace vectoriel de E.

t) Propriélés ; .
Soit E un espace vectorel sur K .
Py} Tout sous-espace vecloriel de E centient au moins ke vecteur nul de E.

P {ﬁ} et E son! des sous-aspaces veciona! de E, appelés des sous-espaces Iriviaux de E.
Pi) Si F et G sont deux scus-espaces veclorels de E, alors Fr G est aussi un sous-2space vactoriel de E,
Natons que F LG n'ert pas toujours un sous espace vectoriel de E.
P4} 5i F et G sont deux sous-espaces veclonels de E, dlors F+4 G = {ﬁ +vVdeE telsqueicFelVe G} estun
sous-espace vectode! de E
Ps) S0l G, G;,..., G, nvecleurs de E.
L'ensarrble F des combinaisons lindaires des vecteurs B, Gy, ..., U, deEeslun sous-espace vecionel e E.
Cest-adire, F={af +a,0,+...+a,T, de E tels que ay, a;,...,3, € | estun sous-espate vectodel de E.
C'est le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs o, %,..., 1,

A; - Sous-espaces vectorinls supplémentaires
a) Définition :
=0il F el G deux sous-espaces vectariels d'un espace vectonel E_
On dira que F + G esl une somme directe lorsque FﬁG:{ﬁ} .
Dians ce cas, on nobera cetle somme FoG .

b) Théoréme :
5ol F et G deux scus-espaces vertorisls d'un espace veciodel E

Frﬁﬁ:{n} st 8l seulement sl tout vectaur de F + G s'écrit de fagon unique comme somme d'ur veckeur de F st dun
vectewr da G.

¢) Définition :

Deax sous-espaces vecloriels F et G d'un espace vecionel E sont
4 sUpplementaies de E lorsque E =F + G et
FﬂG:[D} ,Onaalors E=FaG.

d) Propridtés :
Soil E un espace veclorel sur |

P1) et G sonl deux sous-espaces vectoels supplémenta : , =
unique comme someme dun vectzur de F et d'un w#:lwr dellg? 0 El e o ik vk e E 980 0%

P2} F el G sont deux sous-espaces vectonels suppkémentaires d

2 & E 8i el sedlement si dimF + dimG = dimE et
FnG-=[lJ}.
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Chagiire 15 : Espaces vectoriels el applications lindaire

As~ Systémes de vecteurs d'un espace vectoriel

Sflﬂ - gmératal.tr:
- ..+« Ta) do vecteurs de [espace veclorl € est il générateur de E lorsque lout vectour do
l;;ﬁ““l:]mmﬁmm&ﬁredﬁvmwrs TART PR T A

& - 2 - = -y

smwwwmm i de E, on peut rouver n réels a, az, . . . & lels que | T =a,i Faly ...+,

tiﬂr;ﬂm TR i, ) de vecteurs de lespace veclariel E est générateur de E, lorsque E est l'ensemble des

5 A - -
ﬁlurﬁ Iirﬁmﬁﬁvﬂdﬂm 'lﬁl“il"th
; sl gystéme contenant un systéme générateur de E est générateur de E.

¥ $ﬁﬁnﬁllﬂ'ﬂ-ﬂﬁl¢ﬂﬁl|ﬁi
. ystame (T, Ty, - ... U ) de vecteurs de E estlic ou que ez n vecleurs U, G,..., i, deE sonl

it quee b &
Em;ﬂdé;emﬂs lorsqu'on peut frouver n réals @i, 82, . . . eta. non tous nuls tes que,

n,ilfa;ﬁ:«‘-----'-ﬂniﬁ:u' o )
Ot que Je systéme (G, .-« 1i, ) de vecteurs de E est lbre ou que las vecteurs U, Ly..... de E sont

pasrement ndépendanis lorsqu'il nest pas g,

Cesl-d-ive, soit@s, @z, . . . @b 3. nréels, a,i; + T + .. Bl = implique quear =& =. . .= =0

e il tih "BCrire comme

b n systme de vecteurs de E est lié si el seulement si 'un des vecteurs du systama peul 5

anbinason indaire des autres. vas) |

#f Tout systama da veclaurs de E qui contient e vecteur nul es! .hlg._ .

I Tout systime de vecteurs de E qui contient un systéme lie @3t lic. _

A Tout systame qui contient un seul vecteur de E est libre si et seulemant si c& vecieur est non nul. |

i Toie systéme de vecteurs extraits d'un systéme libee de E estlibre. |
L hlﬂ Bass et dimension d'un espace vectoriel - _ |

Un espace vecloriel 5 : |
Uinition : | EWE. . ; i
beysléme (T, G, ..., T J @ vecteurs d E est una base de E lorsquTl est nérateur ”E"i .
L] 'F. L : B

Wotime o difinition . . - +
ﬁﬁ:‘:“m”ﬁl- ﬁ_z---..ﬁn}ﬁtunehasedaE,mtu' ot
s 15 Uela dimension d E estn et on note dimE = 1. |
o, din{ i} =g,

'ﬂmm.‘ dil't'l“'z:E et EITII'IR3‘=3. !

P B |

i Eri:t::t SOk E un espace vectariel de dimension finie.

HSiF peg 1 S0US-E5paca veclariel de E, alors on a : dimF S dimE.

":'Eidirre Tn.ﬁi:rs'amm vecloriel da E et dimF = dimE, alors E=F.

LI ars ;

. Tﬁ mﬁa de vecleurs de E ayant plus de n vecteurs est lie.

* Tout g hnt—: 9énérateur de E a au moins n vecleurs.

,,I.‘ Teug mﬁ* elibre de E ayant n vecteurs est una base da E.

| Sei Fet e généraleur de E ayant n vecteurs est une base de .
S0US-espaces vactorials de E. By una base de F el Bz

g Page 33 _—__ ,
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Chapitre 15 ¢ Exprees watiteteds of apelieeetions Nandadres

F gt G sont deus SoUS-05paCeE veciorinls suppldmentalres do E non richulls {ﬂ} {El} 510l saulsman) o B

|L-|Ez H-I
une base da E el dmF + dimG = dimE. |

Thioréma et définition :
Lasystime B= (. T ... i, | est uno base de E sl of seulement sl lout vecleur U do E s'ﬁuﬂqumlqn

comme combinaison lindaire des vecteurs Ty, U ... ., i, .
DenesiB=(T. .. ... i) osiune basa do E, slors paur lout vecleur U duE.unp-auHrnu-mrmmqunﬂm
rdels {an, dn., . . o o) tels que T=ay0 +agly + ...+ 850, .

Le n-uplet (my, 82, . . , &) représente alors les coondonnées du vecteur T dans labase B=({,, By, 1)

As - Les espaces vectoriels do dimension un, deux ef trois

a) Espace vectoriel de dimenslon 1 :
» Un espace vecional de dimension 1 sl una droite veciariells,
Seit D une droite wecloriela.
& Toute base do O & un seul wechawr,
o [T} estuna base da D si et seulement si T estun vecteur non nul de D,

= 5i {ﬁ} estune base de D, alors un vecteur ¥ appartient & (D) si et seulement sl on peut frouver un résl K tg|
que ¥=kil.
s Les sous-espaces vectorials da D sont : D et [I_]"} .

b] Espace vectoriel de dimension 2 ;
# Unespace vecioriel de dimension 2 asl un plan vecionel.
&Gl F un plan vectorial.
= Toute base de P 3 exaciemen! deux vecleurs,

& Los sous-espaces veclonels de P eont; P, les droiles veclonelles contanues dans P el {E] .

o Sob B=(i, i) una hase da P.
# Unvecleur T appartient & P s el seulament si on peut trouver deux réels a; et a; tels que, i =a1i|+afuz-
Lorsque ce couple (a1 . a2) exisle, il st unique et représenta los cocedonnées de § dane |3 basa B,
> L'snsemble des vecleurs U{x, y) de Ptels que.ax + by = 0 (a et b élant deux réels non tous nuls) es! une
droile vectorele D. Une base de cetle droite D st {8(-b al}.

L'egaiité ax + by = 0t est una équation canéeenne de la droite veclorielle D dans la base B,
- ‘Frnul systhme liore de deux veclewrs de P esl une base ds P,
. L:'Jl mﬂrm_géllﬁ-amurﬂe P ayanl deux vecteurs es! une basa de P.

_Ehfsmﬂ (U, Uy) de vecleurs de P est libre i et seulament i del(thy , G} = 0.
: Ennrﬂu at E]I: deus dreiles veclorielles de P engendréas respectivemant par las vecteurs Ty el i -
Pﬂ;émnsl Eﬂnnet&-.s suivantes sonl dquivalentes :
WS &L sont deux sous espacas vectorels s'

 keirion it upplémentaires da P.
P4 DD, = ().
Remarguie - Si

(G +Ta) estli alors by py = py = p,

&) Espace vectoris| da dimensi .
Soil E un espace vectorniel da l:lrnmﬂu:r: ?mT:h '

* Toule base de E a exaclement troig verleurs

_ﬁ—__.___p*m : _.-l""'

|
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Chapitre 15 ;1

wices vecturlels ef appiieations inéafrey

o son €, I plans ot drltes voctoriolsconfonus dans € o ().

i 5.l une base do E.
'wggiu; ' i apparbont & E sl et soulemant sl on poeul irouver irois réels ay, a; ol a; tels qus,

o ok 8 ol + uaﬁl L Iriplet (a1 , 8z, ay) lorsqu'il cudsle, et unique & représents les coordunnées de
TEL

Rt P el . -
wsambla des vecteurs Gt .y . z) de Fiels quo ax + by + ¢z = 0 {a, b et ¢ étant Lots réels non tous nds)
f 1o plan cecloriel P, L'égalitt ax + by + ¢z = 0 esl une équation du plan vectoriel P dans la base B.
ﬁ‘ETII“ arthanormée de E, alory na,b, e} est un vectenr normal de P
el

1=al
oule droite vechorielle de Ea une représeniation paramélrique de la forme Jy =Bt 1 R avec (3. B o)
¥
I=a
cifiérert d friplet (0, 0, 0). Une base de catig droite esl alors (8(a,b,¢)).
7t systbma ibra de trols vecteurs de E est une hase de Eba s
Wt générateur de E ayant irois vecteurs est une base _ L
.mm vecloriell engendrée par un vecteur G et P un plan vectoriel engendré par les vectews Uy & Uy
ks propniétés suivantes sont equivalentes |
el P sont daux saus espaces vectoriels suppiémentalres de E
Wl systéme (ty , Uy , i3} @5t libre,

F.:.'JnF:{-[!},

V6, iy ,iy) estlid, alors DOVP = D . D est convensre clans I

B, Applications linéaires
B, - Définitions et proprigtés :

B Théarbme et diéfinition ;
AF I:hg'EQ'IEfﬂ: deux espaces veclonels sur i
“Fwa sppiication de E vers F.
02 propridiss sulvantes sont Aquivalentes :
U & ¥ deux vecteurs de E, & un nombre réel.
b0+ ) )+ 1)
M Tal) =at().,

? U el ¥ deux vecteurs de E, 3 e b deux nombres riets.
18048 = () + bI[)
.“ ' W
g UM de ces deun propridtés est vérfiée, alors il an est 32 i
81 esluna application linéaire de E vers F.

u?m"‘"hp définitions ;

Sif gy o ie2tion ngaire de E vers F.
Ve CHUCive, alors § est un isomorphisme de E vers F.
Yilg «Soay fest un endomoephisme de E.

Vg Bibchve of E = F, alors | est un automarphisme d E
= Ralors f ot ung forme inéaire,

| ahﬁ"ﬂﬂi'tén 4

Pl BREAcalion fingaire o E vers F, 1j0e] = D+.
Tagey © 20 Deux applications linéaires, alors  f * 4.2

A

paur [aulre.

f (a #ant un nombre rael) & gof sont aussi des applications
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Civapiore 15 2 B

B: - Noyau et Image d'une application lnealre

Mﬁﬂﬁwﬁﬁ al Jf.s{rlfhf NIRRT vevtir el ofe climeesnniinm Fimdas yyr R

a) Noyau d'une application lindalre :
ot ot irvire . , .
mﬁﬁﬁk b kot o V(1) et ensemble des vectewrs de E qui ont pour imaga Oy par ¢

mifﬂ;:phﬁﬁmrémthmF.
Hwﬂmmﬂumﬂﬂdﬂ e
Pyl f est inpactve s et seuement S kerf = {0c).

b) Image d'une application lindaire .
Deéifritions
Sat { ime appicston Endaire de E vers F el G un sous-espace vecional de E.
» Limage de G par [notde (G) esl l'ensemble des vecteurs da F qul ont un anséoddent par f dans
» L'rmace de fnotée Imf ou HE) est limage de Epar I,
Clest-2-dre mf est Mensambie des vecteurs ¥ de F tels qu'on puisse trouver un vecteur G de E vidgan I3 =7

Propriétés - _ )
Sa [ une spplication fndsre de Evers F.
) St G un sous-aspace vectonel de E, HC) est un sous-aspace vectorel de F,
En particufer, Imf est un sous-espace veclonal de F.
Fa) 5 G estle sous-espace vectonizl ce E engendnd parles vecteurs G, G, ..., i, de E, alors f{G) est b sous-2space
vecioria! F engendré par 1(G.), 1(5)...., Nd,).
En parcufier, si E estmuni dune base B=(Dy, Gy, .., Gy ). aloss Imf es! le sous-espace vectone! da F engends par
s vecess i), (k). ..., [{d).
P { est surjective o of seulement si Imf= F.
c) Compliments :
oit f une application Endsire de E vars F.

P1) Si f st bjective. alors 5mE = dimE.
P dimKer + damimf = GimE.

e T -
Pﬂs;]ﬁr?émjﬁ Hn's les sept propridtés suivanies sonl équivalentas :
M ! est surjectve
W) 1estinjectve
) earf = [0g)
3
lmmuuubaadeEmmhaudeF
vii} franstome oude baze de F o une base da F_

C.E : :
wwmpmMetmdmmhﬂ*wdﬂm
éipace vectoriel de dimension troiy
p Ci- Eﬂdﬂl'l'lurphisma du plan vectoriel
désigne ja R
o * ettty =1, ) el
®slun endomemhisme da £ si el seulement s son expressicn sl

\ Page 331 _——'//

——__

Scanned by CamScanner



F -
Chapitre 15 : Expaces vectoniel of applications Ndaires

& III:"M'I'EFI
Egﬂwﬁhﬁ:ﬂl‘!. f= Xty
 pwscecas,ona: (i) =aT +6i et f()=bi+dj.
ab

El la matrice de { dans labase Bestalors : M = e

4t fun endomorphisme g2 P, de matrice M.
! < biectfs et seulement S [une des cing propriétés suivantes est vérfie

) M) = 0. Pa) (1(7). 6] estibre.
Al F{T}qﬂ]“ est générateur de P, Pa) kerf = (0=} (clost-3 Testinject
2 b= P. (Cestd-dire f est surject). I

C: - Endomorphisme d'espace vectoriel de dimension trois

£ dasigne Nespace vectodel de dimension 3 muni d'une base B=({7,].k).
+ Une appBcation f de E vers E est un endomorphisme de E = et seulement si son expression analylique dans la base
Y=am+by+oz
Zeslsoslafome: {y'=a"x+b'y+e'z .
t=a"%+b"y+c"z
a b ¢
* Oans ce cas, la matice da fdans labase Best: M=|a' b' ¢'].
- g Il
v Sat | un endomerphisme de E.
‘est bectif < ol seulement s Mune des quatre proprétés suivanles est venfiée ;
B (H7) 6(T). 1K) estRbre. Pa) (f(7),7(]), f(K)) estgénérateur de E.
7} e = {0g) (Clest-d-dlire, [ est injectif) Pi) Imf =E. (C'est-3-gire I est sunectif).

\"""'“—_thnm——_
h
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Chapire 15 : Expaces vecturiel of applicationg lindaires

~YERCICES PoUR COMPRENDRE LE COURS

A, Sur lexespaces vectoriels réely

teurs est libre, lié, générateur, une base : dimension

1 - Montrer qu'un systéme de vec ;
coordonnees

ice 1
Sl V, i espace vectorel sur B
Montrer que i ef Gy sont deux vecleurs

Ty =20 —0; e O, =0+ 35 de V, b 500t aussi.

inéairement indépendants de Y, si et seulement si, les vecleurs

Supposons Uy et Oy linéalrement indépendants :
Soit & &t b deus noMBres reels, ona . )
al +big =0 & 220 -Ty)+b{l +3G)=0 e {22+ b)d; +{—a +3b)i, =0,

finsi, puisgue T, et G, sort linéairesment indSpendants, on & Za+b=0et-a+3b=0.Dola=h=(,
Il en réeuite alors que T et G, sont Inéairement indépencans,
Supposons maintenant G, et U, linéairement indépendants :

On sait entre autre que | {_

&

|

£l

+

L

W
I

]

I
i =
=1
1
| b
EI

Ainsi, s0it 3 el b deux réels, on @ :

R 3 1. j A = 3 1y P 2L =
at+b =0 <« a[?tg+Tu4J+n[ ?u,+?ﬂ.] = [? 7 1-31-[?31 ?]”*
E-‘H—%h=ﬂl
F'uis-qu&ﬁgalﬁ,.s::ml!parnmtﬁsem&arﬁmnlIndépendams.a{msqna:: 5 sota=b=0.
E FH"FD=D

On conclut alors que T et U sond Endairement indépendants.
En définifive, © &1 G; sont deux vectsurs indairement indépendants de V, si et seulemnent si, las vecteurs

=20 -, et Uy =1 430, de'V, le sont aussi,

Exarcice 2 m———
E estun espace vectoriel rapporid d une base B=( ] , k).
Vérfier qua B = (i , [+ 2k .E'_j'-i-E] esl auss| une base de E.

Delerminer lensembie des verieurs de E qui ont le méme iniplet de coordonnées dans les deux bases B et "

Posons u=]+2k & v=2]4k,

= Soila, bet ¢ ircis nombres rhels

a+bi+cev=0 T Tos oy gt B R - 2 =1
Btev=0 o d+bj+Meclj+l=0 o i+ b+ 2cfj + (@ +clk=0-

__—-__FIFH‘_—‘-—"’
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W SErtriely of anpdeaiiogg dniaires

: o d=

Leﬂ!.'“”'a 7,] , k) étant une base de E, es! litre, Et gone |;.+2.;___|].,;;-E5M_ﬁu_b-c,,u
) 2b4e=0 -
 en rigulte akors Gue (s 142k ,2{+K) estun systéme fibre.

' pron 5ail gue IIT .T ; E:I est une base de E, done dimE = 3

s, dire a8 [, j+2 ,2]+k) estun systame Rore, entralng que i, 42K 2;+h] estmbaﬁedﬂl:-
, St K= m+ﬂ+zk—xi+w—|—1'i' %, ¥ 1z élant des nomeres réels Ona-
n+rl+=h=’“+5"”+“ “ :I+:."I+ﬂ-:=-m+1.r[1+21c]l+z|{21+l-:] & yk+22]=0

& Y=z=I

& K=ad
Ainsi, fensemide das vecleurs de E ayant les mémes coordonnées dans |es bases Bel B, astla droite vecteriede
engendrée par b vecteur 1 .

2- Etudier les sous-espaces vectoriels engendrés par des vecteurs d'un espace donné

Exercice 3 >
| Dans &7, Fest'ensemble des Irigiels (x .y, z) da B? tels gue :x+Zy+z=0
d) F estil stable par combinaison inéaire?

b Seit 0=(2,—1,0) e v={0,1, =2) deuxvectsurs. Démontrer que (i, v} estune base de F.

¢l Exprimer I8 vacteur §=(1,1,—~3)en fonctionde U ety .
1) G st 'snsemble des friplets {x, y , 2) tels que x + y 4+ 2 = 1, G a5kl slpble par combingison indaire?

o) Sait K=(x,y,2) et ¥=(x\y,2),deuxvecteursde R*, aetbdeux réeks,
tna: aX pb¥=alx y\z)+bix', y' 2} ={ax+bt' ay+by', &z +hz)
Supposons X et ¥ dansF onadonc:x+2y+z=0 el X+ + 2 =0,
N, fae + ') = 2lay+by) +{az+b)=alx+ 2y + )+ b + 2y +Z) = a0 # el =0,
ol aK + b¥ appartientd F. F est par conséquent stable per eombinaison linéaire.
| Vérifions d'abord si U et v appartiennent i F:
Enefel, ona: 2+ 2x(-1) + 0 = 0, o0 u={2,~1.0)€ F.
0+l -2=0,dai v=1{0,1,-21eF.

N, = - e
*alrons que (U, v) est générateur de F.

smx"'“-?-ziﬂppa-amntan’.

- Ke=—2k -k .

Sy, )emparentaF e xeytze0 e fy=k  KetkeR.
=K

o R={-2k—k'k ') kelk'ER

%ﬂms'ilﬂﬂlimnt,dﬂmmlscmtl?-mlsquﬂ K=(-2k=k', k., k) =aU+fv.
: SOUHE e (-% -k, k, kK)=af2 =1, o) +e0 . 1
e (2k-K, k&, K)=(20,-a+b, 2P

i
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Chapire 1.5 : Eypaces vectartels & —fﬁﬂk"‘&‘ﬁ_ﬁ“ L
oy = = — K
Ainsi, X =au+(v 2=y i A=K
=K
ki k. =2k
;= E— —E L1 = 2 : )
o Bt [ existant, d'od loutvecteur X de F sléerit comme combinaison lingaire de U el v .
Par consdquent (U, v) esiun systéme généraleur ce F.
Vérifions si ce systéimae est [ibre .
dau=0
Soit deux réels ceat B, au+fv =0 < —a+fi=0 < a=p=0.
—28=0
D'odt (i, V) estibre. (U,v) &tani fbre et générateur de F, (U, v) est une base de F.
e)1+2x1-3=0, dob 3&F
s=(1,1, =3) s'écrit donc comme combinaison lindaire de U et , de fagon unique,

. i . K g
Solt e ef P deux réels, ona: au+-3v =5 & 1:¢=% et |3=%-E"Uu B=Uts,
J1+1-1=1,d00 a=(1,1-1€6. .

1+0+0=1,dob b=(1.0,0)G.

Or a4b=(2,1,—1) et2+1-1=221,glors 346G,

On peut done conclure que G mest pas statle par combinaison lndaire. |
G n'esl done pas un sous-espace vachorel de B |
Exercice 4 »> 1
Dans B°, on considére les veclaurs © ¥, =(1,1,4), %, =(3.—1,4) et 7, =(1,2,6). '

a)les vecteurs ¥, =(1,1.4), ¥, =(3,-1,4) el¥; ={1,2 §) sont-is Inéairement indépendants ?
b Menlrer que le systéme (¥, , Vg ] est libre.

¢) Soit F 'ensemble des combinaisons lindaies des veciers ¥, 7, el ¥,
Montrer que F st un sous-espace vectonel de B, dont on précisera une base, la dimension 2t la natere

a) Soaita, b et ¢ irois nombres réels : ]
A+db4c=0 =
at +biy+ =0 & {a-btk=0 & D=—%h avec k appartenanta B .
da+4b+Gc=0 y
L==-=k
[}
Pourk=7,ona:a=sT b =-1, e=-4 ot done ﬁ.—ﬁ—!ﬁ:ﬁ,
Do les vecleurs Ty =(1, 1, 4], %, =(3 , —1,4)el Ty=(1, 2, 6} sontInéairement dépendants 1
b) Soit ¢ et b deux nombres réels,
a+di=0 ]
aily + =0 e n=f=0 & oa=F=0 0ollesystéme (7 ;) estibre
dox +4f =0

e —————— Page 338
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Chapitre 15 1 Fypaees vertoedels of applivationg Dl
g e rensembls des combinaisons intaires dos vecteurs 7, Yy el ¥y oo RY
 gaf donG [@ EQUS-BS[IACE vectoriel da R? angendrd parles vecteurs ¥, %, o @,
7, 7. T) estdonc générateur do ¥,

0r [V Y2, ¥y ) estlié, daprés la question a), alors on a dime <3,

aizque e systéme [V «¥3) estiibre, aloms (7, %.) ool une bags de F.

flen résulle alors que dimF = 2, donc que F est ke plan vectoriel da B} dontune base oot (¥, ¥s).

F &
fars B°, on considere les vecleurs . T =(-2,3,4) b=Q2,~1.2) & B=(x.5.4)
péterminer |e réel x pour Que 1es vecteurs Ty =(-2,3,4), §,=(2,-1,2) of Gy =(x,5,4) soient intairsment

giperdants. Quel est alors suivant les valeurs e x, le sous espace vectorial engendré par les vectours G, G et §; 7

s St 3, b el ¢ lrois nombres réels,

-4+ pne=10 b=3a+45¢c

Ja-b+Sc=0 e {(da+{x+10c=0 (I
da+b+dc=10 fa-+Te=10

{onsdérons bo systéme de deux équakons 4 dew: inconnues sulvank rﬂ ::T_;:ﬂ_puﬂ i (.

3 +bl ey =0

4 =410
5 7

Lon dsterminant esl: A=

\= —|5‘H— H-

sl r.=—% Jalors A=0,

Le tysime (1) admet done une infnilé de solubions, Par conséquent le systéma (1) admed une Infinite de sclubons.
Etalors (U, , O, , O,) est B,

5 ::-% calare A0

Dans 42 syssbeme (11}, on a alors a = ¢ = 0, D'ol dans (i), b =0. Elalors [ 0, Uy) estlibre.

i
Enconclusion, (T, , T, , ) estlié si et seulement s x=——.

* 558 F lo sous espace vectoriel de Tt? engandié par laa veclewrs T, T ot Ty,

M5y , ) est donc géndrateur de F.
' JE='L_?5E' alors (3,3, , Uy) est Hure, et donc une base da P

F : = romd F=R?
" #tpar conséquent un sous espace de R de dimension 3. Etcomme dimR” =3, slors
L] Km= ._En_

5 vdlors (G, Ty, Uy) estlld, done dimF <3,
Pﬁinumu{ﬁ, JOg] estllbra ; o

_faihe=
Eﬁmhdmmmhrmr&ms.aﬂwhﬁgnﬁ e | la-b=0 & g=b=0 0ol (i ) estlibm.
da+d=0

g
Ay (3, T, , ) estil of géodraleur o F, alors (3, T) estpbedielour 2 Fahyaroonsiquint
* O F. Mlors o plan veclodiel do R? , engendrd par gy el Ty

H Page 341 F
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fi i applicad s Hadaires

Chapitre 15 ¢ Hapares seehorle

Exorclco§ e

s iy g . 5 :lE.
Sait | 61} deus veclws indairement ingdpendants de | space vectane! £

e il 1 oml 1 st un plan vecloriel de
a) Montresr que lensombde P des combinasons lindaires g 1 &l | estun E

b) Soit b unvecteur non nul do E L
- i
[tarminet |'ensemble des combinaisons ndares de 1 el k . noté V.

¢) Ditemines PV lorsque (7,7 , k) est i, puis lorsque (7,]  K) est kbre.

a} P élant l'ensemble des comiinaisons lindaires des vecleurs 1 et de E, on peut dire que, P esl be sous expap
veclonel de E, engendré par les veclaurs F e’rT !

E{ i .J) est par conséquent un systéma générateur de P,

Or d'agrés lénancé, {7 ,]) estlibre, d'ois (i , ) est une base de P.

P &t dong le plan vecianel engendré par les vecleurs i Et_f ;

b} V st Ia sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs et k.

| 1 ¢ Kk sontlingairement dépendants, alors V est la droile veclonelle engendrée par le vecleur K.

8 | el k sont linéatrement indépendants, alors {_|' : E]- gl une base de V.

\ et alers s plan vecloned engendeé par Tel k.

¢) Lorsque (i, ] , k) esl li§, d'aprés la question b), V est une droits de P (s i et k sontlinéairement dépendants), o
alors V= P (Si Tet k cont linésiement indépendants). Dans les deux cas, PrV = V.

Lorsque {1,] . K) est libre, V' estun plan aulre que P,

Et P est la droile veclonielle engandrée par levectenr | .

Exercice 7 b

Kionirer que lensembie F des fonctions s de B vers B felles que, pour tout réel x, fiz(x) = (ax + bje?, a e b=l
deg réels, &5t un plan vecloniel, dond on précisera ure: hase,

[Solytion7 ot e s e MRS ReS

Théoréme :
sol | un sous-ongamble ron vide da | .
L'ensemble Fii , &) des fonctions définfes de [ vers B , muni de I'addilion ¢ des fonctlans et da la mulliplication L

forction par un réol, 851 i espace veclorlel sur 1 .

F eat par géfinition un scus-ensemble de AR, B).
Hotons 0 lappéication nulle de 5 |

Sl o wn namibre réel, O(x) =0 = (0= + Qle®, Dol 0 appadient & F el par conséquent F est non vide.
Eoit T fonction difinie de B vers B | ;

fappericrnt & F o= deeisle doux réels a o1 b teks Que pour toul réel x, on a fix) = (ax + bje*
& o toul réed X, 0n a fx) = afxe?) + pgi
“2  pour ool rcel x, W) = alfx) + blfx), ol f+(x) = xe® et f{x) = o™
= pour toul réel x, Wx) = (al + bi)(x)
3 [=ah+bh
F esd done lensermife des combinaisons indaires deg applications 1 ef I définies de R vers B
['od) F sl le sows-eapace vecioriel de F[R R). engendrt par fi &l .

Par suites, (1, 1) sl un syatkme générateur de F,
Il sadlfel che mantrer que (fi, &) est libre.

e —— PR M
—d
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- gnit a el b deux nombres reels,

T gheBG=0 & pourioutréel & (al+ bl)ix) = g
pour toutread a, af-{x) + blyx) =

pour toutréel x, axed « hainz g

pour fout réel x, (ax + hjad =

pour loulreel . ax + b= :

asb=0 :

| gn resute que {I:;-:.. i) est li:re. telt par suite, (f:, f2) est une base daF

=ut dong conciure que F est le plan vectordel de Fig - ;
?ﬁf:ﬂ:'ﬂf?{ﬂ=ﬂl‘pﬂw1nmlée|i [""!Eja'[-'ltmlur:&hasrﬂ'ﬂﬂ{'h.fﬂ.ﬂu l

803010

3~ Montrer que deux sous-espaces d'un Espace vecloriel E sont supplémentaires de E
Eagreice R i
Dens 2. on considére les ensembles suivants; |
Felle. JERX42—220) & Gm{(x,y, 2 €K% 2esy=0 ot x-2=0) !
1) Moatrer que F est un plan vecorel de 2% Préciser une base de F. | |
#) Morirer que G estune droite vectoriolls de 53, don on précisera une base,
3 Détermingr FrG. F et G sont-is deux sous espaces supplémentaires de BY

) 0+2<0-0=0,dod {0,0,0)e FdoncF=¢2.

Sl X =(x,v.z)appartient s B?.
X=(x,y,2z)appartentaF o x+2y-z=0

K=k
- y=t ketk'cR.

I=k+ &'
= K=(k Kk k+2K) ketk'eR
e X=Kk1,0, 9+K(0.1.2) k e KeR,

Posons u=(1 , 0, 1) ot v=[0.1, 3.

Cnconstage que F est l'ensamble des combinaisons fndaires-des vectours u elv de RY,
Fest dong: je sous-espace vectoried de R engendré par les vecleurs u el v .

Pt bonséquent (1, 7) est génératowr deF.

Vésifians ensyise que (T ,7) est libre ;

B e e e e e e

=10
fﬂleh;r_g[l]_m;: ﬁ;+ﬂﬁ =0 & =0 & o=@=0. (0,V) es donclibre,
' a+2i=0 i
& i |
< fesutie Gue (U, ¥) eslune base de F, donc que dimF = 2. -
zam['-fl SOUs-5pace veciorisl de dimension 2. F egtun plan vectoriel de R?, donl ung base e<! (U.¥) .
| &:I_l'l x—:{xlvl

S0l deyy

z) appartient i R?,
Py 4 f:ﬂ

Ka(;_y,z]appaﬂjeniéﬁ - [x z=0

‘“in=~_.==ﬁ_ Page 341 SIS —— .
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Chagitre 13 ¢ Evpaces secdariels er ppicedions Nodeires

K=k

finsi, Xe(x,y.z) appaientdG & |y=-2k keR
F=k

i:{h .-?J'; ¥ R]. hER
= X=ki,-2.1 keR.

L

Posons w={1, -2, 1.
G es! l'ensembla des combinaisons lindaires du vecteur w=(1 , -2 , 1) de B,
G est alors le sous-espace vectorel de R"'.angelmé par |e vecieur ;=[1 =2, 1)
Do (w={1, —2, 1)) est un systéme génératour de G,
Puisque w=(1, =2, 1)=0, lesystéme (w=(1 , -2 , 1)) estfibve, et par suile une basa de G,
I en résulte que dimG = 1, donc G et la draite veciorieie de R” dont we baseest (w=(1, -2 , 7).
) Soit X=(x.y,2)appartionts B?,
L42y—1=0
X={x,y.z) apparientd F"G = | Z+y=0 & x=y=z=0 Dfod FmG= {0, 0, 0))
i=z=10
FrG={{0, 0, 0)} et dimF+dimG =dmR® =3, slors F at & sant deux soUs-e5paces vecioriels supplémentzies da
R

FF"-I'-'\--Uu P = e e e e mill— o W AN a—

: Point méthodea :
|-: Four montrer gue dewr §ous espaces vectoriels F et & d%un expace vecloriel B sont supplémentairves de E,
| des trods propridids suivantes, if cuffit de ierfier Pume ¢
Pr) Fras m {0} et dfimF 4 dimfs = dimE.
g Py) Soit By est une base de F et B, une bave de G,
! B =B 00; et une base de E & dimF + dim = dimE.
Py} Tout vecteur de E s'écrit de fapon wrigue comme somme d"un vectrur de F of d'un vecteur de (5,
5l I'H-'H?_ﬂ_!' fﬂﬂ@g_ﬁ@@_ﬂi‘fﬂﬁtﬂﬂﬂnl conclure que les awtres e vond gussi,

e T B L ] Sy il

Exercice -
On admet que (C, + ) estun espaca veciariol sur R + gl étan respectivement Faddition de dewx complesesetls |
maftiplicalion d'un complexe par un résl, ususlias. On pose iIR={b; beR), ol #=-1.

1) Monterque (R ,+,) el (iR .+, sont des espaces vectorists sur B

2) Monkerque R et IR sont deus sous espaces vectoriels supplémeniaires de

1} Natons que R e iR sont des parfies de .
Oappaient 5 B o4 0=i0, d'oi 0 appartient 4 iR iR
Sait &, b, o et 5 quatre nomires réels,

oa + _ﬂl:- appatient 4 & (car R est stable Pour FaddSion et la mulliplicat '

&l oia) + (i) = §oa + Bb) apparient 4 iR Do Roetin ﬁﬂn:l EE';‘;“ dﬁn;ﬁ-lﬂglsg.alsnn inéaire.
Eldenc R ef iR 50Nt des sous-espaces vaclariels de C. =

Parsuite, (R, + ) el (R , 4 ) sont des espaces vecloriels sur B

2] Soitz=x+ iy, avecx et y réels, .
Zapparentd RNk = Zappartiendd R elz

Doil Rk ={5}.

et B sont donc non vides,

mﬂaﬁﬂntﬁlﬂ = !FI:IJ gl #=0 &= 1='|:|.

Etdeplus z appartienta € = 223+ o zapparient 4 R+R
Dot C=R+R.Deir R et iR sont deu SUs-spaces sunpiémentaires-de C.

_——————————————— Page 342 _“H—_M
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Chapitri 15 : Exprves vectoriels et applications finéaires

il _ .
%u; sous-espaces vectone’s d'un espace vectariel E. L

50l Qe
i) ”Em:'; inclus dans Ez 518l seulement si Ea+ Ez= B,
atE: get inchus dans Ez 5i 8t seulement si EvEz = Ey,
H cue dinksr = 1, dimEz = 2 et dimE = 3.

wgntrer que 1 astinclus dans Ez ou E1 el Bz sonl supplémentaires de E.

ﬂ osons Eicontenu dans Ez et mentrons que Ev+ B = E. _

Supp
?lﬁﬂaappaﬂmarﬂé Eza=0g +a.

comme Dce Ev(car Es estun sous-espace vectoriel de E), &lors @ appartient 4 Es + B
par consequent, Ez est cantenu dans E1+ Ez.
o Montronsque Es + Ezest aussi contenu dans Ez.
ase_ Eyestcontenu dans Eq, alors, soil a appartient a £ + Ez &= & + & avec aj apparienant & Fy et a:

spparienanta Ez. Puisque E1 &5t contenu dans Ez, alors a1 appartent a Ea.
ponc a1 e E, % Ex el Bz estun espace vecloriel. D'ol a1+ &z e Ez, c'est-a-dire que a appartient & Ex.
Ainel, =i @ appartient & E1 + Eg, abors a appartient 3 Ez. Clest-a-dire Er+ EaC Es; Donc Es+ E2=Es.
Réciproquement, supposons Ev+ &= E; et montrons que Erc E:
oot aélémentde Er,a= a+lee Er+ Es of puisque Er+ Ez= Bz, alors a appartient 4 Ez. D'od Evc Bz
Il en résuite que By est inclus dans Ex si et seulement si Ev+ Er=Eo.

b} Supposens E:inclus dans Es, et montrons que Ev—E:=Ev:
o Soitae EvE:, a € Evetae Ez doncas Er Etpar consequent, EvnE:c Ev.
o Soit 3 élément de Ei, d'aprés I'ypothése, a appartient a B
Danc a appartient & E1nEz et par suile Eic EsyEz D'od si E1 est inclus dans Ez, alors EsE2= En.
Réciproquement supposons EiEzx= Es et montrans que Esest inclus dans Ez :
54t a dlément de Es, a appariient a EvEz (car EwmEz = Ei), alors a appartient 3 Ex.
Par cansdquent, cn @ Ex inclus dans Ez.
Finalement. E: est inclus dans Ez si et seulament si EsmEz= v,
2) E1 est une drofie veciorielle et Ez estun plan veclorial.

Notons (G) une base de E1 et (¥, w) une base deEz. Ona: E ={xl;xeR} el E, ={W+zm.yetzeR}.
Deu situations peuvent se présenter : soit (U, ¥, W) estlié, soit (G,¥.W) estiibre.

Si{U.¥,W) estlié, alors U peul s'écrire comme combinaison lindaire de ¥ et w ((V, W) ] efant libre),
Costa-dire, quil exisle deux réels a et b tels que : T=av +bil.

Un vectewr X & Ej loraqu'il existe un réel x tel que X =xi,

Etdone X = (xa)i + (xbjiv . D'od ¥ & E, . On conclut alors que Erc Ea.

Si (i, ¥, W) estlibre, alors puisque dimE =3, (0,7, W) estune basede E

Rinsi, seil ¥ un vecteur de E, il existe trois réels 2, b &t ¢ tels que ¥ — a4+ b + o,

Or ai appartent 3 E1 et bV +cw appartien! 3 Ez, alors il appartient & Es + E2. On en déduit que EcE:+ Ex
Camme E1 et E2 sont des sous-espaces vectoniels dz E, alors E1 + Ez estun sous-gspace vectoriel de E.

Dol B+ BscE

Finalement, Ey+E;=E,

Déterminons alors EyEa:

Sait X apparienama €, X appartient 8 EEz implique quil exaste frois ndels x, y et 2 fals qua {_, :
X = j'ﬁ + T

Dol i = 4% 4 2, castddire il —y¥ — 2 =0

Puisque (3,7, W) estlibre, alorsx = -y =-z= 0. Dolix=y=2=0, D'cl X=0,Etaors E,HE;={5}.
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Chagire 15 8 pares secturiel of apphicatians Hlindandee

PosamE +E *EM E NE, iﬂ} ity o pandt corcare tun B o1 B 8000 00K SO0 SRS vettnriaty

gkt e e £

Point mithoods |
Soll E wn expace wectoriel de dimenion 1, [} o droite vectorielle egendeée par ie vecteus i de £ ep 2 e peliey

veetariel dant gne bave vl (5, o, IWPaprés Pesercice TF, gurstivn 2)
o D #f P ront dews wous sipaces supplémentaires de E, o ot ewlement ol de wyutéime (00, 6, ) end i,
o Oral (8,7, %) estlif,alorsona : D =1 etl) 4 F = P,

B. Applications lindaivey
1— Déterminer le noyau et I'image d'une applicaticn linéaire

Exercice 11 BAC € - Camaroun - 2001
E ésarie un esgace vectoniel de dimension 3, muni dune base (T, ] k) etf lendamorphisme da E dééni par -

Wij=i. f7)="Hw) =%ﬁ;ﬂ .
1) DEtermmines 1ns base de kerd, noymudef.
2j Determmes une base de Imf, image de .

::_Fﬂné:rrmrﬁqwhﬂ vecisur de E 5'éorit de manidee muquemrrr&mmnd un vecieur de ke el dun vedlewr de

n;awéﬁghraaﬁmhfsr : '
bj Démantrer que G Imf = {T)=0 (On vifisera ks guestion 4)a)).

1) Sot T=x1 +yj +2K unvecewr de E. o0 x, y &f 2 5o des nomres rdels.

e karf = fﬁ]——ﬁ 5 ‘f{l";.*]"?-PIE]"ﬁ = ﬂﬁ]“l‘:ll:ﬁ}"r HEE:—E
= 1 = 1 -
xi +— = =
+ xi 2[]{+I]-] El:j'-[—zlk 0
=0 =0
Do, e berf | -
Ef'H-Il g :_ tt. k 2ppartenant 4 R .

Do Werf st ta deoite vectorielle dontuna tase et (] F).

2) Sot v=x'T+y']+2% unvecieur de E

Velml = Beddeun veceur u-:rJ-*,f|+zI'.' de E ol que f(i)=7

4 fixi ﬂ-r_|+zﬂ:} € +y" |+z K
= A1)+ yi(])+Z(F)= o] i+yj+2%

= 1 - i e T =
e L R TR (R B Y

Krrnx

i
= 'r=5[*,r+:j

O |
g
2h'+r.j
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n'a de solullon que si el seulemeni si v = + [
cp syslEme Lsi,y=2.p

.7 & { ¥= Kk .avecketk'dans R . Une = = o
ory=t il : base de Imf est dang (] J+k)

=K

_ = K KEKER est ung - '
L.'i_- u_ﬂ,lﬂﬂf := k. E () I”'II: rﬁm!ﬂfﬂ'ﬂm lel‘mqﬂl' de Jm‘.lr‘

Cette représentation ést celle
putre méthods :
rour déterrniner Imf, on sait que Imf = ffE} est le sous espace de E, engendré par (1), f(7)et fik).
e 1(j) =f(k) , aloes le systeme (F(T) ,1(]) , (k) est .
L bstour véiterz que {1(1). (7)) st un systéime fiore,
fiod une base de Imf est {1(7) . F(7)). Dot Imf est ja plan vectoniel de base (f(1), £(j)).
9 1 suffit de montrer que le systéme (1, ]4-k ]~ k) est une base de E,
Pasons E.:T—ir:. B, =] ot gy =j+K.
%ol 3, bei ¢ trois nombres réels

du plan vectorie] engendeé par les vectenrs | ef T4k

45,48 =0 & bislm +C)j +(~a4efi=0 o a:niﬂ +# a=b=ec=0.
=g 4-c=0

[oh k2 systisme fT 1_j'+E ,T— E}Eit Ebre, puisqu'an plus dmE = 3, alors ﬁ'ﬁ ._1:1 ;:'.]'—i] @5t une basa de E

.8 &) éant une base de E, fout vecleur i de E s'écrit de fagon unique saus 1a fame u=28, + b8, + i, .

F-'IE:HTS & =a8 et G = b&, + c8y . U s'¥cril alors de fagen wnigue sous latorme T=1, + G, avec § ckerf et

€ Imi.

B o (=T =H(7) , Fo1(]) =f[f:i]1=1[i‘f +-; EJ =% q‘T}+%rtE]=f{Tl et Fol(f) = MR = 1(f)
Toirfaf = 1.
b} Sait un vecleur de E.
$mposans que i appartient & Imf, alors Il axiste un vecteur V de E tel que U= 1f{V).
A (5] = 1[F(7)) = F o F(7) = F(¥) =1 [car fof =1)
uement, suppasans que [ soit un vecteur de E tel que () =0,
i Pparier: alars & {E) = Imf.
ot e fnf o fiU)=0.

Qagige 1 -
WE E=Dace veciorial de dimension 3, P un plan vecioriel, B —={1,].%) unebasede Eet B'=(i", |7 unebase

On considare Fappication finaire f

E —+ ¥ i
o [ p=m—y=-z .
pe,y 2)—= U YR ayya
f % |

qﬁ“""“ﬂ’ (T, 10 et 1K)

tma':'ﬂe & Matrice de f retative 4 B et B"
TR b noyay et [ image de .

¥

iid
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PO TTRC R

[ hagsire 13 Dipairi evi

ST T -l

e 7 T B e Rl
)50 dw w4 yj o b vnvetordeE pna Tu) = ldr ¥ & f

DoUpusque 1=1) 0]« 0k [=004 1]+0k o1b
Moy r|i-l| :'I-' | rm |-'+_?i' ol k)= =i"+ |

- I 1
i
D) La matnce oe | aam les bases B ol B sl donc |-1 2 1|

c)e Sof D=l 4y) =2k unvecteur e E

x= ok
k|
= x-y-2=10 Y % apcarienanta B
= T > {y m —ik, & apparienant 3
Z=kK

1
-
s

. 1 ;
kerf @5t donc la droite vectanielle, dont une représentation parametrique est | (¥ = —Ei . kapparterarta R
z=Kk

Une base de kerf est [%7- %_i"l-El ,
o Soit ¥=x'T'+y']" unvecteur de P,
—y-1=1"
=N 2y +I=y
Déterminer imf revient & délerminer les conditions nécessaires ef suffisantes sur x' &1y’ pour qua e sysime LSS
ait des solulions, y ;

O pour toud couple (¢, ¥) de réels, ce Sysieme aura des solutions (car - x T }.

D'ol, tout vecleur ¥ de P agmet des antécédents par [ Il en résulte que Imf = P,
Butre méthods @

Imf est le sous-espace veclonel de P engendré par 1(1)=21= ', l{T)==1"+2]" &t NK)=~1"+ '
Pursque damP = 2, 1oul sysibme g6 plus de deux vecleurs de P est bé, Do, (1(7), 1), H(K]) st un systeme &
- - 2 =
thdelttftll.flfll='_1 ;
Lin lenl = gemP = 2 & Iml 241 un Sous-espace vectonel de P, dod Imi = P.

e Iml <+ iledsiewnveclewr U=x+y]+2k deEtel quelft)=v &

=0

‘i= 3=0,alors (I{T),1{])) est bbre. Par conséquent, une base de Imf

2 - Etudier les endomorphismes

Exarcice 13 —
&5 un engomarphitme du plan vectonel P, muni dune base 8= (1. ).

10
a) Déterminer p(1) € 1]} dant la base B
b) Déterminer 'expresson snafylque de ¢ dans la base B,

e PRI E 340 —”-
P
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wﬂqpﬂff'=m i i

_

Dons a bse B (i) apour coordonnies (-5, 10) et {]) a pou coordonnées (-3, €).
;] e G(x,y) et T{x',y') danslabase B, deux vectews de P, ona

. (-5 —31{1]_[1" i [—51—3'{]_[3'] o x=-5x=3
glij=u" = [‘.c B Jly] '_.I'J 10x+6y | |y y'=10x+6y

_ : = e [w=—bx—dy
Tl g st lapplication de P vers P qui, 8 iout vecteur U{x,y) ,associa U'(x",y’) tel que {Y'—J{Ix+ﬁy .
) L malrice de poip dans labase B est:

. ~5 =3 . ~5 —3] [(-5 )x(-8)+{-3)=10 (-5:::—3;+:-3};<E]=[-5 —:1]5&.
K=hxh=l 5 10 87| 10x(=5)+6x10 10x(—3)+ 68 0 6
Oaobfient alors A2 = A, d'oll pop=q.

Agtres mithodes :

On pouwvail auss montrer qus l,;-l:l..p[-il:l = (1) e :.pr:-pﬁ] —ipl ]} eu ulilisar 'expression analytique de .

d) dedjd , V)= 1‘4:_1 _Puisque delit, V)= 0, alors (i, V) estunebase de P.

ﬂ"a:“Fm:'-':{fl—ﬁi‘}l=3}li'ﬁ]—5¢[di‘:|=ﬁ gt mﬂ‘-"]na‘-ﬁ—ﬁ]-x;-{Tj-?»p{T}:T—E_i':?.
[/

[oi la matrice de o dans 1a bese B est: .|!'.'=[{I 1

1 0 (-5 =3} {6 3
ﬂlamammﬂawdanshhaﬂﬁﬂﬁti'P=[,3 11_[1u 81 -0 —5J

Etercice 14 o
E!H’Wrﬁéumhﬂse B=(8 8. Ba). S
Bat g 'endomorphisme de Y, dafini par: (&) =& + &1 p{Ba) =€) + 28; el iolEy) =8y — 8;.
) Démonirer que {2, , B, ) st une base de limage Imap de .

Ticuver une base du noyau Mg} de @.

|
E}|:|"--‘-|'I1l:|r'lr+3:r fue b §~BSPECES mpplémentaa‘ﬂﬂ de B™.
map &t Niep) sont deux s0U :
Sty 5 restriction de 4 Imep . Démonirer que  est un automorphisme da Ime.

e Vérfions que &, et &, appartiennanta imp:

By = 1 - P W 5 4 oaa Loy =LF['-ﬁ-—Ea].
" EII_E';P{E‘:""E"F{“!}“F‘iigu'*‘EEa] Bt &y =2'1F¢'Eﬂ 2'4:‘[ a) 7 5

I i

g g, ot @ Imeg.

f”iei a %‘1 ——;E; &ant des vecteurs de E, alors & et By appartiannent & Imep
"J'éﬁr.um que (& ,8,) est générateur de Imeg :

T unveckur de @2

H Pagﬂ T ﬁ“

- Jﬁ
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Chapiire 15 2 Expures s peforiely of applicalinny fincoires

¥ appartient 4 Imep signifie quion peut frauver un vecleur 0= 18, + ¥8,; + 78, do B lelque 7= ),
On a alors 7= xp[8,) + yio(Bs) + 2plBs) = b+ y -+ 208 + (64 2y — 28,
¥ 8'éerit donc comme combinaison lingaire de & el ;. D'od (& .8, ) est générateur de Imp.
B=(d,.8, &) dantuna basede R’ estibre. D'ol (€, &) estlibre.
Far conséquent, (g, ,&;) estune base de lmg.
e Soil U =x8 +ye; +Z8y unvecleur de r?.

x=-3
= o - = x+y+z=0 £
GeNig) e Hij=0 o (x+y+28+x+Zy=2g =0 < r 220 y=k keR
y 1
7=—k
2
3
=——k
ey
D'ol N{ep) e21la droite vectorielle dont une représentation parametrique est | y=k KER.
i
==k
ol
Une base de Mig) est done (£ = —38, +28, + §,) .
2) Vérifier que (8, . &5 .EI:I Irl!!-'c une base de B°.
En effat, soit 3, b &l ¢ trole nombras réels. k!
: " a=Jdc=0
afy +b8; +cE=0 = la—3c)E + b +2c8; +c8;, =0 = {b+2=0 & a=b=¢c=0
¢=0

Le eystéme (E;, 8 .E) estdone libre, et par conséquent une Base dz R?, puisque dm®E> =3,
Comme (8,8, ,&) estunebase de B, tout vecteur § de R* s'écrit de fagon unique sous la forme -
U= afy + 08, ++8, @ [ ety étant des nombres réels,
Comme G =~ apparsient 3 Nig) &t T = €, + B&; appartienta Imeg, slors U s'écrit de fagon E.mi&'JEEDiﬁh
forme : U=, 4 T;, avec 0, appartenant 2 (i) et T, appartenant a Ime I
On &n déduit alors que Niep) el Imep sont deux sous-espaces supplémeniaires de R®,
3) = Seit U ot ¥ deux vecleurs de Imag, a et b ceux nombres riels,
aii + bV apparient a Imip, car Imep est un sous-espace vecloriel de B (done siable par combnaison néarel
Et «){ali +bV) = plall +bV) car all +bV apparfient & imep.

= agi) + bl V).

= ay{il) + BV car § et V appartient & Imap.
w est donc une application lindaire.

s Ona (8] =8 +8; e UE)=§ +28,. _

Imip est be sous-espace veclorel de R’ engendré par ims vecteurs € el 8y, d'ol p{imy) ast l2 sous-BSpER veclore
de R® engendré par les vecteurs (@) ef ¢{g;)

G )
OF ({8 , plBz]) est un systéme lioe (le lecteur fe vérifiera) el comme (i8] , 16(B;)) est générateur &2 Yo
(d'apréss ce qui préede), alors (ia(8,) (B, )) est une base de gilmy),
wilme) est donc le plan veciorel engendré par ofF,) el {8, - q,{|mqllt

o By = 2p(F) —¢{Ey) Bt Bz =—(B)+ p(E;) (Ia lecteur o vérifiera), donc &, ot &, apparien

E— e I R _—M
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Chapidie 15 = 1 L. )
e LA L'l.rl_l'h Y Ferfarmpd “F applicadiony ladai
- AILFE N

- ) dtant ibre et dmydlme) = 2, (2, &;) estune base de olime
L tpdlmnp:l = Imup, alors y est un endomomphismp T
un automorphisme de Imig

dans la base [8; ,8;) est: M —[: ;]

-

& ; P)- Bt par construunt, imip) = e
I:”,llm'ﬂﬂ T it Iy

maﬁ'iEB dey
4§

| o doblamatioode " dans labuse 5.5 st ' 2
1 -1 1)

i} dﬂM‘—'

5
olan vectoriel mun’ d'une base B={(i ).

Eesd\m

. - , 2 3
Iﬁgl.mmmﬂe de E, dont la matrice dans a base B est: M= [_1 —E]'

5t un nombre réel, on note : &, = {Ue€E; f(d)=at}.
| Damoaes que f st un automarphisme involutif de E el B est un espace vectorid sur B .
7 Démonirer que, sl a n'apparfient pas a {-1, 1}, alorsona E, = {ﬁ} :

y piterminer Ev @1 E 1, en donnant pour chacun de ces sous espaces, une base.
" émonmer que Et et E -+ sonl deux sous-espaces veclariels supplémentaires de E.
En déguire une nouvelle base de E, et donner la miatrice de | dans celte nouvelle base.

_

| o cethl = _21 _32 =—1, Puisque det[M) = 0, aloes fesl un endomarphisme bijaclil.

reela-dire que | est un aulomorphisme de E.
déterminans la matrica M- de f-':

u_f=_1_{—2 —3]=[ 2 3 ]:M.
dem 1 2] (-1 -2 =
On constale qua M-1 = M, doli <! = f et par conseguent, f |m--1:|lu1|rj
o ()= =a0,doi 0 cE,.Etpar conséquent, Es esinon vide.
St T el 7 dewx vecleurs de E. et cret B deus réels.
1 appartient a E. donc f() =ail .
¥ appartient & E, done I{V) =av . j
Dok, (ol +37) = af{d} + BI(¥) = a(al) +Blav)

Donc E. et stable par eombinaison linéaire &l par conse
*lorigl,

= a{eell + V) . Dol ol + (¥ aa:l_panjenl A Es
quenl, un S0US-25pack veclorel de E, donc un e5pace

£ Sait X ¥) yn vecteur de E. = &K [2-a)x+3y=0
2 3 x]_[2* i 2 _x—2+apy=0
UeE, & f(l)=al « “loy] T |x-2r=av %=
~1 =2\Y ala -1, alorsdet=0-

i 1
\® Etemminant de ce dernier systéme est : det == 1. Puisque a#

; Ie
"ot conséquant, le systéme admet un unique couple salufon, qu est
% T0x.¥) yn vactayr de E.

vIEE & =T e {

couple {0, 0). Et done £, ={0}.

Ex'l":h':?" e H_|.3“5|I:=|:|'

AT 5,=31-1)
de Er st (8= 3l :
Yoi Ex st |a droite veciorielie d*équation x + 3¥ = 0. Une base ae &t

— s POG° 349

M
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cev vectoricly ef applieations fincuires

Chapniee 15 2 K5,

o eE, & Hi)=-i o |

—I—Ef=—f
D'oli € -1 estla droite veciorielle déquation « + y = 0. Une base de £y esl (B2 = 1 — ).
a = _In
e UEENE_, = *+% = ¥=y=0 pab E1ﬂE'1—{'3'},
i+y=10

D plus, an a dimEs + dimE .1 = dimE, alors Es et E - son deux sous-aspaces supplémenigires de E.

, dat=]|’ 1"——2=D,dtmc [, , 5,) estlibrs da E et dimE = 2, akors (8, . ;) estune base da E

« By appartient 4 E: donc (8} =&, g, appartient 3 Ey done 1(2;) =—8;.

I'1 D
La marice de f dans la base (8 , &) estalors:| .

L}

Exercice 16 -—
E est un espace vecloriel de dimension 3. B=(1, ] , k) estune base de E,
Soit o l'endomarphisme da £, qui 4 taul vestaur (x, v, 7) da E, associa le vecteur V'’ y". 2" deEtelque
iy A
1_31 31,r Jz
S
Ao s
o B & 3
A s By atee

| 3 3 3
1) Délerminer le noyau da . Cueds conclusion paut-on én tirer 7
2) Déderminer I'ensemble des vecleurs imvananis par g
3 Soit ¥'=p(V), ¥ dtant un veclsur quelongus de E. Détarminer (V) , en déduire gog.

Solution 16

1) Soit V=21 +y] +2K unveclewde E

l;_gy_gz=ﬂ

g3 ¥y

= N

V=0 o -—EH-E:{—EI-EI e x=y=2=1, (Le lecteur résoudra lo systéme).
2 2 1

—_——— e —

AT S

Lrou le noyau de g est keryp= «{ﬁ} - On peut conclure que « est un endomaorphisme injectf de E, dont @ ast bijechl.

2) Soit 7= xi +y] +2k un vecteur de E

ll_g ._Ez_x
3 a3
g o 2 1 2
)=y = ‘5l+§3‘-*§2=!|" S X+y+z=),
- TR
3 g Tyt

Drad i'cnsemhlﬁl:."ﬁﬂi \'r'.ﬁ':iau:ﬁ im‘ﬂriﬂr‘ﬂs par @ el e pmn "-'El'.'ﬂ.'l-lill-l ﬂﬂlnt une éﬂuajhﬂ i r iE'.FIHE 'EEI ¥ +'=|I L =,
3) e Soit V=xi +¥]+2k unvectew de E gf V= (@)

2 wi a4
Par définition de @, 0na: ¥'=—(x -2y —22}] =1 _— -
P, ai: &y Ez]-s+3{—Ex+y—2:}j+5|:_3;_gr+ﬂ“.

EEEEEEEE—— L e
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Chapitre 15 : Espieces vectorfeiy ol o spticutions linculres

¢ 2 TN -
) iJiH_ dy— 2zl i)+ -{—E:H 2zhpl ] l{—z:- 2y + 2he(k).

pone. ¢V
= ..[|—2]-3|'l] whlw—i 2'+J—EHE’[¢H]—--¢ 2i -2]+1),
or ot}
meuwﬂnfgm qu'on a alors @{¥) = KN+ ] 42k =7,
mrerrﬂl‘ﬂlﬂﬂ':lue . pour toul vecteur ¥ de E, si (V)= V", alors (V) =7,

.,:.uq:{'-'} plp(Vil =V = ¥ . On peut donc conclure que gag = Ide.

fea AT
¢ : : . T
5=(0,7) une base d'un espace vectorie! E. On considére le réel m, et on définit 'appication linéairg fm
wEvers Epar: nll) ={1 +miu=v el G(V)=30+(1-m¥.
ar m pour que T= soit non bijective.
mﬂm pour chacune des applicaions Ineaires corespondant a ces valeurs, le noyau et limage de fn.

« [.e5tnon bilective si et seulement si det(f, (u), £ W)=0
e M3 =i o "
ar cetl () L V) = ‘ 0 3 —m‘ = +4 , alors fest non bijective & ef seulement si m =2 ou m 2.

sPourm=2: {0) =30V el H{¥)=30-V.
- Soit X =i +y¥ un vecteur de E. .
- Ix+y=0

5 _ = ok

X sppartienta kerfs <= H{X)}=0 <= [ R0 o b LY

Dol kerf; st ta drodte veclonalle d'équation X + y =0 e
{0} =%, (¥ )= 0. pat) limage de f; est la droite veciorielie engendrés par (& veCleur f(F) = 30—V,
sPomrm=-2: 1 (i) =—-0—V &t La(¥)= 3+ 3V,

- 85t ¥ = wii 4+ y¥ un vecteurde E.

. " % +3y o

| W t-Jy=0

X appartientd kerfz & fo(¥)=0 <+ {_“_3?5'} Lad ¥

Do ker.; ext la dreite veclorielle d'équation x— 3y =0.

") =-31 (W) =0. O'odi image de {2 est la doile vectorielle engendrée par le vecteur
Bxereige 18 E
. R ner les matrices, dans celle base, des endomaorphiames @
Un plaa vectoriel P, est rapporté & une base (i1l Hemrmlmr
2P Wsque: o(i)=—2i—] et wopli)=-1.

() =—i-

Solution 18
Posong i T)= a7 +b] , olr a et b sant des réels ) 44
O dors: (]} = g(al +b]) =a(T) + bl ) =ai=2-+b)i +{-a+E71 -

2
pi: o) a(—2+b)=—1 g2
Et dora pop j)=—1 équivauta rl Ly L'ﬂ -2’

—a+h* =0 2 +1=0
b 1—+/§ nuh—"" 5
uafémlufmmdaléquﬁ.m b3 _ Fh? + 1 =0 donne pour golulions b=10U o= 5 —_E

fib=y, aorsonaza=1

——————————————— PAgE 3T e —
k. .
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Chapitre 13 f;'.vgr:n‘ vpetoricls ef applicationy lindairey

2 -
$ib=1'£.almuna:a=[1_£] o '
2 2 2
E]h:1+“lr§.alnrsma:a= 1+J5-]7=3+£-
2 2 2
Les malrices des endomorphismes g teis que {1)=—21 = | & wowp{j)=—1 scntdone;
5 3-5 3++5
el
Tl (7 2
-1 1) i 1=+5 & 1448
2 3

Exercice 19

Soit f endomerphisme d'un espace vectoriel E, tel que, pourtout vectewr ¥ de E,ona: fof(V)=10.
Quel est le noyau ce fof 7 Mondrer gue la noyau de f contient §(E).

Monirer que l'application g de E vers E qul au vecteur i de E assoce e vecteur (U) = T+ 1{T) estun
automorphisme.

» Pour tout veclewr ¥ de E, ona fof(¥)=0. D'ol kerof = E.
» Soit ¥ unvecteur de (E) ; il existe un vecteur T de E tel que f{i)=¥.

Donc f(¥)=fof{i)=0, D'ol ¥ appartient & kel On conclut alors que fiE) est intus dans kerf,
« Montrons que ¢ est linéaire ; Soit T et ¥ dewx vectaurs de E et ¢ &ty deux réels quelcongues,
wp{XU + yW) = (ai + y¥) + Flocl + y¥) =0 + yV 4 ol () + yI(¥)  (car | est inéaire)
=%+ =T + ¥ + ¥i[7)
=x(u + f{0)) + y(¥ + [{¥}))
= 0p{l]} + (V)

Far consequent y est una application Enéaire de E vers E, donc un endomorphisme da E.
Déterminons le noyau de ¢

Sait ¥ un vecteur de E,
v appartient 3 kerp si e seulement si, (V)= 0 . C'est-a-dire (7)) =—7 , On obtiant alars V) = —tel(i)=1.
Comme 1[@)=—7 et {{¥)=0,alss V=0 Doncana ken.:-t:{ﬁ}.

Or, p étant lingaire, on a «{0) = 0. Dol kerp = {ﬁ} .

Par consequent  estun endomorphisme inject, donc bijectf da £. Finalement, ¢ est un autemorphisme de E.
Exercice 20

P estun plan vectoriel, dont (7, 7) estune base,

1
Soit f une application linéaire de P dang p ayant pour matrice dans | baza fi- ; T:l , 3

i ne droit2 vectorielle O dont on donnera une basz (U1
Montrer que Fensemble des vecteurs rans! rea i
une base (7). 5 par f en leurs opposés est une drite vectorielle [ donton prédss®

Vérifier U,V esl i .
que |: | estune bage da P | "7 1d matrice de dans cette baza. Mantrer que fof = Idp.
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Chapitre 15 * Expaces vecturiely et applications lindmires

Zix, 1) o0 vecteur du plan vectariel P.

; 2 4
i -1'.‘1—::;'!!":: 'E—I-i--!,r-_—ﬂ
it g 4 ool
fixl ~Sx-g¥=y SKtey
ble des vecteurs invariants par f &3t la drode vecloriele D, d'équalion x+ 2y = 0,
[ense™ "
wmﬂﬁauasl @=21-1)-
Flx, y) un vecteur du plan vectoriel P.
Lo 1 4 i
EI-EH'F—H . 5:—5:.'=EI
= & aounauta C'est-a-dira ;
ﬂ}:}-_--a": Eq —%I—‘%}'=_:" —5:+?]--_.-=[|
. - o piduil & [équation x -y = ={. D’mlenmhledesvethﬁnﬂsenrmnwmsEssllan‘ruie
Ce SystEmE , =
mgwﬁmum:-y 0. Une base de D' est (V= J+J:|

=2 3 (T, V) estune base de P
|ME,-;:|=L1 :]=3=U.D'ﬂu1u_qr]e5

i et ¥ appartienta [, donc fi¥)==¥.

i ienta 0, done f(4) =
ua;q:amaﬂ g
Eul}tlanlammdeidarﬁlatase[u W) est: a={u e
B P D 14 u+ﬂ} i F'HWJIEP!I‘=|I:FFE|I'I..EI:|-E'|I#| afars fof = Ide.

Jlmj‘“’[ﬂ -1]”[0 _il% o+ o1

i joé Pa0]—] &t W= T

| un plen vectoriel, dont B = {1, |} estune base. O consigéns leg vecieurs V=<l

7 et un plen

=2V.
% { endomorphisme de E fel que f(f)=w & f(w) -

&l
Calodzr 1), 1(]), Fof(D) et fot(j) enfonction de |Htl:awﬂw
Biécker la malrice M de f dans la base B= (T ) puss

—ial zr:‘i}ffﬁ}--“?_

Hypt dquivaut a

()= 20 (i +)=47-21
g~ 1=

”']j_g"_ij

Og ce systéme on déduit que 7. 5=

”J]F"_gi
* feof{i)=1 l-u--]]—-f[ }——fEJJ—E'

r”i_i!l={{%i_if|.=§r{i]—Eﬂl}ldzi.

Aad | Lr

-

page 351 —-'—‘-—___—‘_ y
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Chapitre 15 : Espaces yertnriely ef applications lindaires

5 7 ot 3 _EE&_.-; _%4”39_5 9.4
= all3 3 ={ ]
o M= 31 :x 1 5| 5,5 7 28 0 2
s ] | e
3 "3 LF 3 9 93 3
5 7 o M
3 3 f2o_(¥ 3|
M =MxM = { E”lu 2! 2
3 % 3 3

' ey, Page 154 /
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Chagitre 13 : Espaces vectoriels ef applications lnéaires

EXERGI‘GES P‘OUR S'ﬁm—E\’MﬂER

A0 minutes
cambles sunvants sont des espaces veciorels,
oot 12 EE‘: des suites (ur) telles que, pour tout entier naturel n, on 3 : e — I + 5u.= D,

;]fﬁimﬁ:ﬂﬂ des fonglicns deux lois dénvables sur R telles que - 7"+ af "+ bl = 0, ol © désigne Fappication
[t -
g BE!

et R

43 minules

"4 dou s, P estun plan vectodel, dont B=(1, |) estune bass.
B
ol a=1 = A
i z reamaticedanslabase B=(i, ) 1 A=
o g FenGaMORpISME g P (1) lEa'I: ba—1)

ks sont 125 endomorphismes e Diedtifs ?
paminer e noya et limage de 1o, . On discutera suivant les valeurs du cougle (2, b).
Pr-!::'.s:f an particulier I naya ot limage de g et donner pour chacun de ces sous-aspaces veclonels, una base.

45 minutes

E disgne un plan vectoriel sur B , et 1 est un endomorhisme de E tel que Nif) = im{f)

et & un vecteur nan nul de NIT).

i) Quelle ect |3 dimension de Wi 7 De Imif) ?

) Enudiiar [of, )

(| Démonirer Texistence de @ , vecteur no nul tel que ) =&

Dimattrer que (3 ) st une hase de E &t frouver i makice de f dans cetie besa

Retreuver alrs la matnce de fof dans cette base. _—
4l {1, ) estune base de E, on pose a = 27+ | . Trouver i3 matrice de f dans la base (1, ).

Exercice 25 — G0 minutes
St (i, ], K) une base d'un espace vectorel E, et solent V=i —] . w=2] +k

I\ Démartrer que (1,7, W) &5t une base de E el que [V, w) engendre un plan vecionel P.

153t p une fome linkaire de E, telle que (1) =1 &1 @l¥)=:yw}=0. i
T o T] . "I'-“[E:I &t phus gén&mlmﬂnh ._r_a-[ﬁj en fanction 1] thplEt |:! o 1:| idas l;ﬂl}l-’dt]l'lni!.‘.ﬁs el wecheur m dans
Hbase 7, ],K). |

En Céduire qul existe ung uniue Tarme linéaire g satistaisant aux conditions fixtes au début de cetle quesian.
ADémeriter que ; wim) =0 & et seulement si, m appartient 4 P,

1 dbduie une Squation de P dans Iz base (7.7.K )

%6t g une forms lindaire de E. telle que ; pour lout vectsur m g8 P, w{m) =0 etil exisle m veciewr de E1el que
WPk =0 Démonirer que 1A7) = 0, et pour tout vecteur m de E, 14{m) = wlmyseai}.

5::.1; =Space vactoriel sur R
*RMENTeS que. £ existe un endomarphisme p de E tel qua pour laut veckeur U deE,
Poull)=1, dlors, limage, Imig), de g, est neluse dans son noyau, kerjy).

! ¥
losme o g » ensemile des nombres complexes, démentrer qu lapplicati

M._ﬂ PAR 1] el

A

i

il
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Chapiire 13 ¢ Expaves eectoniels of applicafion HH-I.EH:’.\'

- S

- € — C X €l y étanl des réels | eslun endomorphisme dp ¢
=x+iy—1z)=Y )

L e e 1)

M_,__am:mﬂuﬁ =1974 10 minutes
FdéﬁmmmﬁanmdﬂﬁdwH.rapmrﬁéﬁﬁah&se[l.j}. B

O considére l'ensemble A des erdomerphismes f de P, ayant pour malrice, dans la base (i, |},

p.,:[z u].wl&ethsu‘ldtﬁnmmes réels. On pose 2= fof, P = folof = Fof, ets.
d

1) { tant un élément ce A, danner s matnces des endmnlrprismes N
Conjeciwer gors la foamnie de la matrice de fr pour toul endier naturel ron nul n et démontrer & résultal en raisconant

piar recumence.

7} Sail Wy = %y1 +Yg | un vecteur fixé de P

Calculer W, = T(Wg), Wz = flwy) , Wy =flwz)  en fonction dé 1o &1 yo.

Calculer les coordonnées X ef . de w, = (W, ), dune part an fonction e Xa-+ &1Ye-1, d'autre part en fonclion de

fo , Y 8t 0, pour taut enber naturel non nul 0.,
) Application :
O considére les suies (ua) el (ve) definies par - uo= -1, wo= 1, Un=2Ua-1 Bl Ve =21 —Un-.
Calcuber un et ve en fonction de n.
28 = - 1974 45 minutes
Suil E, espaca vectoriel de dimension 2 sur B , el sol {i,]) unebasa deE.

- , g2 b
0n considére §. lendomonphisme da E, représenté dans labase (1 j) par sa matrice ”=ll.1 n]'

1) Déterminer, suvant les valeurs da a etb, fimage et le noyau de i, natées respectivemnent Imf et Ker.
2) Déterminer les matrices M, tefles que M2 = M.

10 .
3} Déterminer les matricas M, teles que M2 = od I=[u 1] eafla makice identile.

Exercice 29 BAC C - Cameroun - 2008 30 mintes
Sait Ez un plan vectonel rapporté & une base orfonoimée B = ﬁ : _j']. . @ Fendomorphisme de E; qui & teut vacteur

G=xi+y] assacie e vecteur ﬁ'=[!+%3‘}i+i*2=—b‘ﬁ-

1)a) Determines la matrice de g dans 1 base B ¢l montrer que g n'est pas bigsctl,
b) Déterminer ke noyau keeg et fimage Img de g. ¢} En déduire que kerg = Img.
2y Boll ¥ unveclew de kerg. Montrer qu'il existe un veclaur U de Bz tel que glu] =Vv.
3) Sait §(-1,2) o &1-1,1).
a) Montrer qua B'= (g, ,&;) esl une base da Es.
b) Donner 12 matrice de g dans |3 base B
Exercice3) 45 minules —

SoilV un plan vectuie apperté & une base (7, T) ! g Fendomorphisme de V da matrce dans labase (1. 11

a b
‘H :m] oA Beth etant des nombires réels donnés. On suppose 3 el b non tous deux nuls.
1} Déterminer le noyau et fimage da 9. A quelle condiion kerg = lmg 7

R e . Page 154 J
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ﬂ'.f.lﬂ'.r.r-l'.l'rr f5: E"‘F"“-T'I- veetnricel

5 CLapplicaiiong linémirey
# Img.

Onsup b -
glr.pfeﬁantpnur base (i V), aves T€Imy el Vekere , touverls Malrice de p dans s bass (5 3
. ) = 332 (U, 7).
ep kerp = Img. Monirer que l'ona b # 0 gt que (bi—af, 7} est

) (n SUpPC :
quelle est [a malrice de p dans cetle base 7 Que peut-on dire ds gog 2

1
\/e2l 1 £5pACE vecloriel, muni d'une base crthonormée drecte (7, 7),

une bass g if

__50 minytes

on it fendomorphisme @ da V' comme suit : soit T =xT +y] dansV, e(B)= (x~ 2y)7 +(2x+y)].

1) Eciire la mairice M de @ dans |a base B (i L)

pétarminer 15 nombres reels Atels qu'il existe des vectewrs U non nuls vérifiant (i) = )i

on trouvera deux vecteurs kel Az (M < Aa).

Monlrar gue l'ensemble des veclewrs U de V tels que () = MU est la droite vectorizlle de base ﬁ.l. }} e
rensemble des vecteurs U, lels que {U)=2,U est la droile vectorielle de base (1 - ).

7) Eerire la matrice M’ de p dans labass B'={i +],7—]).

n élard un entier naturel non nul, on pose @' = g et ¢* ' = pogr

Calcuer par récurrence sur n la matrice de I'endomotphisme o dans |a base B,

Egreice 37 45 minutes
Sat V un plan vecloriel, End(V) désigne l'ensemble des endomerphismes de V.

1) On suppose que ¢ appartient & End(V) et Imyp = kerg.
2} Démantrer que dim Imo = dim kerg = 1.
b) Soit T un vecteur non nul de kerg.
Mantrer qu'il existe un vecteur | felqua «{]}=1 etlel que (I, ]) soitune hssa de V.
¢} On pose gog = ¢ el w désigne Fapplicalion nulle de V. Démonlrer que ¢° = w.
Z) Réciproquement, soit g € End(V) el que ¢ Fwetpd=w.
Démontrer qu'il existe un vecteur U de V tel que (0 ,p()) soil une base de V.
Quelle mst s matrice de p dans cetfe base 7 Mentrer gue Imeg = kerg.
Exgreics 3 35 minutes
So 2 1a End(V]
iV un espace vectoriel de dimension 3 el ¢ appanenani a napyy. .
Cn pese pop = 47 el yogog = qF.ﬂnd&signnparml‘nppimﬁiﬂﬂtﬂﬂdﬂ"-'.ﬂnsuppnseq?#metqﬂ-u
5 - e 5
1) Démontrer u'il existe un vecteur G 1ol que (3, (), ° (i) scit une base de v.
2} Soit ¥ = x4+ yip{T) + 2 () un vecteur queloonque de V.
Ceuler o(7), £2(7) et *(¥) . En déduire le noysu el Image de g, 9* 1@

_BAC CE - Cameroun - 1983 35 minytes
Exgrelce 34 e " s
note End{E), {ensemble des endomarphismas de

E &5t un plan vactariel muni d'une base (1, 1) .00

On note I 'appiication identique de E.

.:J Elant un vecteur nan nul. Soit Q lensemble de f

am“”"er que tout éiément  de Q est bijectif et déterminer f .
| S0t T un 1ément de

8 Montrer que, pour fout réel b, () = Mii si et seulement 5\ u=0. gt
") En déduire que, pour tout élément non nul @ de E, (@ ()} est une base d& T
i Ecrite |a matrice de f dans cetie base.

s andemaorphismes | de E qui vérifient : fof = -1dx.

. ___-Fmﬂmﬁﬂ#
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Chapitre 15 ¢ Espases voctriels of application findaires

E_'RERG:_ICE‘S‘ PQUR 5" huTa~RVALUER — SoLUTLGHs

M A M, R ). ensemble des fonctons définies do N wers R, carles suiles sonf des “DMEI-W; &

F asi inclus dans - :
ﬂq]i :m R I suffl doic de mantrer que F g5t un sous-aspace voeclonied da ﬂ[ M.H Il

«Motons (B-) |2 swle e K
Orr & pour toul entier naturel n, Bee = B = Bn= 0, €1300C Bvez= 3ner + 300= 0.

ol et F | ide.
D'l () appartiant & F ; et par conséquent, F estnon v
- S (ve) &1 fus) deux suites de F. a el b deux rombres réels.

=) F, donc pour lout n entier naturel, on @ ez — Jms + Sua= 0, .
(ve)& F. gorc pour toul n entier naturel, ona vea = Jvner + 5w = 0, Adnsi, s0it n entier naturel, ona :

(@tiesz + Bvrez) = 3{@tine1 + bivtent) + S{aus + bv) = a{Uner= Jurn + Siin) * bivesz= Jvner + S9ed = ax0 + bl =,

D'ol la swite (au. * by.) appartient a F.

E1 comme (am + L) = afus) + bivr), alors F est stable par combinaison linéaire.

F asl donc un sous-espace vectoriel dz 3( M, R ). len résulte que F 251 un espace vecloriel sur it

b} G estinchus dans SR , R).

Il st donc de mardrar que G est un sous-espace vectoriel de (R, R ).

- B astune fonclion deux fois dérivable sur B | el pour toul réed xon a:

{67+ 20+ bA)x) = 0"(x) + ad{x) + bo(x) = 0+ a=0 + b=0 =0,

Dol @7+ 20'+ b6 = 8. D'cd 8 agpartient a G el par conséquent, G est non vide.

- Spil { et g deux &léments de G, cx el  deux reels.

[ appartient 3 G, donc [ est deux fois dérvable sur B etf"+ al ™+ b= 8.

q appartient 4 G, dong g est deux fois dénvable sur R elg™+ag+bg=0.

Dol, af + g est deux fois démvable sur [ el

{af + Bo)+ alaf + oy« b{af + ig) = {af "+ ig” ) + alof '+ ig) + blof + Bg) = alf "+ af" + bi) + fig" ag"+ bg)
=pf+po
=§,

Dol of + [lg appartiend @ G. G est donc slable par combinaison lindaire.

Il en résuite que G est un sous-espace vectovied de 3K , K | ; donc un espace veclonel sur K .

® o, estbijectil si et seulement s detid) 20,

a-1 -Za
Or dﬂ“’-=l )[=bta-1}’+¢a=b=ht5a’—?a+1j,alm det(A) = 0 si et seulement sib =0

2ab  bla-1
On en dédut que, ,, estbijectf si et seulement si b # 0,
® Sib#0,alors o, est bijectit Dane I:Ehpm={5} el My, =P.

a—1 =2a
[ a]
- Soit Bfx , ¥) dans 13 base B, un vecteur du plan vactnrisl P

o

Or e couple (a - 1 -2a) ne peut &g (0, 0, |
; oAt « Wiy Car Sinon, on aurail, a = | = bsurda)
Dol kﬂrl.p“ est [ droits veclode lle d'équatic nia=-1)x-2ay = na Sl

Uné base de kersp, ; est (2a7 +(a—1)]).

“Ona g, fT) = fa—17 ot Pagl])=—2aT

Eﬁnﬁ“ Page 358 _”

[

sib=0, alarson a ﬁ.:[
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Chapiire 15 : Lspaces vectoriels ef applications e

e (7) s'erivant comme combinaison linéaire de 1, el ne pouvant aire simultanément nuls, (car sinan

| .

v : ; f .
est |a droite vectorielie & drée par ke

15_1“;0}' alors Mg ngendree par ke vecleur j

e

Pa,-ﬁ.:mar kery g 85t 12 droite veciorielle d'aguation y = 0, el donl une base esi ﬂTJ .
Eﬂ [ ! . ;
' Imipyp #5118 druite vectoriefle engendrée par ke vecteur ().

maricns U kergyg = Mg

mﬁ gmhif) + dimim(f) = dimE. e

Et-rc.llfnl:F imif) et dimE = 2, Dol dimMN({) = dimim(f) = 1.
b S0 7 un vecteur quelconque de E.

(i sait Qe () estun &lément de Im(f). )
orimi] = Mf, elors f(ii) estun élément de M{f) ; c'est-a-dire f{f{U))=0.
onient 68 prouver que, pour lout vectsur G de E, fo f{d)=0.
alors ol est Vapplication nulle de E.
¢je Sot & unvecteur de RS {5} , puisque N{f) = Im(f), alors & appartient & Imi{f) {ﬁ}
Il en résube quil existe un vecieur B , non nul de E, tel que fifl)=2.
« Vidfions que (&, [3) estlibre :
Eneffet, soit a et b deux réels. : ) -
35 +bF=T0, siet saulement si af(F) +bd =T . ors f(ar(F)+bd)=0.Clest-d-dire af o H{p] +bNB)=10 .
Or fef(f) = 0, car Eﬂf-nsll‘appl.'rr.aﬁnn nulle, alors on peut done dire que bf{[) = 0
Pusgua (A} =& =0 ,alersb=0.
Pusque b = 0, alors légalité &G -+ b =0 devient ad =0 I sensul ques =0, {car &= ).
Dol a=b = 0. On en déduit que (& , ) estun systime lbre de E.
Etcomme E est un plan vectoriel, (&, §) estune basede E.
* & appardent & N7, donc F@)=0_

E 0 1
Or fifl) = & =15 + 08 , "ol la matrice de  dans la base (& .B) est. iﬂ EI]'

T o 1) [0 ll 0D o
I S =
nce de fiof dans la mEme base est ! g ol la of |0 o0

9&=2T+7 ot & appartienta N[f, alors fj&)=D . Clestadie f(J)=—21(1).
Posons §(7) =af 45}

On 2 forcament (@,b)#(0,0), car sinon I serail Fapplication nulle at N{f) serail afors &gal 4 E, Or Nif) est une droite
Yectariglia, g

L2 matrica de Tesl alors sous la forme - l: -:‘l . On sait quand méme que ©

“Piima, Nif) est une dreite vectorielle et @ = 21 + | appartient a N{T)
Comime: & = 7 .. 7 &5t non mu, slors une base de N{f) est (&)
+Senundo, f(]) = —21(7) e (i) estnon nul

Hers Inff) est a aroite vectoriele angendrie par 17} = ai +bj .

""‘HIE—_—_ PA0e 1) ————————————
.
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Chapitre 15 ; Espaces vectariels €1 applicarsan: lindaire:

- i . foid & ol l[_'":"__ﬂ'mqw‘f‘gﬂ'ﬁ.ﬂ}—a:ﬂ
T = N, dong | _Hl]}es..mn-s.élﬂhé,:ma—dmde i
. Tarto, km{f) = Nl) [+ '

- = Zh
EIE“.‘iﬁE:ITﬂ!‘-LE=EE{lErrAT‘£EdEfﬂ3-'ﬁlEbH![I. j) est delafome: [h 5

. 04 b €S un réel oy

. 3 form 38 igf
" A -
lemuﬂmmmmnﬂmmwmmmm“'m b —E!:J satsfast tovtes fey

Pyposises de lénoncé sir L i
_ |
e mueu:msrumrah -

3l +Hi+cw= =0 dqivautd (a+b)i (b= 2';]]— =1 I
E’ﬁ-ﬂ-ﬁ'ﬂ[a*h-t _b+ic=0etc=0) sl fnalementa =b=c=0

7 .w) st doncun sysiéme fbre, ¢! puisque dimE = 3, alors {i.%,w) estunebasede E
e Puisqes (i ,1.-_*]- sct Ehee, glors (7, w) Nestaussi
50 P ls sous-espace vecioriel engendré par les vedteurs ¥ et w,le systéme (¥, w) est oéndralew de P, |
d en résutte que, (v , W) et uns base de P. Par conséquent (¥, W) engendre le plan vectoriel P. ;
2 o off)=oll - D=l —all) e wlW)=2(2] +K)=2¢{]) + k).
Or 1) =12t off) = o) =0, alors w{f)=1p(7) =1 et k) =—2p(}) =~2. |
» De fzgon générake, soil m=xi +y] + 2k -
ol = olxl +y] + 20) = welD) el D+ 2plk) = x4y -2
o La défintion ¢a =(m) estunique, 0ol exisle une unique forme finéaire p satisfaisant aux conditions |
AV =1 et «¥)={w)=0.
3) » Supposons que m app-aﬂienliP,ahﬁ.l'!E:iﬂadﬁuréetsaﬂbtel:sqm m=av+bw.
Ona dlors {m) = 85(v) + bia{w) = ax0+bx0=0. Finslement, & m appartiant & P, alors w{m)=0.
Supposons maintenant que m n'appartient pas & P, alors 1 existe un réel a non nul et deusx réels b et clels
que m—=ai + b0 +cv
Ona alors {m) = 3:(7) + b(E) + 0a{¥) =a. Puisque a est non nul, alors ena g(m)== 0.
D'oiisi pfml=0 alors m appadentd P,
- On peut done conclure que, (m) =0 si et seulement si m appartient & P. 1
* Soit m=xj & ﬁ+IE.
m appartent & P équivaul 3 (M) = 0. Clestddirex +y - 22= 0,
Diols P est e Wﬂwmﬂtﬂﬂemnﬂﬂﬂx+!-h=ﬂ dansla base (7 7.K).
d) » Supposons que 1) =0,

Solt m unvecteur de E, | exists {rois rdels a bete m=al
e ; i tels que m=gi 4 b+,
Comme bil + ¥ ﬂprm.ientéF.ah:;w:hEH.-'.F}:u e

Comme: an & supposé que 4{T)=1, alor ﬂtr‘n:—awlw{mm 0.

Fen tésulte que peur out vecteur ., an & i}, Ce qui est contraire & Ménonce.
D'od u[rJrl:I

E Filg!l.ﬁl] ﬂi |

—
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Chapitre 15 ¢ Espagey

veetiniels ef i ficition lindatires
o ja droite vectorielle engendrie par le vectour | | pyl
( SOUS-ESPACES supplémentaires do E,
!,.ﬂlrﬁ‘ti“-mer m de E s'écnt de fagon unique sous Ia formn m M=m.m ol =
Hﬂ 1y droils vectorielio engendréo par 1, il existe un el up que . lu!qm' ~ i“‘ .1} D el mcp,
mneﬂ”*“ oM = plm') + 9lm®) = pm) = pfnd) = = oop(Th = ex | '
= |.[er+ ) = () = Plad) = ag(T) = p(m)x (7} , car wml=a
M{,mﬂ m de E, i) =0{m)x (7).

Bque (i, w) BEluna base do £, algs el P

;}Eﬁu =y +iyetZ =a+ib, o0 Xy a el bsont des nombres rdgls,

witoetpdeux réels. oz + 2= (ax + Ba) + ilay + Bb), done f{az + fz') =ay + fb = o
Hﬁmappmtun inéaina de C vers C . Cest-a-dire un endemorphisme de € R
o Dophus, on 8, 50l Z =% + Iy, ol x et y sont des nombres réels quelcongues.
gz} = M) =flyl =fly + ) = 0. =

rveis, pour lout complexe 2, On & fof(z) = 0. | Polnt méthade -

jveride dons la condition de la question 1), On rappelic que (C , + ), ot + £57
o 5ol z = X + iy, o0 x et y sont des réels, | -f':_uﬁffricllnducm.:pj:u;ﬂ_ﬁ

appartiznt & kerl & et seulement sl f{z) = 0, C'est-&-dire y=0. multiplication dun complexe par nn

B daulres termes, cela signifie que z appartientd R . Dol kerf=R .I'dﬁ:ﬂ;’:ﬂ‘f‘“ '::;:':f::;eﬁ E‘T"
» SailZ =X +iy', 0l X' et y’ sont des nombres réels, - T

? appariient & Imf 5i el seulement si , il existe un complexe z = x + iy, x et y &tant des sésls. telqueliz)=z.

Cestadirey = x'+ iy, Donc y' = 0 el x' = y quelconque.

Endauires termes, cela signifie que z' est un nombre réel quelcongue.

Uou Imf = IR . EX par conséquent, Imf = kerf,

]

» [ esl -ﬁqz—."q nhp= [ ] l La"h 33]

L HA

a
En theervant jog matrices de 2, 2, f*, on peut se dire que la matrice de f* est b= [rha“"h a"} |

0
» ftest ﬂ[‘=|ﬁ|;a?5lr‘|!='[ ]

Ill- & ¥
“fions cette conjecture par récurrence sur n, entler naturel non nul ;
f

3 a 0
it entier naturel non nul, natans Ps la propesition : « A" = [ﬂﬂ'_":' an] 2

2atb a)) b 3
Suppgong P vraia pour un certain entier naturel non nul

k, mnnl:rn-n: que Fm ast aussl vrale.
Parp, o
o hr ‘ k=1 ::l] Done, PL.H I"-p Ay =
-

At 0 J
ka “"h 2" ] [
il |
® Proposition Pusi &5l aussl vrale.

ks ety &)
H Pﬂgnm F

P

mﬂﬂmaimﬂmm 19. _

!
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i hrjriie B0 0 Bagsiea parw il -ru_rl_lllhl LR T

a" I l

i, o fianil aatilim bl i pvn i, e i A |
| 1T TR

O il oo i

7} i o - % F iyl Ona

. n ol LLTT ] : [ '

b \ i LR T LR (T ]

Ll H*ﬂ]J I [ll I'I] ¥ (U I : |
!

. e o [NOY AN J Ll et Y

N ( oo Wy < T b el 0 ATy
- '||||lu n:"l]' ] lh f {h’{l | ﬂi'n i"ﬂl""u | "‘II!IIF’ ’ Y ' '

j
H ,' W i
o Wy = l{wy), O o "": yF o ; 1 ’r“""" Wy =0 Wl | (0 g gy
bl by | afyg) |0 'y

Wi =iy 1) algnite qu [ Ih': :] L, (AN lmr.. :II. iy |J L'..J

(O o obchea cquien |2 = e n ol g = D gy
o Manlrops (e pheurrande sur o gus, pour loul enlier slurel pom i, oo -..,.- = f'{w“;l

Pour n w1, an n bal of ke wy = Nwg) pie ddRlilon,

Supposans w, = 1" (g}, pour un corlaln entler naturel non nul k,

Ao pulsque par dsiniben, wy ¢ = f(wy ) aorean o wy g = 1" ()= 1wy

[ed d'apeba ln |:'I|II-I:|J:III' tha ribgusrance, pour lool entler nbal non nalnon a : w, = r“[-;u"'}
'y

Conlhdira | " [= v

Iu
Yol |na" '!r n"l[ o My o 0y
Cn conclud alors qua X, = A% 8l Yo = 1821 T A",
Ly _.II Al oy
Uy 1 iV

o I

Ponong wy ==t | +V,) , A -—~[ ET ::J ol {'andomarphlsme de P, da maldes A,

3) On rarmargue qua : soll n endler ralurel non nid, ‘ p
i

e pak non
Cn a alors wy, = {wy. ), mile sussd , A asl do fa fono [I: “] JHvann o2 al e,

D'aguetes | quation 2), w, = "(wg) o 1% o paue malrcs A,

20 [u.H n ol
¥i ™! 2 |va
Finlomant , ( ty = 2"

Drapeiss I cuaskion 1), n,—i — TR Al Th
LA AR (NP S

vy =2 g 1 2

?I'l

Solution 28
1) Toul bljnchf &l ol eaulamant o, dodiM) ¢ 0, c'asd-dding n? - 24 ¢ 0,

Flnadornan, | ast Wjoctll of of soulmment sl 8 « by? &1 i - b/ |
Bl ow by ol 0w =by/Z, nlom | sl Bl wt e consdepinn, Imfl) » £ ol karl = {d} )

b b

|
———————————————————|"1]13 11 |—-'-'—- '
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Chapitre 15 : Espaces wecloricls ef applications lincaires

kerf) 2sl |a droite vectonelie d'équation I"'fﬁ=ﬂ-'ﬂ“m‘:ﬂ&ﬂla dikiie -
2= —JZi+]-
ctour & =
i dof ast alors M B »
estalors M= :
i st pealomiemarete b —
oa quiars : Ker(f estia droite vactorielle d'équation X—y«2 =0, et Im{f) estla drote vectoriele
A n L3

irifierd gqu'alors .

parhw&-:lwr g =21 +] - )
Jiors est fapplcation nulle. Dol kerf = et mf ={0}.

s ) (a 2)_[*+2° dab
5|Eua-ﬁ‘=ﬁ‘h a]xh a zab &'+

ot enfin

2 - .

ac + 2" =a
est-a-dire '

B E.I—B-}rzhzﬂn &2_a+zhz=u

i
l b{1—2a) =0 b=0oua=z
Zab=b

el ME = Mémn'autﬁ

im=0 abrs a=0 ou a=1l
i -ﬂ
=

o .___2. ou b=
g;;i,alnm b i

.1
g 0y (1 0y |2 2
mmmmmﬂasquem:mm:[ﬂ ':'1' o 1) :@ 1
2

2 2 =1 : :
1) WP = | douivalient 3 r' +2 C'est-a-dire

2ab=10
J2
Hawl, slorsona h-g au I:l-—-'--E— .

o 2| [0 -2 1D]E|[-1 “]_
-Bsmarices M telles que MP =1 sont: | /7 gl E 0 '[01 & =

M
s Ona T=1740] et =0T+1]:

A=) ! %
(7T} estdonc A= :
[ € La makice do g danslabase B=(1 11 &5 8

Sib=l, slvesona a=1ou a=-1

Uoh gT)=T-27 e gm=%
1
* Puisque dei=| ! El= _t4+1=0, slors g nestpas bijecll
e "
o ol . . nnille gl =M.
h}-&iﬂ"‘iﬂ-l’j.unmdah.uapﬂamaﬂﬂﬂmﬂg o0 ;_L‘.,._u
: _y 2 :
Co ol i = AT o SyStEme |
M dauiva 5 11 +—;?]_i'+{~ﬂx—y]1=-ﬂ. £t qui se tradult por e /% [__;1_5,.:1]

8 doux Equations du systéme sont équivalentss.

e —— . Pagedsd ———y

i
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Chapitre 15 : Espaces vectaricls et applications linduires

Le systéme se réduit alars 4 I'une d'enfre elies, soit 2x +y = 0.
D'od kerg est a droite vectorelle diéquation 2x + y = 0. Une base de kerg es! (1 +27).
® o{i]=2g])=0.0oncle sysiéme (g(i},gl])) estii

Or Img = p[E) es! e snus-espace wactoriel engandré par les veclaurs g{TJ el g-|-f} .

D'oi Img estla droits vectorielle engendrée parfe vesteur g(T) =T~ 2] . Une équation de Img est 24y g
¢) Img &l kerg sord la draite vectorielle d'éguation 2x + y = 0. D'od Img = kerg,

2) Soit ¥ un vecleur de kerg, puisque img = kerg, alars V est un vecleur da Img.

E! par conséquent, i ewste un vecteur T de Es, lelque g(Tl)=V.

o -1
) defE E)=

‘_11=1== 0, donc (& , &;) esl un systéme libre du plan veclonel Ex.

Donc, (8, ;) est une base de E:
b) & appartient 4 I:arg. danc g[E1]— "_

m
?
H
ﬁ
b
+
=2
1l
4
+
ra
MI
-1
|
e
I
|

5 ;. 1 — g 1...
i+ j=—[=i+dj]j==B
| 2[ Il 2B

Solution 30
1) ® Solt T=xi+y] unwvecewde v,
ax+by=0
AEK A by ==}

Or le couple (3 , b) est difiérent du cougle (3, 0)
D'ol kerg 51 la droits vactorielle d'équation ax + by = 0. Une base de karg ast {bi — aj)-
o (i) =a(l+7) et ])=b{T+X]).
Lo couple {a , b) &tant différent de (0, 0), I'un au mains des vecleurs n.,:[T} ou (]} estnon nul
wli) et i) sont colinéaives au vecteur nan nul 7 <0
ime étant e sous-espace vecioriel engendré par w(T) el []), Imp est la droite vectorialls engendnia par le veddsyr
8= i -+ A] . Une équation de Img est -y = 0.

U appartient & keng si el seulement si [ Cest-a-dine ax + by =0,

= kerg = Imw si ot ssulament si i systime (T +2], b7 —aj) estlié, Cesk-a-dire "=,

On an daduil que kerp = Imp sl el seulement s a + Ab = 0,
2) Remamuons que, si kerg # Imy, alors (7 +A],bT ~ a]) estune base de V.
s Tekerg, dobiwfF) =0,

® Soil D=x1+y] unvecteur da V., G apparfient & Im, si o seuiament si Ax - v =D,
Cest-d-dire y = hx. D'odi lo veclewr § a pair coordonnéss (x| Ax),

a bix ax = Whx i
M AbJOx) [+ X ={“+}“m[m]' Dol () =a-+ Mb)u.
D'l la matrice de  dans labase (7,7} est [a +3b u]
o o
3) @ Craprés |a question 1), kerp = imp si el seulement sa+ib=0

ﬁﬁ“m##
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Chapifre 13 : Espaces vectaricls of Apptications lnégires

(a+ M= 0 si el seulement sia = 0,
ghg_ﬂ. tﬁ{aj:,-_-[u,ﬂj, ce qui est coniraire & Mypothése fa.b)# 0,0

et & ure que b est non .
O e alors :
(1 ' 1 :I =hr I
wamﬂhl—ﬂjn.]__& 1

Bimmmmﬁmadﬂl[ﬂ—ai.haﬂ.ﬂ'm (b7 —a7, T} estune base dg .
frb 3 R e o s g R e
anﬂ-; ﬂpparlwakerm.dm I.p{tli—3]]=Q.Ef1.p{|}=|:|-i_4_}.bi_{hi_&j:l+fa+mﬁ.

T L [1] 1
ammﬂtedﬂq}darﬂhbasa {bi —aj,|) est: [ ]

[:f:l“ 0 a++xb
' @st: 3y 1 KD 1]_[0 a+d o 1
'Hmmdew ; 0 a4xb 0 a+ib i 0 ta_i_},.h_]? =|:3+}.|:I][u E-'f":'l.b]-

g D"I:'IJ gog= |:.a + _i'l.h]@.

N e R N e SR i e 7R

feCna o(T)=T-2] et w(j)==21+T.Donclamatrice de g dans!a base B est M:[ 12 _12’

o Soit D=1 +y] un vecleur du plan V.

aaae |1 =Efx] [wx 2 X— 2y =% (1=-Wx-2y=0
i fig = .Ce i :
A} =N signi l-? ﬂly] [‘h!r] o.maqumta{_gxﬂr:”cmmau [~21+[1—>~}?=ﬂm
| détnrminant du systéme ([j est: &= 1:;' 112:'\ =[1—:|..]= = =({=1=2)[3-1).

Hhe-1et A#3, alors &% 0. Le systéme (1) admet donc une unique salidion (0, 0).

e seul vectewr T el que w(T)= Al estdonc T=10.

Sh=-1ouh=3, alors § = 0. Le systéme (1) admet une infinité de solutions.

Clarl Il existe aw moins un vectewr T non nul el que o{d) = Xi. .
B conclusion, il existe des vecteurs U non nuls vérifiant (G) = MU 5i et seulementsik=-fou k=13,

Mnagors b =-1at hy=3,
* Pour k=1

Lesysiéme (1) est équivalent & I'équation x -y = 0.
Hni lensembia des vectaurs 1 fals quer ipli) = —0 estla droile veclonelle d'égquaticn x -y = 0.
Una base da celie droite vestoriele est [_'i' + TJI .

* Pourdy=3:
Lﬂmm #st équivalent  I'équation < x +y =0,

nsi fensembia des vecteurs U tels que ) = 30 estla droite vectorielle d'équation x + y=0.
e base dz catie droite est =R

4% Virifions que (i+7,7=7) estune base de V:
el qu+},i‘_T}=F 1

=—2=0, Dol {Tq-_j'._i'—_i} esl une basa da ¥,

& Una ;F{T+'i]=—['f+]} at (i—])=3(i-]).
L3 nage .
"'ah::edwdanslahaae T4F.7=7) est: J"""_‘[I::I1 n]'

'ﬂna;uéi['-i ﬂ]x[—1 u_[1 n]_{—u* 0
o 3le 3 (o9 |o =

\h—“ PRG035 —————— .
. sl
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(g §8 2 Eapaaied vertortely of mpplivatioens findaiies

M= ‘M'ug”‘[u 31%(o 271 [ 0
.
I :Mﬂ=1
On peul coneciuner que " 1"l
Vérifions cette conjecture par récurrence :

=1 0
Fﬂurn=1.mahmH'.—-|{u] 2|

1" )
Supposons qua pour un certain naturel k nan nul, M* ‘5[{ 0 :I 3.N’- Montrens qu'alors

k41

M“‘-[[_ﬂ-} 3:3.-1]'

b
Draprés [hypoihése de récumence, on a: M* - IH_;} ;}

0 MEY o _[t=1F o] (-1 0)_[-1"x(-9+0 0+0 _[=u*" o

Dol M**" = M*xM —[ 0 3*‘x[0 3}— 040 n+3*:-ca] ] o]
(-1" 0
1} 3."'

Alors, d'aprés le principe de récurrence, pour tout entier naturel non nuln; M7 =

1) Pour les questions 1)a), b} et ¢}, voir exercice 24, i
2} » pétant non mulle, il existe un vectaur U noa nul el que o{i) = 0.
Soit a et b deux nambres réels,
aii +bo() = 0 implique {ad+bg(il]) = 0. Done ap(@)+bpegld)=0. (1)
Nolons que Wop = w ks L,p-::-.,:ﬁﬁ;l=ﬁ.
L'égalité (1) ci-dessus devient alors () =10.
Comme (T} =0, alorsa=0.
Puisgue 2 = 0 ef al +bp(l) =10 , alors by(D) = 0. Comme [T)==0,alors b =0
Ainsi, sl all +-by{l) = 0. alorsa =b =0 Dol (T, p(d)) estun systéme libre de V.
El puisque dimV = 2, alors (0, (T)) estune base de V.
® i) =00+ 1.[0).

O welsp{@) =0, alors la matrice de  dans la basa (i, p(u)) est: [: g]

* Sait X un vecteur ds V de coordonndes [x | ¥) dans la base (T, (L)) .
A= x4+ {0}, donc (X} = nplT) + w0 {l) = xe{T)
Ainsi, p{X)= 0 signifie que xp(T)= 1. Clest-a-dire x = 0 (car ()= D).
Kerg est donc fa droite vectorielle d'équaton x = 0.
» Img est fa droite vaclorielle engandrée par le vecteur (d) , (car plp(D)] = 0, p(0)=0¢l .
Bspace de V engendrd par ) et (i) ).
Une équation de Ime dans la base (3 vp(U)) estdong x = 0. Il en résulle que Img = keny.

“‘ Page 366
h

gl I S005°
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Chaptre 13+ Sspaces ity ot Mictionns e
rirey

s on o g® # w. Dol il exisle un voctour 11 pon py gy que o (i) 6

)o% 3 B (car sinen ¢*1T) = Wil = plB) o

ﬁ{ﬂ-aml'ﬂ {'._I-ﬂ‘. '-g-"[ﬂ}'-ﬂ {":-H Ll 1 '-F{__'-I"tl.l}] Ip[:l]. =0 pa [|ll|f:|51 E.I:IHH;HM ) Wﬂmcﬁ}. i
. belctrnisa‘ﬁlals. si ol +b(T) +op* (@) =T, alors o (il - gl o (i) =
ol B i

o

" e a0t @+ (@) Fop @) =0.
2= e @@ =0 ol &' @) =ele @ = 0@ = ). 0 p2i5) 5, sors a0,
e = 0,801 régalié +big{) +-00% () = B deviont bg(G) 4 0?(G) = 5.
oo bl +00" () =0, cestrdire b (T) 4.0’ (1) =T . S0t bg?(5) = 5.
: alorsb =0,

e NS T o ——

agsqe 910 =0
siseranta =b = 0. Done [égalite ail +bip(D) + o’ (7) = 0 devient (1) = 0. Soi ¢ = 0 fcar ()= 1)
s condut donc que si @l +bio(T) + cp’(0)=0,alorsa=b=c=0.
s consécuent, (8, p(t) 17 (T) est b, et donc une base da V, puisquo dim\ = 3,
e Soit T =3+ ye(d)+ 207 ()
i) =gl yel) + 267 (0] = 00 () + 1 () + 26 (B) = ) + i *(T)
)= elmell) + et @ =2 (@) +ye’ @ = 2o (0) o P T =lep? (W= g’ (@)= 0.

o 7] =0 sietseulement s x = y= 0 (car le systéme (D) , o° (1)) est libra),

x=l

Dods erg et la droita vectorielle dont une représentation paramétrigue est: {y =0, keR.
z2=K

S ¥ = 5Tyl + 2'* (D), $[#) =7' o etseulomentsix' =0,y = xelz =y,
i est donc be plan veclorisl d'équaticn x = 0. .
’ lp?(uF}:ﬁ =i ot spulement si x = 0. Dol kerp? est le plan vectonel d'equation x = 0.
o' (W) =7" sletsoulemert six' =y =0 etz =x,
x=0

ima est danc 1a dreile veclorielle dont une représentation paramétrique est: 1y =0, keR.
=k

o GY7)=1 . pour toul élément ¥ de V. D'oll g est 'appiication nue de V. Danc b =0 8 Yy F{u} '

1) 3ail fun &ément de G, on a fof = -lde.
nTrFf= -z 5i et saulement si ~fof = Ide. Donc fof) = {-Nof = .
O fest bijectf el sa réciproque est 1-1=-L

5 méthodes :

Fﬂ””"mhr que [ est une bijection, mpuumr'uussi vérifier que del(f) )
Dans le premier cas - fof = ide, danc dat(fol) = dell-de). Cest-é-die (deilfF = 1. Done deif = 1 ou detf = 1. '
P2 conséquent, on @ detf # 0, ef donc f est bijecil - i !

la second cas : T appartient & kel si 1 seulemant s (i) =0 . donc £(d)=0. !

# 0 ou vériffer que hﬂf-{ﬁ].ﬂnl:

Criof=Ids. alorsona =10 ot donc G=0. | |
h“ﬁﬁqm. kerf = {ﬁ} at f est bigectif, {car f estun endomorphisme injectf).

S o i
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i ey finEnires

— — Palnt mathode :
isme de E, et M la matrice de [ dans une base donnée. On a b remargue gy
= Surfan ,mm:phmh déterrinant de fest le déterminant de sa matrice, i
e ¢ mame 5i Pon change de base, Ceni-d-dire, soif B ef B° degx bases 4
ﬁmnﬁrﬁ?ﬂi{ﬁ:ﬁ pase A et M” la mairice dans la base B', on aura detM = deig®, *EM L
& Soif A ef B dews marrices earrées d'ordre deux defAxB) = detAxdeth,
Dane soil el g denx endomsarphismes de E, deffog = deifs desg,

Le determ

2)a) Soit T aiament de E et f un élément da Q. o

f(5)= i sietseulementsi I[f(d))=1(x0) {car fest injective).

Ce qui équivaut a 12() = M(@) . Clest-&-dire ~T =270 Ce qui équivauta (W* + 15 =10.
Ce qui équivaut 3 T=0 (car A + 1 est difiérent de 2éro).

ginsi, 1(0) = Ni i el seulementsi §=10.

b) Supposons le systéme (i, f(U)) lié, alors il existe un réel A fel que f(u) = hu.

D'aprés k2 question 2)a), on en dédult que G=10.

Or par bvpathésa, ona =0, alors le systame (0, ()] estibre de E.

Et comme dimE = 2, alors (U, f(U)) estune base de E.

¢) fll)=00+11G) & (i]=-G=—110+011).

D'odi la matrice de f dans fa base (T, f{d)) est: [': _01].

_——-._____ Rt =
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%|(6) APPLICATIONS AFFINES

RAPPEL DU COURS

Dits C& COUPS, Pd’u.:'sil'gl'lr le plan ef ¥V son o vectire! axrocid
E déifgire Pespace ef W son eipace veclorel arsocide

A. Définitions - Eéiﬂrhhhmfmd;uﬂ&uppﬁmtmwaﬁ%w

As - Définitions

a) Définition :

On appele apphication affine du plan P (respectivemant de l'ee Bl s .
de Evers E) qui conserve le coefficient de colindarits. PR R MR Al VG AR sctm

E'es_l—?—-l.‘;re;s::l’[ﬂn. B, C et D quatre points du plan (respactivemant, de Fespaca) et a un nombre réel.
Si CD=aAB, alors on a aussi f{C)f{D) = al(A)f(B) .

b Définition équivalente :

On appele app{icaﬂn::n affine du plan P (respectivemant de l'espace E). toute applicaton | de P vers P {respestivement
dFE vers E} qui conserve le barycentre de deux points pondéres.
Clest-a-dire, si G = bar{(A, a), (B, b)}, alors on a aussi f{G) = bar{{f{A}, a}, (f(B), bj}.

Az = Détermination d'une application affine

8] Expression analytique d'une application affine :
Pour définir une appéication affine, il faut et suffit de deaner son expression analylique
* Une application f de P vers P est affine 5 el seulement 5|, son expression analyfique est sous ia forme

W=ax by +c
Y=a'r+b'y 4
® Une applicalion f de E vers E esi afine si el seulement si, son expression analyfique est sous la farrne,

F=axsby 4oz +d
V=a+b'y+g'z+d olab.cda, b, o d, " b" c etd" sont des consiantes réeles,

T=a"c4+b"y 4¢"z + d"

. 008, b, c a' b etc sont des constantes réeles,

o Em’“"'.“':"'F'hiﬁi“‘BI associé a une application affine :
" application f de P vers P (respectivernent, de £ vers E) est affine sl et seulemant si, on peut touver un

Endemorphisme i de V (respectivement de W) el que, pour lous points A el B de P {respeclivernent de E),

n:"'-:'fl:ﬂ-} = @{Eh !
E sodomarphisme g lors
.F."!TI:trquD s
P P . vy !

YEr définir une application affine f, il fond et il suffit de domner son endomorpltinme gazsocié @, wn point A of son
ol AM Y. '

as! 'endomorphisme associg a f

qu'il exizie est unlgue. On &t guE @

o e A" par f. Aingi, soit M an point of M* son Image parfyona: A'M

:] l’“iﬂﬂ d'un repire affine

B“;Er d&finir une applicstion afine du plan P, il faut et 1 suffil de donner les Images A", B' et C' de troés points 122
A Batl

* Pour défni une application afine de 'espace E, il faut el i| suffit de donner les images A, B, C' el D' de quatre

Foints non coplanaires A, B, C et D.

.--'-_——memmﬁ;

f
Iy
]qu.ni
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— —— Chepirre 106 : Apgplivayions affones ‘
Remargue . —

- [lrJn.:'frFI:I.'L o = AT
H:'ﬁ_’.r'l}=ﬁr-l.l_.ﬁ-ﬂ'J=.'E"f3.]'"ﬁﬂ-]:Ffw-'dm”k'mpp Aty e i
# Dins ['espace,

{C) et ID) =glD) alors lesa lications affines fef g3

Wi i ires e f
[ et g dewex applications affines et A B, el 1 guatre painis mrR coplanaires de

AN =AY B = BLRC)=¢

A, - Exemples d'applications affines

a-] Eﬁ'ﬁﬂlﬁﬁa estune applcation affine. Son endomorphisme aseacié est 'application identique d2 ¥ ou da W

o Une application affine est une transiation lorsque 530 endamorphisme associe est Fappiication identique de V ou gs
.

b) Homo'thetis : . : _
-;Tmne homathetie de rapport i est une appiicaticn affine. Son endomorphisme assoce est Fhomothélie vectorislle ga

i astl i i ] beur k..
rapport k, qui est l'endomonphisme qui 3 toul vecledr U , assoce le vec : -
» Ure application affine est uns homothete o8 rapgeart k lorsque son endomcrphisme associé est une homothite

vechonelle de rapport k.

c] Rotation : _ _ _ ;
-]Tnutﬂ rotation d'angle & est une application affing, &an endomerphisme associé est 12 rotation vectonelie dangle a,

[51=1el

i & {out vecteur T, associz e vectsur O° tel que : a8 .
qi est fendomorphisme qui a el T =it

d} De fagon générale, las projections, \as fsomdries les similitudes sont des applications affines.
B. Propriéléy
B. - Imags d'une droite, d'un plan, de 'espace par une application affing

Théoreme : . . _ _ .
T Limage dune droite par une application affine du plan P ou de I'espace E estsoi une c.lm%eﬁ soil un p-nlnl._ i
s Limage d'un plan par une appiization affine du plan F ou de I'espace E a5t sod un Fﬂan, smun@ draite, 5!14t A it
» L'image de l'espace par un2 applicafion affine de I'espace E est soif Tespace E, soit un plan, S0f ung Ciie, soitun

potnt,

b) Point Méthode - i Ty T el
s Ponr déterminer Dimage e droife {AB] par uné application affine [ o0 penit déterminer I*'-’-"-']T-'-"Ef-'hﬂ" V=3
MRl = B
" ZiA'= B, alars Pimage dr la droite (AB) par [ et Ie singiefon {47,
Si A ¢ B, alors Pimage de Ia droite (AR) par f et Lo droite (A ‘B :
« Pour déterminer U'image d’un plan (ABC) par une application affine f, or peut détermineres mmog il
R = B et JiC) = C°]
5i A" = B'=C’, alors I'image du plos (ABC) par f est Ie singleton {A'}. o pmsant pard’s
SEA" B of O pont alignés ef wor fors confondus, elors inmege du plon (ARC) par [est la droite prssand P
BrelC'.
SiAS B et CF soni mow alipnds; alors Pimage du plan (ABC) est le plan {4 BT, =l
 Pour déterminer Mimape &' on espace (ABCD) par une application affine [ de Uespace &, 88 P ot
imuges fTA)= A" {B) =B, fIC) = L7 et fi1) =D
SiA’=B' =C"= 10, alors l'image de l'espace par f est le singleton {A'). SRS
SiA’, B!, C el D sond alignés ef non tous confondns, alors I'image de I'espace par[estia drose PRl
R . i g H!'I".-‘l".
§iAs B, C* et D sont coplanaires ef non Ious alipnés, afors I'inrage de Iespace par [0 [ platt puarss
b anr D -gpi estTESSCe
Si A7, B, C" et IV sond now coplanaires, alors I'imuage de espace par f est Fespace {AZR'C/D L Sy

=A's

Jéierminer it

¥
P

e ———ee, PR 1700

L
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Chapiive I : Applivaron affines

B; - Ensembie des polnts Invarlants par une application affine

y o
héoreme 1= 2
E K pOHTES distincls A et B sont invariants par une application affine |, alors lous Jes paints de la dreite (A3) 500!

s Si
P L L ds A B oI C sont invar .
iipnis poinis NON SIS oot Invariants par une application affine |, alors fous les points du plan (ABC)

in-,.'af'iﬂl'l!i-.
&; guatre pa
S IIES -

nts non coplanaires de espace sontinvariants par une appicalion affine fde lespace, alars tous es
ce sont invanants par i

i g

o Dans fe plar- ; " ke
& o P _.ﬂ"_n.lﬂ ke s Laisse trois points non alignés invariants, alors elle loisse fous les painis gy plarr frvariars ;
I_.r_rlrf‘ﬂ*-pp_ﬁ.:r:r.'lf.l.lr idemtigne du plan.

o PensPepace-
e application affine laisse quatre poinis non coplanaires invariants, alors elle Luisse fous les poimis de I'espace
i-ﬂ'n'.r;-JTl'lf"" + "ext Papplication identigus e Pespace.

| Théoréme 2: o
o Dans e plan P, rensemble des points invariants par une apolication affine [ de P est: soil Fensembie vide, soitun

cpgieton, SOV UNE droite, solt le plan P,
» Oans [espace E, lensembla des paints invaniants par une sppileation afine f de E est : soit lensemble i

sngleton, epit une droite, soitle plan, soil I'azpace E.

g, SOl un

B, — Conservation de certaines configurations géometriques

Tause spplization affne f consane i parycentre dun systéme de pomis pendasds (Clest-a-dire 5i G est le barycenire
des poirts pondéres (A, ai), (P2, &) . . . (An , @n), B2FS f[{G) est ke barycentre de (A . ar), (A=) . 2z (flAa) . @)
rdigrement des points (Cesta-dire, 5 A B et G sont alignés, alors fiA). HE) <t f{C) sont aussi afigres)

o e milisu d'un seqment.

. TWW&W

C - Définitions

o (n appele ransfarmation du plan P [ou da [espace E}, toute appiication bijective de P vers P {ou de E vers E).

» Une ransformation affing est una application affine bijecive.

gu'une application affine soit bijective

—_—

C; = Condition pour

« Sait fune application afine de P dans P &t ¢ 501 endomorphisme assaciE. }

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

P} L'image de P par f est P. o

P2} ftransforme trois points non alignés en iols paints non alignes.

P3) g est bijectit. ) )

5 l'une des trais propristés est vérifide, alars il en est de méme paur les deux autres. fesl abors bijectve.
» Sit fune appication affine de E dans E &t § 500 endomorphisme associé

Les propriglés suivantes sont équivalentes -

Pi} Limage de E par f est E. _ :
Pa) firanstorme guatre paints nen coplanaires en quare paints Non Goplanaires.

Pa) 9 et jpciif, .
5i l'ne des trois propridtés est vérifiée, alors i| en et de mime paur e deux mutras. fest alors bijective,

¢, — Propriétés d'une transformatlon affine

Duilra fes propeidtés de lapplcalion afine cites ci-dessus, ta ransformation affine |

ﬁ
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Chapitre 16 @ Appilcuiivas affnexs

» transforme une droite en une drolte, un plan en un plan et fespace en [espace
® ponserve le paraliéfisme.

Ci - Composaes et réciprogues d'applications affines

» Soit f una transformation affing et g son endomofphisme associe. . ;
La réciproque de | est une transformation affine d'endemorphisme assoce fa réciproque g1 de g

» Soil f et g deux applications affines d'endomarphismes associés respectis ¢ ety.
log est une application affine d'endomorphisme 3ssacié goy

D. Affinités du plan

Soit (D) et (A) deux droites sécantes du plan et k un nombre réel , _ .
Une affinitd de base (D], de direction celle de (4) 2t de rappon k est l'application fde P vers P qui a foul peint M du
plan, associe le point M tel que HW' = kHM , ol H désigne e projeté de M sur (D), paralidlement & (4)
Lorsgue (D) et (A] sont perpendicuiaires, on dil gue { esl Iaffirité orthogonale daxe (D) et da rapport k
Remarngues :
e 5i k=0, alors Paffinité [ est une profection sur (1) paralléfement d (4),
Si k = -1, alors Uaffieité [ ext nne symétrie d 'axe (D) perofféiement i [
Si k= I, alors 'gffinité f est application identige.
o Towte affinitd du plan est wne appiication affiae du plam.
5i son rapport k est un réel non noul, alors cetie affinire e

{ gne trangformation affine of S& FéCIprOgUe £ ung

1
wffinfeé de minre base, de méme direction et de rappor e

® Soif f une affinité d¢ base (D) et de direction celle de la droite (4).
{D) ext I'ensemBle des points invariants par J.
rd) et plobalement invericnte par { ef pour toul poins Af du plan n'appartenant pas i (D), et M" son image par f, les

draites (MM} et {A) somi paraliiles.

— e ——— Page 372 J‘ '
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EXERCICES POUR COMPRENDRE LE Cous

1-D : y ;
dterminer I'expression analytique d'une application

ge 1
Le plan ast muni d'un repére (O T | .}-] .
festun® application affine de P dans P définie par la donnde de A2 . -3), son image A'(-1 , 4) par { el la malrice

7 =3 _
-Ir=1l ' 4 ] de son endomorphisme associé ¢ dans a bass (1. ).

——.

Déterminer |es coordonnees (x', y') de M’ image de Mix , y) parf, en fonction de x et y.
st M , ) un point du plan, WY(Y', y') son image par . | I
ana TIATIM) =p[AM) , cest-a-dire AN =(AM).

g b w1 ;- _ . -1
Eﬂwémmﬂﬂél[ : ]=[ 3][‘ 2]-‘5'&51-3-:!% w1 _ Ax—2)=Hy+73) .
i w4 1= 2(x = 2) - Ay +3) X' = 2x— 3y =14
On obtient alors le syst ; P ; |
AR L’"‘='!1—2}'+4w+33 e y'=—u+dy +18

Exercice 2

Le plan P est muni d'un repéra (O] 7. 7). restune appication ailing de P vers P.

0 donne A(1 . 2), B(2 . 4).C{1 ,-3), A1, 0 = fif gy3 1) = 18) et 11, -3) =HC).
Détarminer Itea Q{;ICH{TEJHHE:IEE da M' = [[M). ol M estun paint quekonge i P de coordonnées (x , y) dans e repere

07,70
repéra du plan I _

Vérifions que les points A BelC forment un 0

ey
: et AG 0 .dmcdat{hﬁ,n{ljsh _r=a-5==n_
p -5
On en déduit que les vecteurs AB et AC
Donc (A, B , G) est un repérs affine.

Soit g I'endomarphisme associe 3 i
Ona o{AB)=TANIBI=AB et (AC1= (AJfiC}=A"C" |
Or AB'=414] el Aiei=2i 3] . Onoblient alors e systéme:

En effet, on & .b._Et[

gont non colindaires, cast-4-dire que le5 points A, B et G sant non afignés.

¢ Déterminens 1a malrice de g dans la base TNE

=
| i

H Ti=dl+ 1 - Ms 17 o
llﬁ”*“mﬂ' + 1 poms -.p{i:|=£;~i —~;—i o olll=—21+g

Idl\lf”:ji*_l' quiéquiuauta = 97 _3]
W-57)=21-3] ~5pli)=
M _2
o 55
La matrice de ¢ dans la base (1. 1) gstdont | "y 3
|75 §

' . tiondexety:
Déterminons les coordonnees (%, y') de M' en fonc

S0 Mpx,, y) et M, ') des points 8V plan.
- — page 373 M
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M) = M' si gt saulement si A°M = p{AM)

=gy
l:w-ﬂ-i:hre [I = “T1]' Il en résulle que 3
L ¥ y = —-E'I +-§fﬂ' =
Exercice 3 _ : :
Dans Fespace E, muni d'un repére (O i, 7.k, festFappication afline qui transforme A1, 0, -2), en
2 =1 4 =
AT, 3, 1| eldonta malice esl ¢ =(-3 { -3/ denslabase {1, ], k) etson endomorphisme sssocid ¢,

{ -2 -2
Délerminer las coordonnées (¢, y', 2) de M, image par f de M de coordanndes (X, v, Z), enfnm:tn::nde: yelz

Sait M{x, y, Z) et M{x", y', 2 deux paints de Fespace.

fiM) =M signifia TTAJTM) =o(AN) .
%44 2 -1 4] (%=1

Cesta-dre AM=y(AM), qui quivaut |y'-3| = [-3 w1 3| | y | puisd
z1] |1 2 -2) |z+2

€44 Ae=N=y+Hz+2) X =X —y+ 4242

=3 |=| =B x=1]+y=Hz+2)| etenfind ¢ y'=—3x+y— 32

z'~1 —t=2y—Uz+ 2 2=y -2y-22—4
' x'=2x—y+dz42

y'=—3x+y—3z

D'od MMransforme M{x, y, 2) en M, ', Z), ol
r=1=-2y-21—4

Exercice 4
L'espace E est muni d'un repére (0, 1,7,k
|'applizaion sffine f do E vers E, ransforma les points 0. B{1, 0, 0). C{0, 1, 0) E| 0i0.0, f)en 02, -1,-1),

BY{1,-3,1).CY2,1,4)e10(1,1, 1) respectivernent
Délerminer les coordonndes de M{x', ', 2'), imace par [de M(x, v, z), en foncion de x, y et 7

On remarque que le2& points O, B, C &t D sont non eaplanairas, done ils définssant un repdre oo lespace.
Soit g lendamorphisme associé 1, ona - ¢0B)=0F', 0C)=0C" et (00)=0T".
Cestadie: ol)=—T-2]+2k, wl=-4T+2]+5k o ofj=-7+2]+2%.

o =
La matnce de @ dans i3 base (i | | k) estdone \—2 2 2.

2 & 2
Or TO)Mj=w(OM) équivauts O =p(OM),
%'- -1 4 [ ==y gy —2 42
Cequise raduitpar: |y'+1/=\-2 2 2|\v|. Onobfient {y'=-2x+42y+22-1.
zZel) 125 2]z 2's x4 By 4+ 221

e, PADR 174 #ﬂi

Scanned by CamScanner



 Chapitre 16z \p

whivnarfoanes v fivnes

2= Reconnaitre une application affine définie par son expression analytique

puessloe 3

e Fapplication du plan P vers lul-mdme, quid loul poinl Mix . v}, nssaci e point M(x, y) oi

4 > 0

| =352 "2 ,Le plan P etamt muni d'un repdre (O 1, |1,
) = -'1?': + Elﬁl o

f::;lm-':rﬂr que festune apgplication affine du plan,

g = by-+E

fest une applicalicn affine, car son expression analytique est sous In forme : ,oia b boca bet

' =a"t4-by o’
¢ sant CES nombres réels.
E " 1
Morirer que lapplication T da Vespace E vars lui-méme qui & fout point Mix, y . 2) , associa I point
W=3n=-2y—2

sy . Z)telque: {y'=x%—3y+2z+1 danslerapdre (0:T,7,K) estune appication alline, préciser son
z' =24y -T2
gndomorphisme associe.

Botation 6 55520 RS S0 ) =GR IR St 5751 S U T

'= g -k 0y 4o+ d
o | estune application affine, car son expression analyfique est souslaforme : { ' = a't+b'y+c'zed .
r'=a"sx+b"y+4c"z+d"

« SoitM[x,y .z} et M(x',y, Z) deux points de l'espace tels que M' = f{M).
Notons {0} =0, ana C7(0, 1, -1). s I, .
Sail ¢ fendomarphisme assacié & 1, 1(0)1(M) = w(OM] . Cest-a-dire O'M'= p(OM) .

Sx=2y—2z] (3 —2 -1\«
or O'M' 2 pour coordonnées |x=3y+2z(=|1 =3 2 ¥ {1

ox+y-3z) (2 1 =3)\z)

3 -2 =i

ots sait  fendomrphisme dant la mairice dans I base (T, k) est ; x 3 23

D'apeés (1) on @ O'M° = W(OM) . D'olip =y. L 5

D'l lendomonphisme associé 4 f a pour matrice dans [a base (11K ; _13 E:i ;

Exerica T i
P désigna le plan complexe muni d'un repére (01U, ). On donre
f:P—P

i g 4 =
M, — M 00 Z —.—E[U—I};_+[1+I]I]

Montrer que f est une appiication affing.

Déterminans 'expression analytiquo da f

S PO AT —————
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P Clrpitee 16 2 Appelicutioes affimex

Satz=x+iyets =x +iy, ol k, y, x'ely sont des nombres réels.
I 1 i = 5 i -"-E . 3 1-i- ;:—I }}=E+T_
z =§“"_']1+l1 +ijz) signifie alors x'4-ly'= 2[{1 (i) -+ (10 =Ty

Dedx=x+yely =0

K=X+y

!fll

- . ) de P
/ol st Faplication de P vers P, qui 4 fout point Mix .y} de P associ 8 polet (s ) de P ol |

¥=ax-+-y+C

. ; ' ,ola,bbeg b
{ st une application affine, car son expression analyligue est sous 12 g L"—_- a'%+b'y+c' 9. 0et

¢’ sont des nombeas réels.
Exergice 8 — >
P dasigne ke pian complexe muni dun repére orthonormé (01, ]).

Soil  F:P-{0}—P~{0}

{ une fonclion.
My =M ol 2'==
1) Quellz esi ensemble de définition de F 7
7) Définic analytiguement F. Est-ce une applicafion afiine ?
Quais sont les poinls invarnanis par F 7
3) Montrer que F est une involusion.
4] Cuelie st limage par F du cercie (C) de diamétre [OA], avec A1, 1) 7 )
5) Mantrer que M a pour image M par F, i et seulement si OM=OM' = 1 gt O, M, M' sont alignes,

1) Soit M un posnt du plan d'affize z.

FIM) existe & el saulement si 7=0, C'ast-a.dira 2 # 0. D'oll l'ensemble de définition de F est P — {0}
2| » Sait Mix , y) & M, y'} deux pints du plan.

FiM} = M si el seulemant si 2'= !

2
, | s 2:: 2
Cestadie x4y s——=—ee ety L D i
i=iy w4yt 4y atay? o
R 3.

= F n'est pas une applcation affine car son expression analyfique n'esl pas sous la forme C=ax+by+E .ol
}r-?iql_i_bt,._'_u'
a, b, b, oo, b et ¢ sont das nombres réals,
& Sait M un point du plan d'affixe 2.

£ i) -
F(M) = M -=F, plUis i 22= g & |
(M) = M équivaut a z Z.pusd 22=1, enquite a |EI =1, &t enfin & lz| =1.Ca qui signifie que OM = 1.
D'oiz l'ensemble des poinds invariants par F est e cercle de cantre O
3) Soit M un point du plan o afixe non mlle 2 el
Notons My = F(M) d'aifixe ) et M’ = F{Mi) d'alixe 2

Ona z' at ] Doz =2 On it
== T S 1 ¥ i
i €n deduit que M’ = M. C'est-a-dire FoF (M) = M pour bout point M du plan.

On peul alors conclure que FoF =Ide. o, D'ol F et Involutive.

d) Le point A 2 pour affme a =1 +1, Lemi"E“ﬂﬂE‘lDﬁ-]ammaﬂim s 1+ 1.
=,

2
La distance OA est égale  [1-+] =2 (C) est donc le carcie de cenire 0 et da rayon 2

L EEEEEEEEEEEEEEE—— P.Hgn 378 ——
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Chapitre 16 - Applications affines —

i, soit M un point du plan 'affixe 2 et M' daffixe 2' son image par F. o 5 77 ) done 2~ o
- ==, PR
V2 ’ 3
ponc: M appartienta (C] « |z—._;|=_2_ w ol 8
' 2
1- |
o I
|2
5 1) 2=
= it | e W
v u’ 2 |ET
o [ofz-1-2p
wf 2
2|7 V2
o e =
7 |F~= 2|z'|

U N [ l=
- |'E al—].:| HG a

= AW =0M
4% M appartient & la médiatrice du segment [OA].
D'oll l'image de (C) par F est la mégialrice du segment [DA].
&) S0il M= FIM), avec M d'affixe Z° et M d'affixe 2.

MW=FM = z'=l & rz=i
z -

22]=1et agiz'z)=02].
|z'|xﬁ=l el argz -+angz = 02].

OM'.OM =1 &l a2’ —argz 2 0j2nL
O’ O =1 e argx’ = argz [21),

M OM = 1 et mes{1,0M')=mes{ i, OM)[2x]
M .OM = 1 et M appartient & la demi-drolte [OM] privée du paint O.
Ori en déduilt que, F(M) = M si el seubzmant si OM.OM =18t 0, M &t M’ sont alignés,

3 — Montrer qu'une application affine est bijective

trd 4 ¢ ¢

St F: p_p

o=t =2y+1 une appfication affine du plan F, muni d'un repére R = {Q, 1, J).

Srgeilic {w'=4x+5y—2 .=

1) Définir Fimage R' de R par . f est-ele une bijeckon 7

rmingr I'ensembla des points invariants par .
I Exprimer danc le repére R' les eoordonnées du poinl M de coordonnées (x, ¥} dans b rapére R

1) La point Mx , y) a pour image e paint M) de coordonnées (3¢—2y + 1, &x+ 5y =2). |

1200, 0), K1, 0} et 40 , 1)
=), | i : 1,3}
$0' = f(0), ' = () et J' = i), on aura OY1 ,-2), I14, Z) @1 | _ B
Done l'imane d 3 'y ast be Triplet ' = (O, T, J') avec D'|:1.-EJ.I1ﬂ.EEH‘jJE1r.3l.
. fﬂmﬂ:ﬁfﬂf‘ﬂmg :ﬂ fﬂ'.J'E.,J'? pst un ropére affine, ¢'est-a-dire Q" I" at J' sont non alignds.

"'-..._______'. R R A |

'Y
~ U
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Elrapidee T : Applivations af s =
EEEE——

— [ =2 e e | g
Conme ona: Q1 | e L MO, 00

l-l. lsltqdnlﬂ ) L 5
Dol { fransforma le repdre R en un repéne B D'ed | 021 bijedlive.,
2) S0t Mix . ¥) un point du plan.

M) = WA dquivant a | = o0 2+
y = 4 -+ Gy

\ 3 0, alors o5 poinls O, 1ol J° soid non all

. On abautk alors apeds résolulion du syshme & & = Col y

i
Do f laisse un seul point invanant, qui ost ke point ﬁlﬂ ﬂi] -
3) Soll Mix | y) dans be replee R el M{a , b) dans le repére R,
Ona ONM=+0l+yD) ot O'M=a0T+r0'"
Or d'aprés la relation de Chasles O'M=0"0+0M. Dont 807 +b3]'=— Ol+200-+x01+y0J.
Ce qui signifie &(3014407)+bl— 201+ 500) =(x - 181+ {y + 2)0.
Soit (32— 26700+ (4a -+ S6)0)=(x — )01+ (y + 2901
Ja-dh=3x=1 "
Ce qui aboult Su sysls meant . ol 13 rhsokfion donne pour soUlions |
EqQuid au sysleme suiva l-ﬂ-ﬂ+5h=]‘+?
2ol e PP i
s 23

X+ 2y —1 —4x+ 3410

21 ) =1

Dol 12 point M & pour coordonnées [ dans le repére /.

Exercice 10 -

Soit A, B el C trois points non ahgnés du ptan P et M un pomt queiconque de P 1al que IMA + ZME —WIC =0
Cn considére Fapplication affine { de P vers P tells que . f{A) =8, {B} = Cati[C) = A

1) Mantrer que T est bijective, " \

2) Construire les points M, W = f{M) et M"= [of{A1),

Solution 10
1) Onafih) =B, f{B)=CatfiC)=A
Donc fes! une application afine qui transforme trois ponts non aignés A, B el C en brois points nan alignés B, Gl
D'od f est bijective.
2} ¢ Soit M le point du plan tel gque 3MA+2VEB —NMC =0,
M esi le barycentre du systeme (A, 3). (B . 2), (G, -1]}
Dol M = fiM) estle barycentre du systéme {(I(A) , 3), (B) . 2), (KC) . -1)). B
On en déduit que B estle barycentre du systeme [[B, 30,08 . 2], (A, 10}
Molons | ke banycentre du systhme {(8 |, 3), (A, -1)), alors W est e miliew de [1C].
s M~ = fofiM) = fik\') e51 le barycentre du sysieme ({{(B) , 3), (T(C) , ), (), 1]}
Cest-3-dire M ast [2 baryoanive du sysiema {C, 3), (&, 2), (B, -1)).
Netors J le baryeentre cu systeme {{C . 2), (B , -1)}, abors M7 esl |e mikeu de [JA].
» Notons K le barycentne du systame (A 3], (C, -1}, alors I esl la milieu de [KA).

Exercice 11
L'espace E est mani d'un repére (O i, T : E} Sail Fapplication affing f de l'espace E vers he-miéme qui a hout pods

x'=30— 3y + 5241
Mix .y .z}, assoce e poinl M{x' v, ) tel que: |y'=2x—2y 45241,

=y Bz +1

1) 1 est-elle bijecive 7
Z) Determiner lensemble des points invadants par,

3| Montrer que MM & une drection fixe, pour M non invariant,

e Page 378
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qsat]. . K s poins els que Oi=1, Ol=7 et OK=F, (0.1, K eetun repire atfne
noins € =H0). T =Hl), J=HJ) et K= 1K),
fest ijective &1 et seulement si les points O°,I', J' et K' sant non coplanaires,

rana: 011,010 H8. 3,30 J62,1,-2), KIB L6, 7). Doncles vectewss O, O'J et DK onl
mg_PE.l'.‘il'l'El'l'lE'll pour cooedionnées (3,2, 2), [-3.-2,-3) et (5,5, 8)

g1, 4, K sontnon coplanaires sl et seulement sf les veclewrs OT, 0T & OK' son non coplanaires.

poide oo Ja-b+5%=0
il a, b el ¢ Irois nombres reels, a01'+b0')'+cO'K'=0 éoquivalentd 2a—2b4 5 =0,
2a—+6c=0

L2 résohufion de ce systeme donne a = b= o = 0. D'ol les vecteurs QT , 0 et O'K' sont nen coplanaires.
Les points O, I', J' et K sont done nen coplanaires. [ es| par conséquent bgective.
2) Sat Mx ¥ ,Z) un paint de 'espace,
%= 3x =3y -+ 52 +1
fiM}=M & {y=Zx-y45241 & -Jy#Ezr+1=0
E=2X—3y+62+1

Dol Tensemble des points invariants par f est le plan d'équation 2x-3y+52+1=10.
3} Seit M{x, y, Z} un point de Fespace.
2=Iy+5z2+1

Ona: M| 2c=3y+ 52 +1| =(Dx—3y + 52+ (T + ] +¥).
=3y 45241

Levectsur MM® est colinéaire au vecteur 1 4 ] + & qui =stindépendant de M. D'od MM’ & une direction fixe.
B. Etude de quelquey apphmﬁwaﬁ%}rw&pﬂr'ﬂwdmﬂy dov plawy
1 - Les projections

r oy . .
Pdésigne le plan compiexs muni dun repers {01, ¥). fest l'application dit P vers P qui @ tout paint M dafline 2

associe be point M’ dafixe 2'= %[[1 -z +{1+ 1]

s sants par |

Z) Déterminer 'ensemble (D) des paints mva : - |
. p n fire \

Monirer que pour fout point M de P, scn image M appartient & (D) ¢1 MM' aune direcfion

Reconnaitre alors 1.

M

1) Sait M un point du plan d'afflixe z, posons fiM) = My o affiee 21 £l Mg = T[] dalfiue 7z
. T z,]. B &'en suit gue f
Ona z, =%Ii‘|‘i]z-.-[1+|jlz] et z=lit=Da+{i+l

o= %[{1 —iJ%H‘I— fz+ {11zl +(1 +|':|%[ii-ri1_a-i-ﬂ-i:-1]|
=%E[1-?F +il+ |]|:1-r,|;z-+%[1 +it + {1+ =iz

=%[_ﬁ+2]lz +-1{!-+2]E

- Fage IT9 ———— e —— )
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Chapitre 16 : Applications affines

Do, 2, =%i[1_q;+[1 i) =2

Puisque 22 = 21, alors fiMs) = M1 , c'est-3-dire fof[M) = (ML
Comme pour fout point M du plan on a ffM) = {M), alors fof =1
2] Déterminons I'expression analytique de f:
i L fx'=x+
Draprés lesercice 7. Fest 'application de P vers P, qui 3 tout M[x, y) d2 P associe Mi{x' y)de Pody TS

= Soit M{x . y) un poind du plan P
- bkl . | E=RTY . -
f(M) = M si et zeulemant =i, LCestadiey =0

D'nil Mensemble des points invariants par T est la droite d"égquaton y = 0.

o Solt Mix, y) un point du plan, et ' = M) .

M’ a pour eoardonnées (x + v, 0). D'cl W' appariient 3 la droite (D) d'équation y=0.

® Levecteur MM' a pour coordonnéas ¥ .<¥).

Dol MW =y —yW = y(i—7) . Ainsi, MW" est colindaire 3 1— 7 qui ne dépend pas de M
Dol le vecteur MM 3 une direction fixe,

& Soit M un paint du plan,

f{M}) apparfient & (D) et o vecteur M) est eolindaine au vecteur five -V,

D'ol f est une projection d"aze (D) et de direction, celle du veclewr T-V .

2 - Les translations et les homothéties
Exercice 13

Sait { dee P vers P une application affire du plan ; on considéare freis poinis mon slignés A B, Cielz que 1A} =8,
fiB)=C, fiCi=A

a) Trouver l'image du centre de gravil® u tdangle ABC.

b) Dennar la nature exacta da = lofof.

Solution 13

a) Scit G le centre de gravitd du tnangle ABC, G estle barycentre du systéms {(A , 1), (B, 1), (T, 1)L
D'oli f{G) est ke barycentre du systéme {[I(A), 1), (FB) , 1), [RC) , 1)

C'est-a-dire f{G) est le barycenire du systéme (B, 1), (C, 1), (A, 1)}, quiest G. D'oli {{G) = G.

b) On afofof{A) = fofB) = f(C) = A, fofof{B) = fof{C) = fiA) = B et iofol{C) = fal(A) = {B) = C.

fofof laisse Ingis points non alignés invariants, d'od fofof laisse tous es points du plan invariants.

Et finalemant, lofof est I'applicaton identique du plan.

Exercice 14 > =
Soit & et B deux points distincts du plan P, (3, b) 25t un couple de réels, 3
1) A quelle condifian sur {3, b), peul-on associer 4 tout point M da P un pointAW tel que - ahl'A +bh'B + MM =0
2] Cetla condiion étant réalisée, on envisage d'éhudier Fapplication f de P dans P, qui & tout paint M associe & poind i
Trouver les points invanants par [

N Suiventque g +b=00ua+b #0, délerminer la nature de .

Solution 14 : e
1) Si M’ existe alors M’ est le barycentre des points pondérés (A , a), (B, b) et (M, 2), qui n'existe que 5 gl sELIBMETES
a+h+2£0,

2) Soit M wn poind du plan.

M estinvariant si et seutement s (M) = M. Clest-3-dire abA +bMB= 10, qui équivaut  (a + bIMA+ bAB=0 (1

Sia+ b =0, alors cetle égalisé devien! bAB=0 . Ainsi,
sib =0, donca = 0, alors cette égalité est vériliée powr tout poin M.

B I -1 L — =
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Chapitre 16 : Apnlications i1ffines

"~ amible des points M invanants par [ est slors je
L“'fieﬁ 0, A= B (ce qui contredil I'Enance). Alors

3 : ches IR

- th Af=—2 . G

ga+b# 0 régalité (1) équivaut a AM arp 3. Hen résute alors quil existe un unigue point invariant, g estle
du systeme (A, a), (8, bj).

sia +b=0,ahrs M A-+bMB+2WM=0 équivaut 3 aWA — a4 2000 =7

Plen P, fesl alors Lapplieation identique du plan P,
i n'y & aucun poird invariant par |,

L] il
. ¥

1 1 a_r
fasl alors k8 translafion de vecteur U= E'H'E'

5ia ¢+ b#0, notons G le barycentre de (A, a) el (B, b). On aura alors :

(a-+b-+ WG+ 26N=10, vestadire GW'= GM (car a+b+2£0)

a+b+2

ca qui parmet de conclure que, f est Thomathétie de cantre G et de rapport

a+b+2’

3 = Les symétries centrales

Exercice 15
seil [ Fapplicaon affine du plan, tells que fof soil Fapplcation idenfite du plan.
5] fest-zlle bijeclive 7

b Démonines que fa au moins un point nvanant

¢ Déerminer k3 nature précise de f i elle a un point invasiant unigque.

T R e e T L T Y

a) Soit Ms et Ma deux paints du plan. 3 T

)= fﬂ;'h]' implique fof(Ms) = fofiMs). Clest-a-dine My = M (car fof = ide). Dol [ estinjective.

D plus, soit M un point quelcongue du plan, ona: : —

mlﬂ: =M, clestd.ire f?!'[r.lb] = M. M admet donc {M) comme: antécédent par [. Dol fest surjacive.

B par consdguent, f est bijgctive.

B Scit M un point du plan et M = M) M1

Neks I 1. c'ast-a-dire | st e barycentre du systéme {{M , 1), (M, 1]},

Nors ) e eyt syséme (1) . 1. (04 T, kg ) R IR 1 RN 12
o () est Ie barycentre du systéme (M}, 1). (M. 1)} fear fol(M) = M). ?;I$am

Dorc 1) = |. D'c) | est invariant par {. Finalsment, f laisse au mains LA pa !

£} Supposans que { laksse un saul peint £ invariant. " i
Sail hﬁlpl,:l p&ﬂFﬂ“ F||Er1 et M = (M), d'aorks la mﬂﬂll’.‘ﬂ b}, le miligu de M‘:M}] est invarant par I

0 étant e seul point imvariant par 1, 02 est le milisu 2 pMiM]]. D'l F est |a symétre centrale de centre 0.

| 4 — Les symétries axiales
|
Exgreice 1

— ; = = Nci=0G.
ABC et un wiangle o1 Tapphication afine deinie par : fiA) = B, fiB) = AetfC)
) Démontrer que fof = Ide. .
3 Démantrer que te miieu | de [AB] estinvariant parf. tpar f
§oénanierque f arofe () et invariane AP LT 0
Démantras ; balement invananie P - '
5 E:mmﬁri ﬁfﬂ?ﬂiﬂfﬁ ﬁEQPIaT'lI:?ar §. (On distinguera irois . M appartient & (IC), M appartient & {AB) et M
apartient gas & (IC) U [AB) ).

1), B ot sont e peints non alignés et cn 2 oflA) = B) = A, fof(B) = i) = B etiollC} = ey =C.

. Page 581 F
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{.'firl!ﬂ'lﬂ' 1 : Applivationg affies
Dol pour tout point M du plan, on a fof(M) = M. Par canséquent, fof = ldn.
2) Soit |, milieu de [AB], 1{1) est le milieu da [I{AJI(B)]. Or HA) = BelfiB)= A
i) est donc le milleu da [AB] qui est L Clest-a-dre (1) = 1. Donc | st invanart par [
3} Soit M un point de la droite (Cl).
il existe deux réels a et b 1els que M = bar{[C . a), (I, B)} Et done I{M) = bar(((C) , &), (1) , bl
C'ast-a-dra fiM) = bar{iC , 3}, (1, b}} _ ;
Fuisque M = bar{{C , a), {1, b}, akrs fiM) =M. D'oi 1a droite (CI) esl invanania painl par pon.
Remarque ;
Puirgue € et { sout invariants par f, of f une application affine,
gue la droite (CI) et invarignie point par point.
4) Soit M un paint de la droite (AB), il existe deux réels ¢ et d lels que
M = bar{{A . ¢}, (B , d}.
On & alors fiM) = bar[(fA) . ©), (B} . d)} = bar{(B . €). 1A  d]}.
D'ol fM) appartient & la droile (AB).
Par conséquent, la droite (AB) est glebalement invarianie par f.
5} Si M appartient & la draite (IC), alors i(M) =M
e Si M appartient & & droite (AB), alors f{M) appartient a (AS).
Si M =bar{{A, c), (B, d)}, alors M = fiM) = bar{[B, ], (A, di}.
Soit (1 ' milieu de MM, on a : Q= bar{{M, ¢ +d), (M, ¢+ d)} = barf(A , c), (B, d], (A . d). (B c]}
=barf{A, ¢ +d). (B, ¢ +d}
=1,
['oés M' appartiant 4 fa droite (AB) et M et M’ sont syméinques par rappaorta l.
« Si M nappartient pas a (IC)w (AB) , Il existe fros réels a, b et ¢ tels que
M = bar{A , a), (B,b),(C.c)}. avecasb+c#l. Onaalors M'=fiM) = bar{(8, 3),{A, b}, IC, clh
Motons £ ke milieu da [MM], alors
Q=barfM, a+b+c) (M, a+b+cj}= bar{(f, a + b}, (B.a+b)(C, 2} = bar{(l , 2a + 2b), (C . 2]
D'ob O appartiant a {IC).
De plus, aMA+bMB-+cMC=0 et bAFA $aMB+cMT=0 .
Dol aMA -+ bWB 4 cMC=0 et aN'A-+bM'B+cM'C-+aAB+LBA =0,

En Esicant la différence membre a memare das deux dernléres égalies, on obtient (a+ |::+.;*,|"qu'3"= (8 —b]ﬁ ,Denc

are pouvail copelire

=2 :’ T6 . On en déduit que les droites (MM') et (AB) sont paraliéles. En résumé :
a+h+cC
Si M appartient a (IC), alors M = W',
Si M appartiant 4 [a droite (AB), alors M et M’ sant symétriques par rapport a | mibeu de [AB].
Si M n'appartient pas a (IC) U (AB) , alors f2 milieu de [MM] appartient 4 (IC) et la drote (MM pst paralléle 21 droe

(AB). M &t M’ donc sont symetnques par rapport a (IC) el paraliziement a {AB).
I.'application fest la symidirie par rapport a {IC) &t parallélement d (AB).

Exercice 17 > I
Le plan est muni d'un repére orthonarme {0:7, 7). Sait f rapplication de P dans lul-méme, gui a toul pant Mix. 1)

l_l A
X —13{51 12y + 24)

associe ke point M{x, y) ol : :
F'=E1—12.~:-~5!|' + 36}

1) Démontrer que fof = id. -
2) Démentrer que l'ensemble des points invarianis par f est une droile (D) que f'on précisera.

3) Soit M un point du plan el M =1(M). .
a) Démanirer que ¥ miliel de [M'] appartient 4 (D)
b) Démanirer que le vecieur MM a une direction fixe, orthogonale & celle de (D),
¢l En dédulre la nature et les gléments caracténistiques de .

— ——— P20 382
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Xy = (5 — 12y +28)

e A, ¥] U0 paint du plan, Malx , y) = M) et Mx',y) = faf[M]) = {{M:). On a 13 .
i =1—131—I2:—5~,r+ 3)
1 : 1 1 1
.- ﬁ[ﬁ-ﬂ;—ﬂy, t 2 = ﬁlﬁxﬁ{fm— 12y + 24,]_13:‘%[_121_‘5'_'_35}_'_24 ]=:
DNt

1 1 1 1 :
1 i Sy | —_ +-3'E o —1 m— — - e | =3 =
y'= 13[ 24y~ 5y -+ 36) 13’ 2“13151 12y + M}-5x 13‘ 12x -5y + 36) + 36 |=y
o pour tout point Mdu plan, on M = W, Clest-3-dire fof|M] = M. Par conséquent, fof = Id=,
f‘Jscith , ¥} un point du plan.

x= %{51-121; +24)
(M) = M équivautd . Cest-a-dire [
= 75{=12c- 5y +36)

—Br—12y+24=0
12% +18y —36=0

g5 deux Squations étant Equivalentes & 2x « Iy -8 = 0, le sysiéme se réduit 3 2x+ Jy—B=0,
0o l'ersemble des points invanants par fest la droite () d'éguation : 2x + 3y -6 =0.

3 iax—12y+24)

3] Sail Mx, ¥j un point du plan, et M' sonimage par f. M' a pour coordonnees 1

(—12x— 5y + 36)

13
i
";“ %{h—syﬂi}
ajLe milieu 0 de [MA] & pour coordonness |, soil ; i
”T" = (<6n+-4y +78)

3 b :
On a alors E:nﬂ-ﬂm—E:%(E:-—Eﬁ12]+1—3|{-E:+43-+1EI}-—E-=EI O’ 1) appeartiant & {0,

A ax—t2y+24)
b Le vecteur MM a pour coosdonnées , ol sont aussi les coordonndas du vecteur
1 q2x—18y +36)
13
Lty By +120(27 + 7). Drolile vecteur MW" est coingaire au vacteur fiee Zi + 3] -
]

Or un vectsur directaur de (D) est 31 — 2] et (31 —2])(21+3])=3x2-2x3=0.
Cesta-dire les vecteurs 27 +3] €1 31 - 2] sont othogonaux.

Nors on peul conciure que le vecteur MM 3 una direction fize, orthogonale a cefle de [0}

¢} Soit M un paint du plan el M’ son image par f i .
Oha maniré que & milkeu de [MMI ap.paﬂignl; a(b)elia droite (M) B51 perpendiculaing a{0).

ot Fest 13 réNexion d'axe tD).

5- Les symétries glissées
Exgicice 18 >

50 BIB" un iangis ieoche en B On désigne par A, A 61 C les milieux respectifs des segments (BB, [B'8"] et [B87],
A le symétique de A par rapport A A

Un canidiére une application affine f du plan dans lui-méme, lefiz que . T{A} = A'et N3} =B,

U2} Oéterminer 187

| Cuelle e fa nature du quadrilatére AB'A'C ?

-
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= Clrerpitee 16 : ;I:Jﬁfﬂrﬂ'furr.r affines

2 Démontrer que fof est une translation si et seulement si, fIAY) = A"
3) Dans cetie question, on suppose que : f{A7) = A". On désigne par

a) Déterminer w(AA) et (B'C).
b) Déterminar una symétrie orthogonale 5 el une translafion 1 telles que - 7 =

rl|:| [endomorphisme as550cié & f

jos = 5oL

Solution 18
1)) On & BA=AB" , d'od FBI(A)=T[AND) . Cest-d-dire B'A'=A (8.
D'oil fiB] est le symétrique de B° par rapparta A, qui esl B". Do &) = B
b) AB'A'C est un losange.

2) Supposons que fof est une translation
Pasans X = f{A’). On a alors f{A") = fof(A} = ¥ et fof(B) = f(B) = B".

—

Puisque par hypothése fof est une translation, alors on @ BB =AX .
Ot BE =AA" alors AR°=AX . Clest-a-dire X = A", st donc flA") =A".

D'od, si fof est une franslation, alors f{A" ) = A"
Réciproguemant, SUPpOSONS fiA'] = A", et déterminons flA") :

e —

Ona AA*=RA, d'cll TAJHAT=TAJIA] Onobbent alors ATHA")= ATA",
D'oll f{A") est le syméirique de A’ par rappori @ A”. Ca qui conduit a ;
foflA) = fiAY) = A", fof(B) = flB)=B" et fof{A") = TA").
Or AR = @:A'I{A"_}' Dol fof est la translation de vecteur AA"
Finalement. fof est ung translafion i et seulement si, f{A) = A7,
3a) - QAR =TIAJIA)=A'A"=BA" .
e ¢(BC)=y(BB+EC)
—— {BB) 4+ {BC), tar  est linéaire
=—f{BH(B}+ I.F[H'} ,car BC =AA'.
— R+ AN
—B"B'+CB"
=CB'
Dol (AR =AA" ¢(B'C)=CB'".
b) Puisque f{AV ) = A", alors d'apres a question 2), fof est la transiafan de vecteur A",
Supposons f = tas = sol, ol t est la translation de vecteur T et s une réflexion.
plors, ona fef=(t os)alset)=1o (sesjot=tal=1y;.

Or fef =tﬁ ,alors EE:EI‘. C'esl-a-dirg E=%AT=H',

Ainsi, g f = tos = sot, glors est la transkation de vecteur AL,

Si t et la translation de vecteur AR, alors étudions t=1of.

1 of(A) =tz (A=A, i) =t (B")=C e 17 of(A) =tz (A")=A".

Or I'application affine qui transforme B en C et quilaissa £ et A invariants est la réflexion daxe (AA)-
Posone § = Spar 8t =1z,

Viérifions que f=1os =s0t:

sol{A) = s{A"} = A'= HA), sol(B) = s(C) =B'=fiB) etsol{A) =s(A)=A"= HAY

tas(A) = [(A) = A, fos{) = H(A) = A" et tos(B) = {8:) = B

Corome les points A, A' et B:sont non alignes el ont s mémes images par , sot el o3, lors = 1= 1os.

D'oll 5 est la réflexion d'axe (AA).

-
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Chapitre 15 Applicatiag, i s

m

|2 plan P et O st un point tel que C sait s
ﬁtun':nmgla aans P que L sait e miliey d

cntrer il existe un paint G de 1a droite (BC) invariant par t, et sxnriner 75 _ g
H Eﬁﬂéﬂwe lensemble des poirils invariants par 1. FAprImer GB en fanction do G
1.: [émonirer QUB f est une affinité dont on précisera les éléments caraetiristiques,

|

2oy Sok Mun pontda (BC) tl que M) =W

puisque M apparient & (BC), alors il existe un réal 2 tel que BNM=aBC (1),
Qo flﬁ}ﬂhﬂ.—-aﬂlﬁﬁﬂﬂ} , Cest-b-dire DM=alB . | &n résulte que @=[1 -Ejiﬁ.—_}“ it B

pes galités (1) et (2), on déduit que - BM=aBC=2(1-2)8C, avecB # C Alorsa = 2/1 - 2], Dol a = 2

. o
On en décult abors que, ke poind G led que EG:EB{: &t un paint invariant par f,

« Exptimons GB en fonction de GC:
ona ﬁ:%ﬁ donc GB=—2¢.
2 Puisgue TiA) = A, fIG) = G et f n'est pas 'application identique (car f(B) = D # B), dors I'ensemble des ponts
invariants par f est ka droite (AG).

3) Soit M un point du plan et BT son image par |1,
Wontrons que la droite (MM°) est paraliéle a la droite (BC)

D peut Berire qu'l exists deux réets a et b fels que AM=aAB+bAC (3)

lorsona TATM)=aflAJT{E) + bIAIIC) , cesta-dre AM'=aAD+bAB (4)

Des égalités (3) et (4), il ressort que MM =aB0 +bCE—248C —~bBC =22 —bjEC .

Dioittes vecteurs W et BC sont coiindaires. Par conséguent, les droites (WA et (BC) sont paraliéies.
Mzintenant, soit N le point dintersection de (MM} et (AG).

F'-'FH.UE M apparfient & (AG), alors N est mvariant par f.
Fuisgue N appartent & (MM') alors (MN) est paraliéle & (BC)
U'al, il extste un réel o el que WM =cBIC . Et par suite, fI:ijl:H:l-—'ﬂ-fl:E]”.':j :
Cest-sdre NM'=oDB=—20BC=—2NM .

En tonclusion . (B0, ona::

61 M 20 poiat cu plan, W = M) et I le projeté ds M sur la droits {AG), paralélement (Onas

IMAK) parabible 2 (BC) et NH'=—2VH

El‘mfest"ﬂl’ﬁrmdenrappm-z, diaxe (AG) et de direction celle de (BC)

i i S

Bxerciee 2

: 1.7 il -3 I’ fion du plan dans lul-mame aul & foul
L plan et i repére orhanomé (01, ]} 308 u[-—-E- . E] et { Fapplicali

?"I“.aaan:jelemntmwelqua: oW = (@-OM)- T+{1-OM)- 0 -
Danner fexpression anahytique da L. En déduire que fest Ung appiﬁil% \o8
4] Détarminygr oeU painls A el B, distincts da O, bals que fa=Ad OB} =

mEnd?d"ﬁTE que f st une affinitd ohogonals dentan précigara e el & rapporl.
' Exiripne anatytiquerment | dans Je repere (O, A B).

e __Pmam——-n___—
/ |
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Clinpiree 16 1 Applivations affines

1) & Selt Mx, y) et M{x', y) deux points du plan,
i i-ﬁ=-ix+w ol T-DM=x. Dol OM" = (G-OM)- 1 b{T-OM) U se traduit par

; =38+ 2y
Y= '

PR TS
o festune application affine car son expression analylique est sous Ia forme L‘" e AR DY B

¢ . S x
:‘T+~,|"|=[—%1+ Ej!T+1[-%i+Eilx{—Jn+zﬂa +2%) . Closl-a-thra ‘ v

ouate s i
gt ¢ sont des nombres réels,
2) Sort Mix , y) un point du pian.
» H{M) =1 signifie (“‘ B _;: i . Ca systéme est bquivalent & Péquation Zx -y = 0.
'!II - —

D'ois l'ensemble des paints invariants est la drokie (D) d'équalion 2« -y = 0, dontun vecleur direclaur est ¥ de
coardonnées (1, 2).

On peut prendre tout paint de (D), autre que O, comme A

o DifMi=—40M signifie l_d:=_§:+zy.Eesj'ﬂﬁmesiémmal&mal'équaﬂjmﬂzpﬂ.
= "Is

L'ensembie des points M du plan tels que Uﬂl‘ul}:—-iﬁ est la droite (D) d'3quation x + 2y = (), donl un veciew

directeur est w Ge coordonnées (2, -1). On peut prendre foul point de (D), autre que O, comme B,
» Montrons que f est une affinité arthogonale :

Seit M{x , y) un point du plan 21 M’ son image par [, _
Le vecleur MM" a pour coordonnéss (-4x + 2y , 2x - y), qui sont aussi les coordonnées de {—21+yjw .,

Dol les vecteurs w et MM soat calinésires. La dredta (MM est done paralitle A la droite (D).
Soit H{xw , yw) un point du plan t2l que HIW'=~ &HM

—Ax 4Py —%
ona |

1
— A+ dxy *H _Eu +2y)
2=y '

~ 4y +4yy

: ;
Yy = Em + 4y)
Vérifions si H appartient & (D) :

Ona 2xy— Y4 =%|:}: +Eﬂ—%ih+4y]nﬂ.ﬂ"uh H apparfient bel &t bien a (D).

On constate alors que H est le projeté de M sur (D), parallélement & (DY, &1 puisque HA
d'axe (0}, de rapport -4, de dirgction cefle de (D),

Depls, ona ww=2%1+2%(-1)=0. D'l les vecteurs ¥ et w son orihogonausx.
Par conzéquent, lea droites (D) el (D) sont perpendiculaires.,

Dol f est une affinité orthogonale d'axe (0 &t de rappart - 4.
3} 5o @ Nendomorphesme assoce af,

Ona p(OA}=fO}(A}=0A el (OB)=T0]i[Bj=— 408 .

—— M , alors | esthaffinté,

D'ais i malrice de p dans |a base (DA , OH) est ; r1.=[1 0 ]

0 -4
M1M[H.?]ﬁﬂhrﬁp&l’ﬂ:ﬂ,.ﬁ._EhEIM't:{'l'l."]=1lim:lda.|5-lﬂm are (0 A Bl
Dans le repére (O, A, B) . le point A a pour coardonnées (1, 0), pere (O, A, B]

oo e — _I T 1 ﬂ K.—‘I '—
wp{ AM ) =TIAJ(M)=AM" signifie que {ﬂ i A][ y ]=[E¥II].E'aaba-dim

A'=X
Vi dY

e, P 185 J

—
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F Recrpilites i5  A Urariienny sffines

(Yol Merpressan aralytigus e f e e residee (1) B J Wi |

| 17— 4Y :

1 _ N |

.éﬂ'aﬂﬁrﬂﬂﬂmmﬁﬁiﬁ,] 7 |

st Taggheatn b pian Saem hiqriberss 0 5 WA Qs Wiy, ), st o priet Mt ) s |7 = 0 i i
¥ £+

Dsermines bes mages par Tdes pants G, ot
n cigars gue T et une st Conton priziners Fave, (5 decton & b tagoont

o Ona: KCj=0012 1), MG=101.0) o Bli=J00, 1), |;
s 8 =1, L= ] etf i'est pas Papoicedon Mendoua de P {
Dol lensembie dt poats invatants par f eat s dooite (L), oud 9 pour douston « + - 1 =10

S f est e affinite, slons 100 2 eul I3 deoile (L), 23 direction est celle de L doite (O], équation ;:--%.-.

e e e e T

| ¥y==—i+1
Ls réscluton du systéme déqualions Il yis 1, . o pour sl r:% 8 :é.
Dol be poind drfernection des drodes (000 e (L) o 0 s coordonndes E% .
Cr G 3 prar cordonndes Eéj et [0 3 s conmdonndes [—%ﬁa}JJmﬁ 0 = -2,
A, ¢ P esd une 2inss, son rapportesd -2,
Yérifions fous ces résoifais

o Scit M, ] un point du plan, et WX, ) = 1M), B yedienr W = prose eoverennbas (2 - By + 24—y + 1), o :
' o gt et coordonndes du veler (—x—y - 1007, !
Oy bt yectsars CF0F 8 T 2omd cofindsivss, Ls decite (VW) et dore parshile & ks droits (001,

o Sot Hle, 1) un i du plan el gus FIR=— 2. |
rﬁzifx-ifr-:ﬂ T

-2y 42wy [-Er+Dy 3 |
s e J_LE}‘"-"-b"llfr-lJ'E"'r L. ' !
i =gi—t+3y+9 i

I

| i

O remargue g8 ¥y -'—;f.-..~1=311’r-—2'f+2}4§{-x +Zf+T)—=T=0 . D'l H sppariicrd bel o1 buen & (L)), J

i cormiste que H est I proieté de M s (L), peraliblement & (007), of puisgue A =—2HW, alors et Tafints, |
ams (L)), de rappant - 2, s divection celle de (O], |

C. Utilizer lex applicationy affines powr démontrer 1'

>

Exergice 2
FEC ext un inangle de sens direct, A', B & C sond bes mileus respectfs de [BC], [CA] et [AE]
S0t P, 0 et 7 les canires renpentfs des carrls coratnits endbeurament sur les cités [BO] [CA] &t jRB] & ~2C.

’I'fﬂﬂ¢ﬁ:ﬁ_§=ﬂ_§1fﬁ—%ﬂf.
) Sort g b rutstion vectorielie ssaocibe & un Quart de o direct du plan,
& Démorsrer gue A0F) = AF .

4

. P ]
y
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Chageitre 16 : Appiicafions affines

b} En déduirz que AP = QR el que les droites [AF) et (UR] sont perpendiculaims.

v 1 T
1) Puisque B est le milieu o2 [AC) el C' celul de [AB], ks B'C'= EEH
Or d'aprés |a reafion de Chasles, on a QR=0B'+B'C'+CR .
Daonc Q—H=U_E1 J-ﬁ—%ﬁ.

2}a) Pusgque Q'_'H=ﬁ"+t_"ﬂ—%ﬁﬁ ,alars

tﬂﬁ]-w{ﬂ-ﬁ:Huﬂﬂ_ﬂ]—;m[ﬁl =E‘E+ﬁ-§:-zﬁ}
car QBN =BT, TRI=CE ol ofic)=gl-2AB)=-2¢{AB)=-2AF
Dol (OR|=AB+AC+AP=AR+AP  ar AB+AC =AN', A’ &tantie milieu da [BC|
—P
Dol p(QR)=

o n
b) i est un quart de tour direct vecioried, ¢'est-&-dine ta ratation vectorielle d'ang'e donl ung mesure esl 5 el

-.F.-:EaFt]. AP | cestddira OR = AP et rnas[EIFE AP)= -[‘.!1:]
Par conséquent, on a QR = AP et les droites (AF) et [GH] sont perpendiculaires.

Exercice 23

ABC estun triangle, A', B' el C 25 mikeLx respacifs de [BG), [CA] et [AB).

Un poent B i plan a pour images P, @& Rrespectivameant par 25 symétries se, se el sc.
Démontrer que [APL (0B8] et [CR] ont e méme milsw,

» su(M) =P. D'ol A" est le milieu des segments [MP] et [BC]

D'oll MBPC est un paraiiéiogramme (ies diagonales ont le miéme milieu). G'est-d-dire MC=BP (1)
» sg(M) = Q D'ol B' est le mileu de MO et [AC],
Crod MAGIC &5t un parallélngra:mne

Cesl-ddie MC=AQ (2) et MA=CQ (3)

Dol d'aprés (1) et (2), BP = AQ . Dol BPOA est un parallélogramme,
Ses diagonales [AP] et [BQ] ont par conséquent le méme miliew.

Enfin sc{M) = R. Dol C est lg milieu de [MR] et [AB] (4).

Dol MARE est un paraliglogramme. On en déduit que MA=8R  (5).
Puisque d'aprés {3) et (5) MA =CO et MA<ER, slors CO=ER .
COREB est doac un paralélogramme, cest-3-dire [BQ] ol [CR]) ond le méme milieu, (6} N
Finakement, d'aprés (4) et (6), [AP], [BQ) et [CR] ont & méme miliew.

e, P'AQR 3E3 —z—'ﬂl
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Chapitee T 0\ polication arifines

EXERCICES POUR ' AuTo-EvpLYER

Bxsrcice 2 40 minutes
soi A, B et G sont Irois paints nen alignds du plan et C est le point délini par GG AB,

On désigne par | Tapplication affine du plan céfinie par 1A) = A, I{B) = Bel cy=c

1) Manirer que | est bijective.

2) Deétermines lenserrible des poinis invarianls par f. S peutil que f soit una isaméiria 7

Montrer que toutes les droites paraliéles & (AB) son! globalement invarianies par |

1) Soit G Tisobarycenire des points A, B, C el G' = |G}

Exprimer le vecteur GG' en fonction du vecteur AB . Montrer que G' appartient 4 (BC),

Exercice 25
Dars e plan, on cansidére trais points non alignés A, B et C. On désigne par I, J el K les milieux respeclifs des
segments [BC], [CA] et [AB).  est une application affine transformant b triplet {1, J, Kjen{J, K, I},
1) Soit A, B' et C' les images respeclives de A, B et Cparf,

a) Que représente J pour be sagment [B'C'] 7 Jusiifier volre réponsa.

b) Soit G lsobarycentr2 de (A, B, C).
Mentrer que G est épalement ltscbaryeantne de (1, J , K}, puis de (4, B', C'). En déduire que G es! invariant par [
2) (B;7,]) estun repere du plan ef on suppose & et C de coondonnées respeclives (-2, 1) el {4, -1).

a) Déterminer analyliquement I'appication f dans e repare (B ;T - ]'}.
b) Verifier que G est ['unigue point invariant par f.
Exercice 26 30 minutes
Soil ABCD un bosange el Tapplicaton affine du plan P définie par fia) = A, fiB) = D et f{C) = D.
1)a) Déterminer les images par fdu point D, de la droite (AD] et du plaa P,
b| Démonirer que fof est une application conslants:
2] 5ol g la symétrie orthogonale d'axe (AC).
3| Prégser |a nature et les éléments caraciénstiques de gof,
b} En déduire la construction de Mimage par fd'un point quelsongue M de P,

Exercice 27 BAC C - Cameroun — 2001 35 minutes
On considére un plan (P) rapporté & un repére orihanorme (O 1, j), On donne ;

4 =Ex +§y +1
- g application (P} sur (P) qui, & toul point Mix , ¥} , assoce le point M'(x, ¥') tel que : g .
y' =3*+eY +2

- M" le symétrique de M’ par rapport 3 M.
« An le point de coordonnées (3, 1)
- [} la suile des points définis par Ae«1 = {Aa).
- (%n , ¥l [25 coordanndes da As,
1) Démondrer que le wacteur MM' a une direction fixe Indépendante de M.
2) Déterminer 'ensemble des points M™ lorsque M décrit (P},
3) Déduire des quastions 1) ef 2) une construction géaméatrique du point M.
4) a) DEmonirer que |es points As appartiennent fous & la droite d'équalion cartésenne 2~y - 5=10.
b) En déduire que pour touk entier naturel n, on @ | xme= En= 1,
o) a} Demonirer qus powr touf endiar nalured n, & el y sont des nombres entiars,
b Cémontrer que pour boul enlier naturel n, g, =208 + 1,

e PAR )

S —

Scanned by CamScanner




Cligitee 162 Applicabions affines

Exercice 28 Aimimmes

Le plan complexe est muni d'un repére orthorarme (O T; ﬁ '

Soit [ puint A _,% 'n]' l& vacteur ﬁ[,f'z\ﬁ -1.0) o I'np|:£||:,r:l=1:n1 gdl.l hhln o - gqui | 5 e Pinl WSS

b point M’ tel que © AN = (AN §)- 11 4+ AM ,
) Déterminer Vensemble (&) des points invariants par g.

b} Montrer que ba vectaur M a une direction fie,
¢) Montrer que g st une affinité que I'on caraclénsera

Exercice 20 BAC E - Nancy = 1970 Iominutes
Le plan st muni dun repére orthonmé (057, ).

1) Soit a appartenant a )0, +=|.

On considére Ia fonction fFdéfinie sur -1, 1] par: 1(x)=ax-+2y1=x* .

Etudier 12 variation de f et construire, lorsque a = 1, sa courbe () dans un repérs orthonorme, {Unité 2 cm).
) On considérz un couple (a , b) de reels.

¥'=¥X--by
y'=ant-2y
Quelle relation bes nombres a et b doiventls vérifier pour que Tas S0t une bijeckon de P dans P 7

a &1 b &tant quelconques, déterminer Nensemble des points invariants par Tw. Discuter suivant 2 etb
3) On supposeque a +2b = 0.

Détarminer une équation du ey géométrique de M lorsgue M décrit e cercle (C) de centre O of de rayon 1.
Préciser la nature de ce lizu.

4) On suppose a > 0.

Mantrar que Tu est une affinité, donton précisera [axe, la direction et l2 rappor.

Déterminer une équation cartésienne du lisu (E) de M lorsgue M decritle cercle (C).

Maontrer que (I) est une partie de (E). Comment (E) peul-il =a déduire de (),

Exergice 30 30 minules
Dans l'espace E rapporté au repére (0T, 1.k} , 'application f est définie analyliquement par
t'=—x-2y+2z-8
tout point M(x , v . Z) de l'espace est ransformé par f en M| y'=—%+2-3
2=k —2y+ 326
1) Démontrer que f estune projection sur A de direction 8, A et B &tant des ensembles a determiner.
2) Définir analytiquement la symétrie par rapport & A et de direction B.

Exercice 31 _ 35 minuies—
Dans l'espace E rapparté & un repére orthonormal direct (0 ;7. . K). .
On considéra le vecleur 1,1, 1) & Fapplicalion f de laspace E vers lu-m&me qui A fout point M, associe e pant M
telque : OM'=0N—GATM .

1) Définir analytiguement . Montrer que f est une transformation affine et définir analytiquemeant f-°. -
2) Démontrer que 'ensembie ces points invariants par f est une drite (D). {On donnera une démnstrafion Vet

el une démonsiration analylique). :

3) Démantrer que, 5i M n'agpartient pas & (D), la draite (MM) est orthogonale au plan défini par M et {0

4) Démontrer que la distance MM est propartionnelie & la distance du point M 4 1a droite (D).

Soit Tu l'application de P vers P, qui  tout peint Mix , ) associe le point I' (', y') ol 1

e ——— Page 3530 ..ﬂ#
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Elropiies 16 Applicationms affines -

rYERCICES POUR s" AUTO-EVALUER — SOLUTIONS

oC! i ABC'C es! un paralisiogramme.

1) Ona CC' =B, 0
Et puisque A, B, C sont non alignés, alors A, B el £’ le sont aussi
f pst donc une applicatian affine bijective car elle {ransiorme frois points nan alignés A, BelC en frois poinls non

alignés A, BetC.

2) e fiA)= Al f(B) = B.
Dt les points A et B sont invariants. Par conséquent, la droite (AB) es! invananie par f point par painl.
Supposons qu'il axista un point N n'appartenant pas a (AB), invarian! par f.
On aursit alors frois points A, B el N non aignés invariants par f.
#lors tous les paints du plan seraizni invanianis par {. Ef donc on aurail fic)=C. Orona c2(C.
Dol il n'existe pas d& point hors de la droile {AB) qui soit invanant par f
Il en résulle aiors qUe lensembie des points invaniants par f estla drote (AB]).

© 5ifestune isométre, alors puisque 'ensembie des poinis invariants est1a drolte (AB), fsera i réflaxion d'ae
(AB). Et C' sarail le symelrique crihogenal de C par rappart  fa droite (AB). Ce qui n'est pas ke cas.
0ol | ne peut pas éire une isomedrie.
s Sait M un point du plan.
(A, B,C)estun repére du pian, donc, I existe deux réels 0 el p leis que m=mﬁ+ﬂﬁ {1
Netons @ Mendomorphismme du plan associé af. Ona’
T AT A = gl AB + BAC) = clFB + efAC) =
Des égaiités (1) et (2), on deéduit que T — (G = BAB . D'od la droite (MM} &=
D'ofl M appartient 3 la droite passant par M et paralitle 8 & dro#e (AB)
Scit (D) une droile paralléle a [a droite (AB) : :

ar M f paraléde & (AB], qui est ()

si M appartient & (D), slors M appartienta 13 droite passarnt p
Ainsi. 51 M appartisnt 4(D). lenes! de méme de 500 mage M par i

La droite (0) est danc globalement invariante par £

t’EdﬂﬁPWﬂS&Eﬂiﬂ. OnaG=

B CC= B
3 d

(A, 11,8, 0. C 1) )

BE4+CC+306=0.

ufrr}f[a‘}4-rsr'ﬁifﬁ--niﬁ+ﬂﬁ (2).
paraliéle & la droile (AB).

bar((, 1), (B 11,(C. 1)} Donc Eﬁ:éﬁ%ﬁa

3) » Soit G lisobarycen
e V== T==
Do ca qui précéde, on 8 AE'=-?‘—.AB-+-FAC Ded

o G=bar{is, 1), (8. 1} (C. Thh el f(G) = 6" =barl B.
O peut dont écrire AG+BG+CG=0.Ce qui dquivaut 3 AG+

— i IR e R i = AT 2_.
o GC'= AR, alors o0 déduit que ACHBGH BA 4+3CG'=0 . Dens GG':-EB{:_

D'l (3 appartiznt & la drofe (8L

st le miliew d& HBIRCIL
| st le miiew de [B'C].
tifs de [BC]. [CA] et [AB], d'ol :

et K= harfia, 1), (B. 1}

1)a) | est e miliey de [BC], done flije

orf{l}=J, 1B =F gtfiC)=C". D'ou

ks |, Jeth sont les milleux respes

| =barf(B . 1).(C, T} J=bar{{C, 1. {A
oriz as’rl'-suhann:trﬂredﬂ A, BelC, dol:

G=barfia.2). (8. 2 (C. 2} = bari(a, 1), (B, 144 1h (c. 1. (8, 1 (C. 1=

speciifs de [CAT & [AB'). Aars,

Do) G est lischarycent® des paints |, J et K
« Comme & la guestion 1)a), on Monire que K el | sont les miligux e
i), (A, 1), (€ 1) (B 11, (", 1)} =barf{A", 2), (8, 2 (T, 2l

G = barl(<, 2.0, 2. 10 2= par{(A, 1), (8",
D'cs G est [isobarycentre de A, B'elC
C, alors f{G) est ffeobarycenire de fa), fiB) et fC).

o G &ant lissharycenire de A, B at
ﬂﬂiﬁ_ Page 391 #ﬁ-
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hapitre J6 ; Appelivatiens wffines

Clest-a-dire {15) ast Nisobarycantro do A A ol G, qul osl aessi G (d'ognds oo gui procida),
Do f(G) = G. G est par consaquen irweariant par [
2ja) Ona BlO, 0), Al-2, 1), Cid . -1)

1 . 1
Done &N & Bussi | I{E.—%}.JH L0el H[—-I.E]. |Jl--1.5]. (-3, o .II{[ 2 'E}'

Sail g I'endomorphisme associd 4 f,ona - 1 1
—c = | — ] . ol = “m - o - . " . 1?
(i) = ) = JK Elqﬂlﬂ]=l[l]l{r¢:|=-I..I.Eea.l-a-dlre-p[ | 'ET"' 24T ot -3T 4] -1

e = 1=
—gl i<l J)=—21 +5) - + 1= : i
: 2" l.en découle que M) =57+l if)= 147 44]

Diod e sysleme ! = e e Am
=Jpli)+eli)=1-3]

-5 =14
2 g

2

Sait M{x , ) un point du plan, et M, y') son image par 1,

=5 -1
3

B ol
2

Ainsi la matrice de pdans la basa (7, ]) est:

r=2

.1
1'+"2"

£3)

fiM) = M dquivaut & w{iN) = JM' . Clest-a-dire

¥=-hr—14y+4

3 qui défirit anadytiquement f.

Dol le syseme
- [ r‘=51+45r—1

. de méme que §G), doa fiG) = G.

b} G a pour coordonnées [% oL

1)a) » AD=BC etfest une apphication affine. D'ol A} =F{B[C).

C'est-d-dire AND)=DD=0.0D'chfiD)=A.
= fA)= A ef f(D) = A D'oll |'image da [a droite (AD) par f 25t le singleton {Al.
s A, B el C sont trols paints non alignés du plan P, d'od |2 plan P st le plan (ABC).
O [{A) = A et [B) = f[C) = D. Limage du plan P par fest donc la droite (AD).
b) A, B et C sont trois paints non alignés du plan et foffA) = [{A} = A, fofjB) = RD) = A et fof{C) = D) = A
D'od pour tout point M ou plan, on a fol(M] = A,
On en gédul gue fof est une apphicabion conslante,
2)a) » oflA) = 0iA) = A, gof(B) = g(D) = B et gof(C) = g(0) = B, done Fimage par gof du plan P est la droite (AB).
D'all limage M d'un point M queiconque du plan P par gef est sur la droite (AB).

= Sait M un point cu plan, il existe deux réals 2 et b fels qua AM=aAB +bAC ),

Alorsona gol[Ajge (Mj=agof{Ajgef[B)+tael{A)gafiT), :
c'est-d-dire AM'=bAB+bAB=(a +bJAE (2)

Des &galités (1) el (2), on déduit gue MM =AM — AM—=bCE |
D'cdi les droites (MM el (CB) sont paralléles.

On peut alors condlure que gof est la projection sur la draite (AB),
parallélement a Ia droile (BC),

b} Conslruction de M° image d'un paint M du plan parf:
Naoions p = gol, alors gop =, carg = g,

Pour construire fimage M' d'un pont M par f :

On consirull d°abord son projeté H sur I3 drofe (AB) parallélament 4 (BC

On construil enfin le symétigue orthogonal M da H par rapport 4 la dtrl;il]a' (AC),

————  ——— —— ———== T o T [ )
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L hapitre 18 : Applicatiom affimrea

1) Sodt M{x . ¥) un point du plan

—.'1+E1.*+1
=5 8§

P e

1 2 R IRy
_l§:+§yv1|{1+?n.l}nulewrteuf M" esi cofinéante ay vectour fxs | 42 . Donc

MM & une direction fixe indépandante de M.
7] Soit (x°, ¥7) les coordonndes du point M. Ona :

4
:[':—I'+El=—:{'—g?‘—i I'+|=il—g'g'=-2[_il-l._1"r] i
5E 51 Dol S 5 £ 5
P o B . 2.4 :
¥ r—fﬂ-?]’——sl--ﬁ_?_z j"+2=—-gl+gf L

Onremarque que x™+ 1=-2(y" + 2). Cest-adire X" + 2y" + 5= (.
D'oll lorsque M décrt le plan, M” décrl La drofe déquationx+ 2y +5=0,
3) Connaissant le point M, pour construire e point M :

« On trace la droite (D) passant par M et de vecleur directaur T+z"i. {4

C'est-a-dire (MM’). On sait que M, M’ et M sont alignés.

D'od M" appartient a (D).

» On trace ka droite (4) d'équation x + 2y + 5 = 0, Elle contient iz point M.

M est le point de rencontre des droites (D) et (&), M' est le syméfrique de M" par rappori a M.
4)a) Considérons Ia propriété Ps - « As apparfient a la drite d &quation 2x-y-3=05.

7¥3 - 1-5=0. D'oll As appartient 4 la droite d'équation 2 —y - 5= 0. Cest-d-dire Py est wame.
Supposons 23 — ¥ — 5= 0 pour un certain enbier naturel k, monirons qu'alors 2t — Y -5 =0,

B - -
= Tht T +1
Ona: !

2 9
'.i’t+1:§1=|:'r =k +2

9 : .
Done = Er,,,_,_:.-m_ssz[gx,‘ 4-%'_.'1 +1J_[§I'“+ Eh +E]—5=Ext—yh—5=n{r;ar:rap'&51hmﬁrﬁnuc
récurmence, A apparfient 3 la droite d'équation 2x-y -3 =0).
‘ols Awr appartient 3 droite.
o e i du raiscnnement par récuence que, pour toul entier naturel n, As apparsent

4 la droite déquation 2x —y-5=10.

b) Soit n un enfier naturel. ; \ast-4-dire =
D'apeés fa question &)a), le paint A apparbent 3 Ia droite déquation 2x - y=5=0.G Bo=p=asl
ll en ressort que ya = 2%, - 5.

Dwrm-g'xn +§vﬂ+*=§:.+§f?!ﬂ—5}+1:?xn-i- Dol X1 = 2ta =1
5)a) & Soit Qx la propéléd : « x» st un nombre enlier ».
S% s atmaniw, Dullbo o que Ou esl yraia, cesl-3-ging naesiun enkier.

Supposons Oy vraie pour un cartain entier natursl k. ﬂ_nmrms
On sait que xae = 23 — 1 £ e €51 un entier par hypothése, danc Xa
entiers sonl des entiers). D'ol Qi €5t vraie. _ :
D'eprés ke principe du raisonnement par récumrence, on conclul que X estun m@l@ﬁ'ﬂ&ﬂgﬁﬁgram“
® Puisque % st un enlier, il en est de méme pour 5 — 5, c'est-4-dire pouT ¥ Dol yn e ;
=32 241, - i o =T ¢ |,
SuppPesons X = 2% + 1 pour un cerain entier naturel k. On 8 #0rs X =Dy - 1= 22 '*1]2" : : &

Dol d'aprés le principe du raisonnement par recuIrence, pour tou! entier nalurel n, 0N @ X ;

» g5l un entier (la somme &t produit de deux

Solution 23
a) Soit M un poind du plan.

—_————— Page 333
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Chargritre 16 ¢ Applications affiucs

M
Mapparient 8 (&) <= M=M < AM=(AN-0)-§-+AN,

&b [ﬁﬁ-ﬁ-ﬁ:ﬁ

=  AM-li=0 car T=10. )

= M appartient 4 la drofle passant par A, tha veciear normal u

D'od {A) es! la droite passont par A el de vecteur normal G .
b} Seit M un paint du plan, et W' son image par g, 40 a .

W =(BN-U)-U+AN & W == — AN+ A = (AN )T
Fl.:'smnh'ﬁ'ﬂm-m-i.amlwmL'I_'M‘ﬁtmﬁnéaimauwctemﬁmﬁ.
D'od e vecteur MM’ a une drection fixe.

¢} Soit Mix, y) et Wi, y') deus points u plan, ona - A‘M-E:Jzﬁ—‘IEx +%1.

Ainsi, AN = (AM-T)-T + AM équivaul & [n'+% .3"] =[{E-ﬁ —ﬂ[H%l.U!+[H-%-?1=[2~5[H g] .1-'].

:1'2244"1-‘[1 +EII~]-E

B 8.
Y=Y

Doa

. &) estIa drolte d'équation 1+%= 0.
- Soit H e point de (&) tel qu'il existe un réel k, MA=KMM'  caa:

yy—y=0 Yu =Y

- 3 3
Or H appartient & la droite [A), d'oll xy '—% =0 [estddire K242 - 1j|[x+ E]-I- H-E =0

Sait (242 —1:|+1][x+-§1=ﬂ_

niocl -1
Or k2 point M est quelcongue dans ke plan, d'od : K22 =1)+1=0.0n en déduit que : k=—p—-

942 -1

—1 S et par suite (22 —NF = —{9F-+ AW} D'ols AW =2J2HM .

D'o MH=
2

el T est comnéaire au vecteurfixe 1 el AN =2+/ZHM , avec H appanenant a (4).
Alers g est Faffinité du plan d'axe (4}, de direction celle du vectew 1, et de rappord 14’5 :

1) Les variations def :
o fesl définie &1 continue sur [-1 , 1], car somme de foncfions définies et continues sur [-1. 1],
e Etdions la dérivabilté defen -1 elen .

G f=fy_ . =-at -2 _ i gy 2t

i x—1 —=1 x—1 = .||1_::

D'oll f n'est pas dérvable en 1. (Notons que la courbe de fadmet au point d'abscisse 1, une demi-tangente yericae)

=400

o fa=1=N_ ar+as+A1-1t _ 24— x)
g = |im a+ =+
':__'1__1 -:':'1"' Ty =1 14+ A S | 1_12

Do | nies pas dérivable en -1 (La courbe de { admet au point d'abstisse -1 une demi-angente vertical)

#E' Page 34 “ﬁﬁﬁ‘#
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Chapitre 16 : Applicasions affTnes

f et dong derivabée SUr +1. 1] El pour tout réel x dans |1, 1) ona '(x)=a—

1—x
L& signe de 1 '[x) est celui de ih.,l:l—::2 —2x, car pour lout x dans -1, 1[.ona f1- >0,

2 afl-of -2

-

5i-1<xs0 aorsona: ayl- K — 24> 0 (car somme de deux nombres posififs), c'est-a-dire f {x) > 0. |

gig<x<l.ona:

afi-d - & il <l & @l-d)cid o B<@r4)d
2, &
R TR

at+4

Commeona:al<al+d aorsona a<fa’ +4 . Ce qui impligue que

=<7.
a“+4
On a donc le tableau de vaniation de fqui suit :
X
L LI
fix)
I 3 -----.‘||aI +d .
Jaz+d-
Lacourbe defpoura=1:
I
1
I -
|
l_ -

-q__:.v W AR EEEE Y
i 1|
o P g P o [ ;-—-

T i
i ,.__Il | — | r e m— |. .

2} » 1 estune application 2fine car son expression analytique est sous 1a forme [
b & " sont des nombnes réels,
Soit | &4 J deux points teleque Ol=T et Dd=] (0.1, ) estun repére du plan,

fest done bijective si et seulement si 1{Q), 1{l) et {J) sont non alignés.
Or 110} = 0, 41) = 111, &) et {J) = S, 2).

PR :
Et det{OF,00 )= \ '; —2-ab. DVolfest bijectve si et seulement siab # 2.

x=x+by by =0

* Soit Mix ir : * ikdi=M i

% Y) un point du plan, ona: M) - [r:na+hr axy=0

e e s F 2 [{ & 555

£ =ax4by+c
y'wa'x4b'y+e

a
N - (carx=>0 el a=>0).
Jaz+4
d

,o0abcd,

e

'
S e i e e i—

|
|
y
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e Clapitre 16 : leﬁ.'.r'mn'mr-r affiires

Sib =0, alors le systéme se réduit 3 Féquation ax + y = 0, qui esl ung dquation de drola
Par conséguent, 'ensemble des points invaniants est ka droite déquation ax +y = Q.
Sib#0 aorsonay=0elax=0, Dong:
Si de plus a = 0, alors k2 systéme se rédut A Méquation y = 0.
Dol l'ensemble das points invanants par fest axe des ahaastes,
Sia#0 slrsonax=0ely=0
Il existe denc un unique peint invariant par f, qul est Foniging O du repere.
3) On suppose a = -2h.
Soit M{x, y) un peint du plan et M, ¥) = Ta{M).

l_hl_wl
X'=x+by o Toamd
. Alnsi,
a[YI=m+2F.qU|éqmauH EW'H"'
2+ 2b°

Mix,y)appadientaucarcia ([C) & w4yi=1

2:'—hy-]"+[m 4 ;']’Fi
aiaf | |242F

2

ik 2:’1+L={
2

X2y

li}“:ﬁf‘
J2
<« M appartient & l'allipse de centre O, de sonenels [&s ponis
1 1
Al—.0], Al—=.0], B, v2) et B0, —+/2).
i) M g5-o) 0. B o0~
D'od lorsque M décrit le cercle (C), M’ décrit lelipse de cenfre O et de sommets A, A, B et B' définis ci-dessus.

4) » T transforme tout point M{x , y) de P en le point M{x', ) tel que [I .

Y =ax42y
Draprés la question 2), Fensemble des poins invariants par T est la droite (D) d'équationax + y = 0.

el Y -
Ona HM.[&:+F}= (ax -y} j . ol la droits (MM ezt paralicle 3 I'axe des ordonndes,

i
1

ﬁzﬂHIEp:inlde{D!telqu'ie:isteunrée{k,jﬁ=kﬁﬁIma:I H=x
Yu = kax+y)+y
H appartient & (D), donc ax + {ax + y)k + y = 0. C'est-d-dire k + 1)(ax + y) =0,

Puisque le point M est quelconque, alors k=-1. D'oll MA=—MM' . Ce oui signifie que FIN'=— 2FM .
En conclusion, k2 droite (M) est paralliis a lase des ordonnées et HM = — 3HM , (H est le projeté de M sur (D),

parallelement 4 Faxe des ordonnées). Par censéquent Tap est I'affinilé du plan, d'axe 13 draite (01, de girection celle de
Faxe des ordonnées el de rapport -2. pan, faile D),

' E=1

1 =
& Pourb=0,0n3: : r "

_‘||'=1:——_
Mix.y)sppadonta (C) » Wtfxq ::'*+|FF_M:I]1
D‘nﬂuneéquaﬁmda{E}Eﬂ:xE-r[?;“_z:‘

5 :
& Soit M{x , ¥) un paint du plan.
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Chapitre 16 : Applications afffees

F
M appartient & (E) < x2+l3"—;’i =1,
2
= [E:E.ﬂ._:. =1—:12

—ax — 8 s '
o Z i@ o !'rz =1, avec X dans [-1, 1].
= y=ax-.~2“-.l|1—:? ou y=ax=2y1—x avec x dans [-1, 1)

+ M appertient {T) ou M appartient 4 () ; y = ax N ,aves xdans [-1, 1]
D'ois (E} &=l la réunion de (T} et (). () est deae une parfie de (E).

e Soitg la fonction définie par g{x) =ax—2\1-x* |
g est définie sur [-1, 1] el pour tout réal x dans [-1, 1], glx} = -f{-x).
Dot la courbe de g se déduit de cele de | par la symétrie cenirale de contre 0.
Pour construire (E), il suffit de construire (I} et le symetrique de (T) par rappert & O,

1) » Déterminons 'ensemble des points invariants par f
Scit M(x, vy, Z) un poinl de I'espace.
E=—Kk=2y+22=6
Ona fiM=M < y=—x+4+2-3 = xty-z+1=0,
== -2y+32~6
D'odi 'ensemble A des paints invariands par Fest e plan déquation g +y -z +3=0
o Sofl Mix , ¥, 2) etMix', ¥y, 2] = M} deux points de lespace.
Vérifions si M' appartienta A ;
Eneflel, x+y -2'+3= (- +2z-6) +{-x+2-3) - [-Dx-dy+3z-§)+3 =0
D'ol W' appartient au plan Ad'&quation x +y-z#3=1
Viérifions si le vecteur MM® a una direction fixe :
-2 =2y +2z—1G
Eneffet, ona M| —x—y+2-3 |=(-x—y+z—3N2T+]+2K).
- =2y iz—6

Dol MV sl colindaine au vectew fixe 21+ +2K.

Sail B la droite passani par O et de vecteur directeur 27 + | +2k et Ale plan d'équationx +y—z+3=0feslla
projection sur &, parafiélemeant 3 B

2) Soil 5 la symeétrie par rapport a A, ce direction B.

Mx, ¥ ,Z)un point de fespace, MUK, ¥, Z) = 5{M) et | le mileu ce [MM]. Ona:

K4y —-I'=={x+y-2)-6

KK, YRy IHE g

+ ¥ dK+X
WMo |5 o 8T 2 B = :

MM B i = k(27 EE} Yo=Kty

=kidi + ]+ PENAL

X = Ay 4z —12
Ce qui nous conduitd | y'=—2x—y+22—5 . (e lecteur fera les calculs) |
I ==df=dy40z=12

1w Soit Mix.y.z) et MY, v, ') deux ponts de l'espace.

h FBHBW

y
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P Chiapitre 16 : -"I’.I",l.ll'l'q'ﬂfr'ﬂrl.l' affines

fiM)=M & OM'=0M-GAD
1-"‘
z

& xi+y | +Tk=(x4+ r—z}:+{—:+y+zﬁ+l_u—1r+ 2k
X=Xty —I

. Z) o {y'=—x+y+I
F=x—y+1

& xTay] :

Dol f transforme fout point Mix , y , z) de Fespace en le point M{x

« =ax by +cz+d

e Lexpression analylique de f est sous lafoeme : { y'=a'x+Dby + c'z+d  dol
z| =E':l: + h"f+ E.I ‘l'dlr

Ol=] e OK=k. 0, 1, J et K sant non coplanaires.

{ est une applicalion affire,

Soit 1, J et ¥ tros points tels que =1,
Ona: fiDy=0, {)=r{1,-1,1), f[J)=40 A, -1) et fK) =K1 41
{ =1= |1 A+ .7.47

' =2| k.
{ i‘H-_i ‘{k 2)+12
Et (OF ADT)-OK = ~1x0+1x2+1x2=4=0. Do0 Q.1 el K' sont non coplanaires.
{ transforme qualre points non coplanaires, &n quatra peints non coplanaires. D'ol | est bijeciive.
Par conséquent, Testune transformaton affine de lespace.

o Soit Mix,y,Z) et M{x',y , &} deux points de Fespace.

, 1
X'=={%+I)
:I+?I_z!=x f
fiM) =M = XD =Y e (Y =gl le lacteur fera la résolution)
II—Y.—j-z._—z ) 1 I
z =E|:]I'+IF
s'—l[Hz:l
i
— I
Dol r-‘wnslunneimnpninﬂ'.ﬂx.y,z:ltFEI'aspa-cE enbe paint M(x' , ¥ , 20,00 ¥ =_é{;+;.-;|,
I'=%Er+13

2) Démonstration vectorielle :
Soit M un point ge lespace.

iM=M & i = OM — 0 A 0M = TAOM=10.
Finalement, M appariient a ta droite passant par O et de vecteur girecteur i .
[0l lensemble des points invariants par { est la droits passant par O et de vectaur direcleur a4
Démanstration analytique .
Soit Mi{x,y,Z)un point de l'zspace.
M=ty =2 x=k
M=M & [y=-xty+z & Y=k, kéR.:‘IuIecIeurfeerisquﬁﬂJ
Z=X%=Y+Z 2=k
g=K
D'ols lensemble des points invariants pas f est la droite dond une représentation paramatrigue 8sti¥ = K, kek:
I=

C'est-a-dire, la droite passant par 0 ot vectear directeur (1,1, 7).

3) Soit M un posnt de l'espace, n'appartenant pas & (D).

-_.—-—_ Page 238
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Chapitee 16 ; .-iﬁpi'n"cmiurrs affines

Le vecleur 4 A OM est un vecteur nevmal au plan passant par M el contenant (D).
O MM = ~OM -+ OM' = —ii.A OM , alors MW est calindaine 4 GATM . Doncla dro icutai
au plan passant par M et contenant (0). R S e )
4)Ona MM'=—0M+OM'=—GA0M,

i ung
Dol MM'ininﬂM|= [ﬁ[[Hl—.ﬁITJL S3d{M (D)), 600 diM , (D)) esta distanca de M 4 la droe (0).

D'ot MM est proporticninelle 4 la dislance de M & (D).

— . P e——
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Cette collection va a coup sir marquer I'univers du support
didactigue au Cameroun, voire au-delad de nos frontiéres
nationales.

Dés les premiéres pages, le ion est donné : le lecteur est
embarqué dans le sillage d'une approche méthodologigue et
pédagogique atypique, pittoresque, trés élaboré et accessible
a tous.

Elgves, étudiants et méme les enseignants y trouveront une
veritable source d'inspiration et une meilleure couverture des
programmes officiels. Nous ne saurions que trop leur
recommander de faire de cette collection leurs nouveaux
manuels de chevet.

Gilbert NKENG ESSOMBO
Professeur de classe exceptionnelle
Inspecteur Pédagogigue National de Mathématiques.
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